A psicogénese do conceito de
superficie unilateral *
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perficie; 3. Método; 4. Discussdo e con-
clusdes.

1. Introdugfo

Uma formagio pedagbgica exclusivamente euclidiana conferiu um privilégio injus-
tificdvel ao estudo apenas das superficies planas.

Mesmo nos estudos dos colaboradores de Piaget, a teoria matemdtica das
superficies nfo tem sido suficientemente analisada. Battro (1976) considera fun-
damental que se estude a psicogénese desses conceitos, pois ainda se ignora como
se desenvolvem os processos perceptivos ou cognitivos no caso das geometrias
nfo-euclidianas, como, por exemplo, no da geometria intrinseca a superficies
nio-planas.

Se, como afirma Piaget (1948), “a anilise abstrata dos gedmetras tende a
demonstrar que as nog¢des espaciais fundamentais nfo s%o euclidianas — s3o topo-
l6gicas”, e se “os estudos psicogenéticos sobre o desenvolvimento da nogdo de
espago confirmam que a representagdo espacial comega por reconstruir as relagdes
topoldgicas elementares, das quais a propria percep¢do participa”, que papel de-
sempenham a percepgdo e a dedugfo operatdria na construgfo de um conceito de
espago cujas propriedades sdo topoldgicas.

‘Quais sfo os processos cognitivos subjacentes 3 compreensio de uma forma
nfo-aprendida na escola e incomum no meio natural? Gréco (1971) utilizou a
“cinta de Moebius” para estudar a natureza das representagSes por imagens com
conteiido espacial. Este objeto apresenta um fendmeno muito interessante e rico
em perspectivas.
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2. Caracteristicas da superficie

Se deformarmos um poliedro simples, explicam Fréchet e Ky Fan (1959,
p. 29-32), “transformando-o na superficie de uma esfera, obteremos uma divisfo
da superficie da esfera por meio dos lados curvilineos do poligono corresponden-
tes as faces do poliedro. Inversamente, se dividirmos a superficie de uma esfera em
numero finito de poligonos curvilineos, de maneira que, para toda aresta curvi-
linea, existam dois, e somente dois, poligonos curvilineos que tenham aresta em
comum, poderemos deformé-la, transformando-a em um poliedro simples cujas
faces provenham dos poligonos curvilineos tragados sobre a mesma.

Resulta, assim, que o teorema de Descartes, freqiientemente atribuido a
Euler, subsiste para toda divisfo da superficie de uma esfera em poligonos curvili-
neos, tal que a divisfo verifique a condi¢do supracitada. Na figura 1 vé-se uma
divisfo da esfera em quatro tridngulos curvilineos correspondente a tetraedros e
chama-se divisfo tetraédrica.

Figura 1

Assim, para cada divisdo da esfera em poligonos curvilineos, tem-se sempre
V=A+ F+#2, (sendo V = vértices, A = arestas e F' = faces). O namero 2 ¢ atri-
buido de modo intrinseco, independente da natureza da divisao poligonal, pos-
suindo a esfera a caracteristica 2.
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Figura 2
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Tomemos, agora, o toro. Como ja sabemos, a divisfo do toro em poligonos
. curvilineos pode ser representada sobre um reténgulo, tendo-se em conta os vérti-
ces equivalentes (isto é, provenientes do mesmo vértice sobre o toro) e as arestas
também equivalentes. Desta maneira, na figura 2 representamos uma divisgo do
toro em nove retingulos curvilineos, Para tal divisao tem-se:

V=9 A=18 F=9
V-A+F=0
isto é, a férmula de Descartes nfo se aplica ao toro. Mas pode-se demonstrar que
quando dividimos o toro em um namero finito de poligonos curvilineos, de ma-
neira que para toda aresta (curvilinea) haja dois poligonos curvilineos (e somente
dois) que tenham esta aresta em comum, tem-se sempre:

V-4 +F

O nimero O €, assim, atribuido ao toro, independentemente da maneira como
tenha sido dividido: diz-se, entdo, que a caracteristica do toro é 0.
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Em geral, pode-se definir a caracteristica para toda superficie e veremos que a
mesma é invariante topoldgico, isto é, que duas superficies homeomorfas tém
sempre a mesma caracteristica.

Quando uma formiga se move na superficie de uma esfera, nfo pode passar do
interior ao exterior, seguindo um caminho sobre a mesma, sem transpasséd-la.
Também uma formiga que se move na superficie de uma semi-esfera nio pode
passar de um lado a outro da mesma sem atravessar o seu bordo. Uma superficie
que goza desta propriedade chama-se bilateral.

Figura 3
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Das superficies que nfo possuem tal propriedade, a cinta de Moevius (August
Ferdinand Moebius, 1790-1868) nos proporciona um exemplo dos mais simples:
tomemos um pedago de papel retangular ABCD (figura 3) cuja base AD seja
suficientemente larga com respeito a altura 4AB. Apés torcer esta folha em um
angulo de 180°, unimos os lados AB e CD de modo que o ponto 4 coincida com C
e o ponto B coincida com D (figura 4). A superficie assim obtida é chamada cinta
de Moebius.

Vé-se que o bordo da cinta é formado por uma s linha fechada. Uma formiga
pode passar de um lado a outro marcando uma linha fechada; poderé, pois, marcar
uma linha sobre a cinta de Moebius, sem atravessar seu bordo. Consideremos, por
exemplo, o segmento PP’, do retingulo. Na cinta, ele se converterd na curva
fechada PP (# e P’ sao dois pontos superpostos, um sobre cada lado da cinta, cf.
figura 4).

Assim, a cinta de Moebius nfo tem, como a semi-esfera, as faces separadas
pelo bordo. E, pois, no espago da geometria elementar, uma superficie unilateral.

As superficies unilaterais, no espago da geometria elementar, podem ser ca-
racterizadas por propriedades topologicas. Imaginemos que marcamos ao redor de
cada ponto da superficie (salvo aqueles que se encontram no bordo) uma pequena
circunferéncia. Tratemos, agora, de dar a cada uma destas circunferéncias um
sentido determinado de percurso ciclico, de modo que duas circunferéncias de -
centros muito proximos recebam o mesmo sentido. Se isto for possivel, diremos
que a superficie é orientdvel;em caso contrdrio, denominé-la-emos ndo-orientdvel.

Uma superficie unilateral ndo pode ser orientavel. Com efeito, em toda super-
ficie unilateral existe pelo menos uma linha fechada (que nfo corta os bordos)
segundo a qual uma formiga pode passar de um lado da superficie a um ponto
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Figura 4
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superposto do outro lado. Se um ponto mével desliza ao longo da linha, dePa P,
e duas circunferéncias tragadas ao redor de duas posi¢Ses muito proximas do
ponto mdvel se orientam no mesmo sentido, o sentido da circunferéncia tragada
ao redor de P &, necessariamente, oposto a P da circunferéncia de outro P (figura
5). Todavia, estando P e P’ superpostos, constituem um mesmo ponto. A super-
ficie de Moebius é, pois, ndo-orientdvel. Esta singularidade deve-se unicamente ao
fato de que a superficie em questdo € unilateral.

Figura 5
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Se cortarmos a cinta ao longo da curva fechada PP’, a mesma nfo se dividira
em duas partes. Esta curva fechada PP’ possui, sobretudo, a seguinte propriedade
- notével: se um ponto mével deslizar ao longo da curva PP, entdo ele passard de
um lado a outro da mesma, sem atravessé-la. De sorte que, se a superficie de um
‘terreno tivesse a forma de uma destas cintas, e fosse atravessado por um rio
segundo a curva PP’ poderiamos passar a pé de uma margem do rio 2 margem
oposta sem cortd-lo; o que se poderia expressar através da constatagdo de uma
Ginica margem para tal rio. Pode-se, também, dizer que a curva fechada PP’ da
cinta de Moebius nfo tem mais que um bordo. A existéncia em uma superficie de
pelo menos uma curva fechada que nfo tenha mais que um bordo, é condi¢do
necessria e suficiente para que a superficie seja unilateral.”

3. Método
3.1 Syjeitos

Foram entrevistadas individualmente 90 criangas, de 6 a 12 anos, em seis faixas de
idade, e 15 professores que ensinam matemdtica, sem controle de sua titulagao.

3.2 Técnica e materiais

Foram utilizadas fitas de cartolina com as dimensdes de 60cm de comprimento
por 5cm de largura, em cor branca ou bege, pincéis atdmicos no minimo de quatro
cores diferentes, tesoura e fita adesiva ou cola pléstica. ]

O experimentador realizou as entrevistas que foram registradas de forma intei-
ramente descritiva por um observador. As entrevistas individuais foram realizadas
numa dependéncia da escola funcionando no momento como laboratério.

Cada entrevista era iniciada por uma conversa informal em que o experimen-
tador. convidava o sujeito para uma conversa ou para um jogo, dependendo da
idade. A seguir lhe oferecia uma das fitas que estavam a sua disposi¢do junto com
todo o material sobre a mesa e pedia que a examinasse.

O interrogatério comegava por uma exploragdo espontinea do material, em
que se pretendia também levantar a linguagem disponivel do sujeito: “De que é
esta fita?”” “Passe a m@o sobre sua superficie”’, ou “Que parte da fita é esta em que
estd tocando?” ““Quantos lados ela tem?” “Mostre-me o bordo”, ou “Quantas
beiradas ela tem?” “Como vocé chama esta parte da fita?” “Onde vocé pode
escrever sobre ela?” '

Quando o sujeito era adulto, perguntava-se apenas: ‘“‘Quantos lados tem a
superficie desta fita?” “Quantos bordos ela tem?”

Depois de combinar com o sujeito o que seria chamado lado e o que seria
chamado beirada ou bordo, pedia-se a primeira tarefa:
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“Vocé quer pintar cada lado de uma cor? Pode usar estes pincéis A vontade.”

O didlogo experimentador-sujeito previu continua revisdo, as informagdes do
sujeito servindo como feedback para modificagdo das perguntas subseqiientes.

Analisava-se a seguir o resultado da tarefa: “Quantas cores vocé utilizou? Por
qué?’ ou “Nio pintou tudo? Mas podia ter pintado? Até onde?” “Onde come-
¢ou? Onde terminou?”

Na segunda tarefa (figura 6), convidava-se o sujeito a unir as duas extremida-
des da fita e explorava-se 0 nove objeto obtido; formulava-se especificamente uma
pergunta sobre o niimero de lados e outra sobre o nimero de bordos.

Pedia-se ao sujeito, a seguir, uma hipotese sobre o nimero de cores de que
necessitaria se tivesse que pintar cada lado de uma cor, e também agora, cada
beirada de uma cor diferente.

Figura 6 Figura 7

O sujeito constatava sua estimativa pintando a fita.

Na terceira tarefa (figura 7), o experimentador fazia, 3 vista do sujeito, uma
transformagdo em outra das fitas sobre a mesa tendo o cuidado de que o sujeito se
certificasse, antes, de que elas eram semelhantes.

OA transformag¢fo consistia em unir as extremidades fazendo uma inverso, de
180",

Entregava-se a0 sujeito a fita transformada e repetia-se uma série de perguntas
que estimulassem a exploragfo do sujeito. Pediam-se, entdo, hipéteses sobre o
namero de cores necessdrias para pintar cada lado e cada bordo de uma mesma cor
diferente das outras. Entregavam-se os pincéis para que o sujeito executasse e
constatasse. Analisava-se apés, dialogando com o sujeito, o resultado da tarefa.
Interrogava-se o sujeito sobre sua interpretagdo do objeto e solicitava-se ao sujeito
que tentasse explicd-lo.
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Uma quarta tarefa (figura 8) era entfo proposta: cortar a fita transformada,
pelo meio, no sentido de seu comprimento. Pedia-se, antes, a estimativa do sujeito
sobre 0 que ele pensava que ia acontecer. Depois da constatagdo, fazia-se a
exploragio do novo objeto, através do interrogatdrio verbal.

Na .quinta tarefa (figura 9) entregava-se ao sujeito uma outra fita transfor-
mada por uma inversfo de 180° e pedia-se que cortasse 1/3 da largura, no sentido
de seu comprimento, pedindo-se antes suas hipéteses.

Figura 9
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Apds a execugdo, fazia-se novamente a exploragdo dos dois objetos quanto ao
nmero de cores, ao nimero de lados e ao de bordos.

Pedia-se ao sujeito uma comparagdo entre os dois tltimos objetos e o que ele
havia constatado nos dois primeiros (agora ji ausentes) e suas explicagges.

A contra-argumenta¢fo era oferecida tanto verbalmente como mediante a
ultima comparagdo executada.

 No caso particular do conceito cuja psicogénese se estuda neste experimento
— o conceito de superficie unilateral — o objeto do conhecimento resulta, ele
mesmo, de transformagses, apresentando propriedades ainda bastante incomuns
no mundo ffsico.

Quais sfo essas propriedades relevantes na formagdo do conceito?

Se as extremidades de uma fita de papel, por exemplo, forem unidas, se
formard uma superficie cilindrica com duas faces e dois bordos. Mas se for apli-
cada uma rotagfo de 180° numa das extremidades, antes que ela seja unida a
outra, a superficie resultante terd s6 um lado e um bordo.

Sempre serd possivel ligar qualquer ponto da fita a qualquer outro ponto na
fita por uma curva que se estenderd completamente sobre a superficie, sem cruzar
o bordo. Isto no acontece com as superficies comuns, de dois lados.

Se a extremidade sofrer uma rotagdo de 360° para depois ser unida a outra, a
resultante serd uma faixa de Moebius de segunda ordem, bilateral e com dois
bordos.

Generalizando, com n meias voltas antes de unir, obtém-se uma fita de ordem
n. Se n é {mpar, a superficie é unilateral e possui uma Gnica fronteira curva
que ¢ enlagada para n = 3; se n é par, ela ¢ bilateral e tem duas fronteiras.

A fita pode ser cortada em virias ordens por uma linha central. Se n ¢ par,
resultam duas fitas semelhantes 2 original, ligadas, com as fronteiras curvas. Se n é
impar resulta s6 uma fita semelhante ao bordo curvo, isto é, para n=>3 ele é
enlacado. Tem 2n + 2 meias voltas: n para cada circuito do original e 2 extras
ganhos quando as espirais sdo abertas.

Se as fitas sfo trisseccionadas, a fita do centro lembra a original, mas as mais
de fora poderdo ser unicas ou pares, conforme o resultado da bissec¢do, e poderdo
estar ligadas ao anel central.

3.3 Resultados

As condutas dos sujeitos evidenciaram desenvolvimento em diferentes niveis, e
pelas regularidades apresentadas tornaram possivel a classificagdo também em sub-
niveis.
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3.3.1 Condutas de nivel I

O nivel I-A — Essas condutas revelam que o pensamento da crianga se prende a
estados, ndo conseguindo acompanhar as transformag@es realizadas sobre a fita.
O sujeito centra sua atividade em determinadas regiSes do campo perceptivo. Ndo
compde deslocamentos sobre a fita e ndo chega a expressar conflitos cognitivos
ante as contradi¢Ges que expressa na explicagdo das solugSes que ele apresenta
para as tarefas propostas, pois impGe modificagGes ao real para que este se ajuste
3 sua percepg¢do e a0 egocentrismo de sua atividade.
Observem-se os seguintes exemplos:

Car (6a Om) (. ..) “Pinta todos os lados da tira de papel” (fita aberta). — Dd para
pintar de amarelo?” “Sim.” (Pinta um dos lados.) “Este aqui é amarelo.” “Muito
bem! Agora onde d4 para pintar ainda?” “Sim.” (Vira o papel.) “Tu queres pintar
com o outro pincel?” “Quero. Comego aqui em baixo?”” “Onde quiseres, desde
que pintes o lado todo.” “Este aqui muda de cor?” “Tu gostas de mudar de cor?”
“Sim.” (Continua pintando.) “Quantos lados pintaste deste papel?” “Dois.”’
“Agora, se eu fizer assim (une em cilindro outra fita) quantos lados tem esta tira?”
(Ndo responde.) “Como se chama esta figura?” “Bola.” “Entdo pinta os lados
desta bola usando uma cor diferente para cada lado.” (Pinta.) “Quantos ladosela
tem?” “Um amarelo e um rosa.” “Como eu posso chamar o lado amarelo?”
“Amarelo.” “Em vez de dizer lado rosa, como eu posso chami-lo?” “Ndo sei.”
(Transforma-se outra fita e apresenta-se-lhe invertida.) “Tu és capaz de pintar este
lado sem levantar o pincel? Experimenta.” (Comega a pintar — na primeira curva
levanta o pincel ¢ muda de cor.) “Como pintaste?” “Fazendo uma estradinha.”
“Em quantos lados fizeste a estradinha?”” “Em dois.” “Por que levantaste o pincel
aqui?” ‘““Ndo dava para continuar. Era o outro lado . . .”

Mar (7a 1m) (...} (Apresentando a cilindrica.) “Quantos lados tem esta fita?”
“Dois” *“De quantas cores precisaste?”’ “Duas.”” Agora vou fazer outra transfor-
magdo (apresenta a fita invertida). “Quantos lados tu achas que tem esta fita?”
(Olha de diferentes angulos, deslocando-se em volta da mesa.) “Quatro lados,
“Entdo pinta cada lado de uma cor diferente.” *“Por fora primeiro?” (siléncio)
(pinta). “Quantos lados tem esta fita?”” “Quatro.” “De quantas cores precisaste?”
“Uma!” (PGe a mdo no rosto, como se tivesse feito algo errado!) “Entdo quantos
lados tem?”” “‘Quatro.” “Uma menina que esteve aqui nos disse que tinha s6 um
lado porque ela pintara tudo com uma sé cor! Ela estava certa ou errada?” “Td
errada, porque tem quatro. Ndo estds vendo?”

Ter (8a Sm) “Quantos lados tem essa fita?” “Quatro.” “Entio mostra.”” “Um,
dois, trés, quatro” (apontando). “Ah! Tu chamas isto de lado?” “E.” “E isto aqui
onde a gente escreve?” “Acho que é meio. “Vamos combinar: aqui é lado e aqui
¢ beirada. Sim?” (Acena que sim.) Se eu te pedir para pintares cada lado de uma
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cor, de quantas cores vais precisar?” “Duas.” “Se eu colar a fita aqui (mostra a
fita cilindrica), com quantos lados ela fica?’ “Dois.” “E com quantas beiradas?”
“Duas também.” (Passa o dedinho, contornando a fita.) “Agora, presta bem aten-
¢do: se colar assim?” (Faz a inversdo.) “Ficou um oito.” “Ficou quase um oito,
ndo é7” (Sorri.) “Quantos lados tem?” “Trés!” “Olha bem: é como uma pista de
corrida. Se fosses pintar um lado todo de uma cor s6...” (Desliza o dedinho
sobre a face da fita.) “Mas quando a gente vai passando aqui, vai prd dentro .. .”
“Entdo pinta como se fosse o rastro que o carro deixou.” “Mas quando a gente
faz assim (mostra a inversfo) sai dos dois lados . . .” “Quais dois?” “O de dentro
e 0 de fora.” (Passa o dedinho imitando um carro.) “Levantaste o carro alguma
vez?” “Nio, ele sai daqui e vai pra dentro.” “Quantas cores usaste?”” “Uma.” “E
quantos lados tem esta fita?” “Dois.” “Quantas beiradas?” “Duas também.”

Aparecem reag0es em que se nota uma possibilidade de esquematizagdo mo-
tora pela repeticdo das agdes de deslocar e apalpar, entretanto, por auséncia de
composigOes, a percepgdo atual obstrui, ou suprime, a presen¢a da transformagdo.
A motricidade mostra-se subordinada a percep¢do em lugar de prolongé-la em an-
tecipagdo a outras percepgdes possiveis.

O nivel I-B — Dadas as caracteristicas especificas encontradas na psicogénese deste
conceito, classificamos neste nivel as condutas que, mesmo expressando o con-
flito, no evidenciam nenhuma tentativa de elaborar inferéncias necessdrias a par-
tir das constatagGes empiricas.

Nelas hd centragfo da representagdo intuitiva sobre a percep¢do dada, e ndo
ainda descentragdo no sentido das modificag@es que a a¢do poderia introduzir,
embora se possa notar nos argumentos dos sujeitos deste nivel a presenga de
esquemas operatdrios. Veja-se, por exemplo, alguns dos protocolos de entrevista:

Deb (8a 10m) (...) “Pinta uma face s6.” (Pinta tudo.) “Pintei duas faces.”
“Quantas cores usaste?”” “Usei uma cor.” “‘Quantas faces achas que ela tem?”
“Tem uma. Uma, nfo! Ela tem duas faces, mas pintando parece uma.” “E quantas
beiradas ela tem?” “Duas.”” “Entdo pinta s6 uma beirada.” (Pinta tudo.) “E ai?”
“Tem duas beiradas.” “Mas quantas cores usaste?”’ “Uma cor. A gente rodeando
fica parecido com uma coisa sd, mas tem duas.” “Se cortarmos esta fita assim
(1/3), quantas fitas achas que vai ficar?’ “Vido ficar duas fitas, porque a gente
cortando véo ficar duas fitas assim . . . Ndo! E, eu acho que é sim.” “Entdo cor-
ta.” (Corta.) “Oh, ficou assim” (mostra como ficou na emenda). “O que aconte-
ceu?” “Ficou um circulo dentro do outro.” “Este menor (invertida), quantas
faces e quantas beiradas tem?”’ “Duas faces e duas beiradas.” “Pinta uma face.”
(Pinta tudo.) “Oh, ji pintei.” “Quantas cores usaste?” “Uma cor, mas ficaram
pintadas as duas faces.” “Agora pinta uma beirada.” (Pinta tudo.) “Ficaram pin-
tadas as duas beiradas, mas eu usei s6 uma cor.” “Este maior (dupla inversio),
quantos lados e quantas beiradas tem?”* “Dois lados e duas beiradas.”
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Car (82 9m) (. ..) “Pintei uma s6, mas saiu as duas. E como se fosse mimeégrafo.
Mimeografa tudo.” “Quantos lados tem?” “Dois.” “E quantas bordas?” “Duas.”
“Agora vamos pegar outra fita ¢ vamos cort4-la assim pelo cantinho-(1/3).” (Co-
mega a cortar.) “T4 me dando uma complicagdo dos diabos! Eu vou cortando e vai
embirutando.” “Quantas tiras vai dar?” “Acho que vai dar uma. Seri que vai
dar? Vai encontrar o comego.” “Quantas deu?” “Deu duas fitas, mas por que
esta estd curta e esta estd comprida? Isso eu queria saber.” “Esta menor (inver-
tida), quantos lados e quantas bordas tem?” “Dois lados e duas bordas.” “Pinta
um lado.” “De novo! Acabei de fazer tudo! (Comega a pintar; canta.) Eu estou
fazendo a volta e vai dar as duas. Pronto! Pintei! Pintei uma e saiu as duas. E como
se fosse mimeografo!” “Quantas bordas tem?”” “Duas.”

Jos (10a 8m) (. . .) “Trés. Aqui é um lado mais diferente, aqui é todo igual e aqui
j4 € outra cor, porque é o lado de baixo.” (Mostra.) “Pinta sempre o' mesmo lado
da mesma cor.” (Comega a pintar, pira.) “Por que paraste?”’ “Porque aqui j4 é
outra parte e se a gente continuar assim pega a parte de baixo.” “Mas h4 algo que
impega de continuar o mesmo lado?”” ““Se a gente vai até aqui pega a parte de
baixo.” “Mas se fizer assim” (vira a fita). “S6 até aqui mais ou menos, porque ji
comega a descer e € outra cor.” “E quantas beiradas tem?’ “Acho que deve ter
umas duas.”” “Como se pode fazer para pintar 6 uma beirada?” “Até aqui, porque
ela sobe.” (Pinta.) “Enquanto estiveres pintando a mesma beirada continua sem-
pre.” Porque aqui tem que comegar outra, ndo da!”

Sil (11a 6m) (...) (Depois de cortar 1/3.) “Esta aqui (dupla inversdo), quantos
lados tem?” “Dois.” “E quantas beiradas?” “Duas.” “E esta?” (invertida). “Dois
lados e duas beiradas.” “Tens certeza?’” “Tenho.” “Por qué?” “Porque estou ven-
do.” *“Nio precisas pintar?” “Nfo. Dai eu vou pintar tudo, porque ela est4 curva.”
“E esta?” (dupla inversdo). “Também. Ela estid enroscada.” “Qual é a tua con-
clusdo, comparando as tiras que j4 fizeste com estas duas?” “Que as tiras tém dois
lados.” “Qualquer tira?” “E. Ndo, depende.” “Depende de qué?” “Se ela estd
redonda assim (circular) parece que tem os dois lados. Se ela est4 torcida nfo pa-
rece, mas sio dois.”

A constatagdo mais surpreendente neste experimento foi identificar entre os
professores condutas de nivel I, muitas vezes bem semelhantes as das criangas,
seus alunos, como por exemplo:

Professora (2.2 série do 1.0 grau). “Quantos lados e quantas beiradas tem esta
fita?”” (comprida). “Dois lados e quatro beiradas.” *“Se fizermos assim (cilindrica),
quantos lados e beiradas tem?” “Dois lados e duas beiradas.” “De quantas cores
precisarias para pintar cada lado de uma cor?” “Lado de dentro e lado de fora,
precisaria de duas cores. Qual é a conclusdo de vocés, hein? (refere-se 4 entrevis-
tadora e 2 observadora). Agora vou fazer assim com a fita (invertida).” “Se tu

512 AB.P.1/80



fosses pintar cada lado desta fita de uma cor, de quantas cores precisarias?” “Pre-
cisaria de duas cores. Continuam dois lados.” “Pinta para ver.” (Comega a rir ao
pintar.) “Ndo d4 para continuar. Ndo deu. Ndo é o mesmo lado. Modificou, aqui
comega o outro. Se fosse continua daria para pintar. Acaba na outra ponta. Passei
de um lado para o outro.” “Quantos lados tem?”” “Tem que ter dois lados, mas ela
estd inteira,” “Mas tu pintaste com uma cor sé! (Hesita.) “Ela tem dois lados, mas
forma uma s4.” “E quantas beiradas?” “Duas.” “Entdo pinta cada beirada de uma
cor.” (Comega a pintar.) “Claro que eu vou e volto. Vou chegar no mesmo ponto
de partida como se fosse uma coisa s6. Mas continua tendo duas beiradas.” “Se
fosse cortar ao meio, o que acontecéria?” “Ficaria mais estreitinha.” “Quantas
tiras ficariam?” “Ficariam duas tiras.” “Entdo corta.” (Cantarola enquanto corta.)
“Ficam duas. (Comeca a rir ao ver que ficou uma.) “Que bacana!” “Ela ficou igual
a anterior?” “Ele ficou torcida mais uma vez.” (Dupla inversdo.) “Quantos lados
e quantas beiradas tem?” “Continuam dois lados e duas beiradas.”

A continuagfo da entrevista evidenciou que o sujeito nem tentou descobrir
hemeomorfismos, classificando as diferentes transformagdes do objeto (através da
bi e da trissecgdo), pois sua operatividade foi totalmente bloqueada pela percep¢do
imediata.

Entretanto, sujeitos como os dos protocolos seguintes chegam a tentar clas-
sificagdo, mas ndo conseguem construir um sistema de composices reversiveis que
permita a conservagdo das propriedades invariantes do objeto:

Professora (1.2 série do 1.0 grau) ‘“Passa a mao pela superficie dessa fita. Quantos
lados tem?” (Passa a mdo.) “Dois lados” (mostra). “E quantas beiradas?* “Qua-
tro” (mostra). “Se juntarmos as pontas, quantos lados sd0?” “O de fora e o de
dentro.” “Se fores pintar cada lado de uma cor, de quantas cores precisarias?”
“Duas cores.” “Quantas beiradas?”’ “Duas.”” “Vou fazer uma transformagio, co-
lando assim. E agora? Quantas cores?” “Continuam duas cores, eu acho, lado de
dentro e lado de fora.” “Pinta s6 um lado com uma s6 cor.” “Todo um lado?
(pinta). Pintei todos!” “Por qué?” “Porque ficou torcidinha, torceu o lado que
era de dentro ficou pra fora e o de fora ficou pra dentro. Continuam os dois, mas
a torcida transformou (mostra dentro e fora). Se eu colocar essa caneta aqui ela
fica dentro.” “Tem certeza?”” (Coloca a caneta com uma parte para dentro e outra
fora.) “Entdo tem um lado s6 . . .” “Por qué?” “Porque ndo tem dentro nem fora,
se estd dentro estd fora...” “E beiradas, quantas?” “Continuam. T4 igual & his-
téria do ovo e da galinha ... complicou. .. continuam duas beiradas.” “E pin-
tando?” “Pintando d4 a mesma coisa, uso sO uma cor, mas tem duas beiradas.
Pinto todas as beiradas de uma cor mas ndo deixa de ter duas”. “Que achas que
acontece se cortares pelo meio?”” “Vao ficar duas faixas, ndo ¢?”” “Com um lado
ou com dois?” “A mesma coisa dessa que estou cortando (corta).” (Ri) “Ficou
uma sé! Ah! ela ta torta... se continuar cortando vai ficar uma s6. Quero ver se
desdobra.” “Quantos lados sdo agora?” “Continuo achando que tem dois, embora
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torcido . . . dentro e fora.” (Faz outra faixa de uma invers3o e pede para cortar
na beirada.) “O que serd que acontece?” (Corta.) “So cortando pra ver. Ndo pira
mais de cortar . . . Deu. Nossa Senhora, ficaram duas rodinhas! Uma grande e ou-
tra pequena.” “S3o do mesmo tipo? Que semelhangas e diferengas?” “As duas
estdo em forma de circulo. A menor té torcida. Mais grossa e mais fina.” “E quan-
to ao niimero de lados? Podes pintar.” “Essa grande, vou encontrar, como a outra.
Nio, esta torcida duas vezes.” (Pinta). “Encontrou e ficaram dois lados. Um eu
pintei e o outro nfo. Voltou a ter dois lados. Agora vou ver a de dentro (pequena).
A de dentro eu pintei toda. Essa tem um lado s6 pintado. Considerando a pintura
elas sdo diferentes. Mas sem pintar, elas tém dois lados.” “E beiradas?” “Também
duas, embora em certas situagses o lado de dentro fique fora.”

Professora (5.2 e 6.2 séries) — “Conhece essa fita, essa brincadeira?” “Ndo . ..”
“Quantas faces tem essa fita?”” “Duas.” “Se eu colar aqui quantas faces?” “Duas.”
“Quantas beiradas?” “Duas.” “Como chamarias as-faces?” “Internas e externas.”
“Atengdo, agora fago uma transformagfo aqui, quantas faces?” “Duas.”” “E beira-
das?” “Duas.” “Pinta s6 uma das faces.” (Fica pensando.) “Agora me enroscou!”
“Por qué?” “Porque essa externa vai virar interna (mostra) quando vira . . .”” “Pin-
ta s6 uma face.” “Mas & para pintar s6 a externa?” “Pinta s6 uma face.” “Entdo
tenho que pintar tudo.” “Por qué?’ “Pra mim eram duas, uma interna e outra
externa. Mas agora que virou, ficou uma s6.” “Nessa torsfo, 0 que acontece?”
“Ora fica interna, ora fica externa . . .” “Quantas beiradas tem?” (Pinta, faz gestos
com as mdos.) “Vai ficando uma aqui. Mas pra mim continuam duas . . . se é ndo
sei . .. mesmo que eu continue, ndo consigo pintar umasé ...” “Por qué?” ‘“Por-
que estd numa forma de espiral.” “‘Quantas superficies?” “Duas, a interna e a
externa.” “E beiradas?” “Também duas.” “Se cortares, o que vai acontecer?”
“Fico com duas fitas, ndo é? Posso atravessar essa colagem? (corta) Ficou o mes-
mo...” “Com o mesmo tipo de volta?” “Nio. E uma espiral. Vai dar a mesma
coisa, por causa do nozinho . ..” “Pinta para experimentar.” (Examina primeiro.
Pinta.) “Quando pinto um lado, pinto o outro, porque um lado entra no outro . . .
E 0 mesmo problema de antes.”” “Pinta de outra cor, para ndo te atrapalhar.”
“Mas é a mesma coisa .~ . T4, pintei uma s6, mas como nfo sei ... Essa espiral
vai deixando mais reta, depois encontro no né...” “Quantas faces?” “Essa per-
gunta de quantas faces estd me amolando . . . tem duas!” “E se cortar a fita, no
que vai dar?” “Deixa eu cortar primeiro. Acho que vai dar uma de novo. (Corta.)
D4 uma corrente. Olha que interessante! Por que da primeira vez ndo fica assim,
ndo é? Essas coisas de face ... isso téd tudo embrulhado . .. prd mim sfo duas.”
Professor (7.2 série) — “E fisicamente impossivel uma superfl’cie ndo ter dois la-
dos, s6 ter um lado.” “Mas precisas de duas cores para pintd-la?” “Posso percor-
rer saindo de um ponto no lado de fora, passar pelo de dentro, percorré-lo todo e
novamente passar pelo de fora, voltando ao ponto de origem de forma continua.
Mas se hd um automével aqui nada impede que haja outro simétrico, e esteja do
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outro lado. Se a superficie for de metal e eu apertar contra ela dois fios da 1am-
pada, posso escolher dois pontos no lado oposto e colar um pedago de madeira,
fisicamente o fendmeno resultante ndo é o mesmo. Ndo da para pintar um lado
s6, com uma cor continua. Ha um trecho critico que toma dire¢Ses diferentes de
dentro e de fora, é torcido no espago. Mas certamente ap0ds o trecho critico che-
garei 3 parte de dentro. Ndo afirmo que o de fora continue sempre de fora, mas
afirmo que tem dois lados.” '

“Parto do principio de que para tudo ha os opostos. Na zona critica tem-se
que deixar sem pintar. Assim como uma fungfo pode ser descontinua e ainda as-
sim existir. “E quantas bordas ela tem?” “Duas também, fora de davidas.”

Neste caso o sujeito elabora uma série de inferéncias, ndo a partir de consta-
tagGes sobre o real, mas buscando coeréncia com seus proprios esquemas cuja
auséncia de flexibilidade parece revelar assimilagdo de paradigmas bem rigidos.
Em realidade, tenta elaborar uma teoria buscando compensar a perturbagdo, mas
ndo consegue conceber o objeto como um todo e permanece centrado sobre par-
tes isoladas no todo.

3.3.2 Condutas de nivel 11

As reages iniciais, do nivel I, s6 admitem o que é perceptivel, embora as carac-
teristicas do objeto perturbem a prépria percepgdo. No nivel II esse comporta-
mento estatico inicial ¢ complementado por uma articulagdo progressiva da intui-
¢do, devido as antecipagGes da agdo, num principio de revanche da motricidade
sobre a percepgdo atual.

' Confirmando estudos anteriores de Piaget (1947) sobre a psicogénese de ou-
tras nogdes topologicas, também em nosso experimento *“as articula¢Ses da intui-
¢do aparecem inicialmente, devidas 4 motricidade que permite ds agdes antecipar
um pouco sua realizagdo e de constituir, pela sua repeti¢do, o esquema de seus
sucessos anteriores. A acomodagdo motora, por outro lado se prolonga em imita-
¢Oes exteriores e interiorizadas, constituindo imagens que servem de expressdo
simbolica s agles e conferem assim uma dimensfo representativa ou intuitiva as
antecipagdes e reconstitui¢Ses inicialmente motoras.”

Entretanto, estas antecipagGes ndo encontram ainda a este nivel II seu ponto
de equilibrio. Ao contrdrio, introduzem perturba¢Ges nos esquemas perceptivos,
- provocando a desequilibragdo cognitiva.

A composi¢do do todo ainda nfo alcanga com trangiilidade um continuum
intuitivo na superficie da fita e os sujeitos apenas descobrem contradi¢des; ndo
conseguem ultrapassi-las por falta de mecanismos inferenciais suficientemente
organizados.

Surgem as primeiras inferéncias vilidas a partir das constata¢Bes empiricas,
mas sem qualquer estabilidade estrutural. As respostas dos sujeitos flutuam cons-
tantemente.
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A descoberta da contradi¢do aparece ligada as propriedades dos lados ou dos
bordos, sem que os sujeitos alcancem as formas fundamentais de composigGes
inferenciais, tais como a transitividade.

O nivel II-A — A coordenagdo motora refere-se a uma das propriedades, por exem-
plo, nimero de lados, mas no se estende 4 exploragdo do nimero de bordos, ou,
depois de tentar algumas inferéncias, volta a centrar na percepgdo.

Eli (7a Om) — “O que pintaste?” “O de fora de azul e o de dentro ae vermelho.”
“Quantos lados tem?” “Dois.” “E agora esta (invertida) quantos lados tem?”
“Dois também: o de dentro ¢ o de fora.” “Entdo pinta os lados.” (Pinta, mas vai
precedendo 4 pintura com os dedinhos sobre a fita.) “Quantos lados tem?” “Tem
um, gu pintei tudo reto.” (Mostra.com ¢ dedo.) “Quantas cores usaste?” “Eu pin-
tei tudo de vermelho.” “Tens certeza de que tem um lado s6?” “Tem dois.” “Um
menino que esteve aqui falou que s6 tinha um lado. Ele estava certo ou errado?”
“O menino estava certo, tem um lado 56, porque € da mesma cor.” “E quantas
beiradas tem?” (Experimenta passando os dedos de uma das mdos virias vezes
sobre a beirada, enquanto a outra mdo segura a fita.) “Acho que tem duas. E uma
em baixo e a outra em cima.”” “‘E quantos lados ela tem?”* “Acho que é um lado.”
“Entdo pinta uma beirada s6 de uma cor s6.” (Pinta e observa, mexendo com a
fita.) “Epa' To em baixo! Chi! Ja tou na outra beirada . ..” “Pinta sempre toda
uma beirada.” “Quantas pintaste?”’ “Duas, 0, aqui td entortado é um e dois em
baixo.” *“Quantos lados sd30?” “Um.” “Tens certeza?” “E um.” “E beiradas?”
“Duas porque tem em cima.”

Ale (9a 7m) — “Pinta um lado s6.” “Pintar um lado? Fazer todo o lado? Espera
af, deixa ey pensar.” (Vai pintando e passando a mdo. Pinta todo o lado.) “Tem
dois.” “E agora esta fita? (invertida) Quantos lados tem?” (Passa o dedo.) “Dois.”
“E quantas beiradas?”” (Passa o dedo.) “Duas.” “Pinta s6 um lado.” (Comega a
pintar.) “Ah! Um estd errado. Ah! Ndo, eu errei aqui, agora. Poxa vida! Me con-
fundi agora. Pintei dois eu acho. Mas nfio tem... para continuar pintando sai
fora...” “Assim como estd quantos lados ela tem?”’ (Observa e fica murmurando:
“ndo, ¢ dois...”) “Pintaste um lado?”” “Nao, porque eu ndo consigo, porque ndo
dd para pintar um s0.” “Quantos lados tem?” “Dois.”” “E quantas beiradas?”
“Também duas.”” “Entdo pinta s6 um.” “Sé6 um?” (Vai pintando, movendo a ca-
bega imitando o movimento da fita.) “Eu acho que ndo vai dar.” “Por qué?” “Por-
que nfo.” (Hesita, olha e vai pintando). “T4, eu estou pintando todas as beiradas.
Estd errado, eu me confundi. Ndo d4 para pintar uma beirada, porque vai para
baixo e depois sobe de novo. Quer dizer que s6 tem uma beirada!” “Quantas bei-
radas tem?” ‘“Tem uma beirada.” “E quantos lados?” “Dois™, ndo sei.” “Ndo
queres pintar?”’ (Olha e nfo diz nada.)
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Na continuagfo das tarefas, Ale compara sempre fitas diferentes colocando-as
juntas e olhando para uma e para outra. Na bissec¢@o torna a afirmar que a pe-
quena (invertida) tem um lado e duas beiradas, mas ao final afirma que se fosse
pintar os lados de qualquer uma das fitas, da grande ou da pequena, sempre pre-
cisaria de duas cores.

Mer (10a 1m) — Depois de inferir, durante a execugfo das tarefas que: “Tem s
um lado porque eu peguei a cor verde e consegui passar em toda sem terminar.”
“Na beirada deu no mesmo. Continuei usando a mesma cor, entdo tem uma bei-
rada.” Mer chegou a resistir a contra-argumentag¢do: «'Um menino disse que ndo
poderia existir uma fita com uma s6 beirada. Achas que ele estava certo ou erra-
do?”’ “Ele estava errado, porque eu consegui com uma cor e pintei toda! Se a se-
nhora deixasse como antes (a cilindrica) sem essa virada, sim teria duas. Mas na
bissecgdo, quando retoma a fita invertida, Mer exclama: ““Agora sim, nas beiradas
continua ficando duas. O lado'também ficaram dois”. “Como podes saber?” (Se-
gura com os dois dedos, desliza entre as mos e mostra.) “Aqui, olha! Dois lados e
duas beiradas. Posso saber contando. “E se tu pintasses...” “Talvez ... Mas
agora eu percebi que ficou a mesma coisa, por mais que a gente mexeu . . . Tenho
certeza que tem dois lados e duas beiradas.”” Estas condutas também aparecem
entre os adultos:

Professora (1.2 série) — “Esta fita (comprida), quantos lados tem? E beiradas?”
“Dois lados e quatro beiradas.” “Se eu fechar assim (circular), quantos lados e
beiradas tem?” “Dois lados e duas beiradas: lado intemo ¢ externo, beirada supe-
rior e inferior.” “Se fosses pintar cada lado de uma cor, de quantas cores precisa-
rias?” “Duas cores.” “Pinta um lado.” (Pinta.) “Agora vou fazer uma tor¢do nes-
ta fita. Quantos lados e beiradas tem esta fita?”’ “Tem os mesmos dois lados e duas
beiradas.” “Para pintar cada lado de uma cor, de quantas cores precisas?“ “Preciso
de duas cores.” “Entdo pinta.” (Comega a pintar.) “Mas como? Pela logica tinha
que dar certo! Que gozado ficou um lado s6.” “Quantas beiradas tem?” ‘“Para
saber quantas beiradas tem . .. tem duas: externa e interna. Pira um pouquinho
ai.” (Observa, fazendo movimento com os olhos.) “Af vai ter uma beirada sb, mas
deixa eu tirar a divida.” (Pinta.) “Tem uma beirada s5.” “Se cortissemos ao meio,
o que aconteceria?” “Vio ficar duas fitas, é 16gico.” “Entdo corta.” (Corta.) “Af,
ficou uma s6! (ri) Eu disse claro que iam ficar duas e ficou uma s6.” “Quantos
lados e beiradas tem?” “Dois lados e duas beiradas.”” “Vamos agora cortar assim
(1/3). O que acontecerd?” “O que vai acontecer . . . se naquela ficou uma, nesta
vai ficar umas seis vezes maior que aquela.” “Entfo corta.” (Comega a cortar.)
“Viu como ficou seis . . . Pd, ficaram dois s6! “Esta pequena (invertida) quantos
lados e beiradas tem?” “Dois lados e duas beiradas.” “E igual 2 anterior?” “E.”
“E esta maior, quantos lados e beiradas tem?”’ (Dupla invers3o.) “Dois lados e
duas beiradas. E igualzinha s6 que est4 torcida.”
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O nivel II-B — A coordenagdo das agOes se mostra efetiva sofre um inico objeto.
Parece haver uma aplicagdo da transitividade na inferéncia, mas na verdade € s6
um esbogo, porque os sujeitos nfo vencem o conflito quando tentam dicotomizar
os tipos de superficie.

Ros (10a 11m) — ‘O que estds olhando?” ““Acho que so tem um lado, porque este
aqui vai para cd e depois volta.” “E se a gente pintar as beiradas quantas tem?”
“Uma s6 também.” (Passa o dedo.) “E s6 uma. Se a gente virar como estava antes
vai ter duas, mas assim tem uma s6.” “Gostas de matematica?” “Um pouco.” “J4
tinhas visto isto aqui?” “Ndo.” “Se eu cortar esta fita pelo meio, o que vai acon-
tecer?” “Vai ficar duas.” “Entdo corta.” (Corta.) “O que aconteceu?” “Ficou
uma $6.” “Quantos lados tem?” “Um s6.” “Entdo pinta.” (Olha, pinta.) “Qual é
a conclusgo?” “Pintei s6 por fora.”” “E quantos lados esta fita tem?” “S6 um,
dois.” “Ela é igual ou diferente da outra?” “E igual.” “Quantos lados a outra .
tinha?”’ “Um.” “E esta?” “Também tem que ter um.” “Mas quantos lados ela .
tem?”’ “Acho que tem dois.” “Por qué?” “Porque este lado aqui nio estd pin-
tado.” “Serd que tu descobres a diferenga?”’ “Eu cortei ao meio, por isso nfo €
igual.” “Agora, em vez de cortar ao meio, corta assim (1/3). O que achas que vai
acontecer?” “Vai ficar em trés partes.” “Entdo corta.” (Corta.) “Na outra o que
aconteceu?”’ “Ficou uma.” “O que aconteceu agora?” “Ficou em duas partes.”
“Quantos lados tem esta fita?”’ (Pequena, invertida.) “Um lado.” “E esta?” “Sdo,
mas o tamanho nfo.” “Quantos lados e beiradas cada uma tem?” “Um lado e duas
beiradas.” ““Quantos lados tem esta fita anterior?”” “Dois.” “E esta?” (pequena)
“Um lado e duas beiradas.” “E esta?” (grande) “Um lado e duas beiradas.” “Tem
alguma relagdo entre os lados e as beiradas?” “Acho que ndo”.

Professora (1.2 série) — *“‘Quantos lados e beiradas tem esta fita?” “Agora ela tem
um lado s0, porque ela estd virada, né? O que estava dentro ficou virado no de
fora.” “E beiradas?” “Beirada a mesma coisa.” “‘A senhora precisa pintar para ter
uma certeza?” (Olha a fita.) “Ndo é preciso pintar.” “Se cortarmos a0 meio, quan-
tas fitas ficardo?” “Vdo ficar duas fitas. Uma fita dentro da outra, né?” “Entdo
corte.” (Corta) “Uma s6.” “Quantos lados e beiradas tem?” “Tem dois lados e . . .
Nao, mesma coisa que a outra, porque ela tem uma tor¢do. Tem duas torges. Ela
continua com dois lados e duas beiradas, apesar das tor¢Ses.” “Vamos cortar assim
(1/3). O que acha que vai acontecer?” “‘A essa altura a mesma coisa que a outra.
Vai ficar uma sd.” “Entdo corte.” (Comega a cortar.) “Continuo cortando até
ficar uma s6?” “Esta pequena (invertida) quantos lados e beiradas tem?” “Con-
tinua tendo dois lados. Ndo, um lado s6, por causa da torcida. Estando torcida
vai-se reduzir a um bordo s6.” “Esta grande, quantos lados e beiradas tem?” “A
grande também, tem s6 um lado.” (Mas a grande tem dois lados, é o caso das duas
tor¢des).

Neste nivel ainda transcrevemos alguns exemplos de argumentagio de adultos
muito significativos por evidenciarem na verbaliza¢do do conflito cognitivo insu-
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ficiéncia de coordenagGes, produzindo incoeréncias de que o sujeito ndo consegue
tomar consciéncia:

Professora (4.2 série) — ‘Pinta esta: s6 um lado.” “Agora, vou descobrir que ndo
sdo duas” (enquanto pinta, vai examinando). Serd que pintei duas da mesma cor,
ou ela s6 tem um lado?” (Examina, revirando entre as mios.) “Acho que pintei
dois lados da mesma cor! Pela logica, tem dois lados, mas passando a mio s6 tem
um. A impressdo visual tem dois lados, mas a tdtil tem um so! Depois de realizar
todas as tarefas volta-se a examinar as duas fitas diferentes que resultam do corte
em 1/3. “Quais as semelhangas e quais sfo as diferengas?”’ “A grande (dupla in-
versio) é curva fechada ndo-simples; a pequena (inversio) é curva fechada sim-
ples.” “Quantos lados?”” “As duas tém dois lados.” “Pinta s6 um lado da peque-
na” (Comega a pintar e examina.) “Deixa ver se eu cheguei... Se continuo
tenho um lado s0, mas pelo bom-senso tenho dois. Mas nem pelo bom-senso dei-
xou de ser o que era! Em realidade, é o que a gente vé ou o que a gente pensa?
O que eu vejo é um lado, mas podia pensar que sdo dois.” ‘“Pinta a outra fita (du-
pla inversdo).” “Engragado! Esta tem dois lados evidentes, reais.” “Reais como tu
pensas?” “Real ndo é o que eu penso!”

Professora (7.2 série) — “Vamos colar invertida. E agora quantos lados tem?”
(Observa demoradamente.) “Um s6 lado.” “Por qué?” “Porque segue (mostra
com o dedo). Externo fica interno.” “E bordos?”’ (Passa o dedo.) “Um! Parto
daqui, passo ali e chego aqui.” ... Depois de cortar a0 meio, em toda a extensdo
e produzir uma fita de dupla inversdo: “Quantos lados?”” (Passa o dedo.) “Sai
daqui e fui para 14... dois lados.” “E bordos?” ‘“Me perdi na jogada aqui...”
“Podes pintar.” (Passa o dedo.) “Dois bordos.” *“‘Quantos lados mesmo?” *“Sai
interno e volta interno. Sai externo e volta externo. Sdo dois.” “E bordos?” (Co-
mega a pintar.) “Sdo dois bordos. Chega de mandingas!” “Tem alguma coisa que
ver lado e bordos?” “Nio me lembro mais de todas (foram s trés: cilindrica, uma
inversdo e dupla inversdo!) as fitas...” “Vamos cortar s6 1/3?” (Apresenta uma
nova fita com uma inversdo.) “Suponho que vai ficar uma s6 aqui também. Que
¢ isso? Ficaram duas argolas! Serd que recortei bem?” ““Quais sdo as semelhangas
e quais sdo as diferengas?” “A pequena é igual 2 primeira de antes.” “Quantos
lados?”’ “Um lado e dois bordos. E a grande dois lados e dois bordos.”

3.3.3 Condutas de nivel III

Neste nivel o conflito ¢ ultrapassado pela utilizagdo de mecanismos inferenciais
atuando como quadros assimiladores tirados da coordenagdo das ag¢Ges por abstra-
¢do reflexiva. Uma forma légica, aceita como necesséria pelo sujeito, é adaptada
ao contetdo material, corrigindo a intui¢do perceptiva e, finalmente, evidenciando
a compreensdo das propriedades do objeto real.
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As reconstitui¢des, inicialmente motoras (os sujeitos jé no nivel II, ao obser-
varem a fita, tentavam reproduzir o movimento criado pela inversdo de 1800 com
o olhar, com movimentos de pescogo, dos olhos e até do queixo, enquanto apal- -
pavam a superficie ou deslizavam os dedos sobre ela), no nivel III se prolongam
em imitagGes interiorizadas quando o sujeito elabora a dedugdo l6gica sem recor-
rer ao ato de pintar e consegue comparar superficies que ndo estdo presentes, con-
servando as propriedades invariantes dos objetos, através das diferentes transfor-
magoes.

O nivel III-'A — A adaptagdo da forma logica ao contetido da-se por abstragdo das
agbes do sujeito sobre o concreto. O conflito s6 é ultrapassado quando é possivel
a0 sujeito recorrer sobre o real 4 constatagfo das coordenagdes que engendra.

Ell (7a 9m) — “E agora vou fazer uma transformagfo.” “Ora, tia, descola ligeiro
que estds colando errado!” “Mas ¢ assim mesmo. Quantos lados esta fita tem?”
(Fica olhando e imitando o movimento com o olhar.) “Um s6, porque comega
aqui, vira para dentro e sai para fora, de novo. E um lado s6.” “Entdo pinta este
lado.” (Comega a pintar.) “Ah! Meu Deus! T4.” “Entdo, quantos lados tem?”
“Ah! J4 me esqueci de novo! Ndo, € assim: vem por aqui e continua por fora até
aqui outra vez. S6 temum lado! .. .”

Tul (72 10m) — “Continua tendo dois bordos.” “E lados?”’ “Dois.” “Entao pinta
um bordo.” (Vai pintando.) “Mas que esquisito, oh, eu estava ali e estou aqui,
mas continua tendo dois, acho, deixa eu ver ... um, dois, trés, quatro. Nio sei,
estou confuso.” (Continua pintando.) “Hi, que confusdo, nio sei.” ‘“Quantos
bordos achas que tem?” “Acho que tem dois ou quatro.”” (Percorre com o ldpis.)
“Tem dois.” “E lados?” “Tem dois.” “Pinta um lado s6.” (Comega a pintar.)
“Coisa esquisita (para). Tudo dentro d4 um s6. Ndo d4 para pintar um s6, ou d4?
Ah, da sim. Acho que fiz confusdo.” “E ai?”’ “Af deu um s6, eu acho. Isto aqui
e$td tdo esquisito. Este calombinho (mostra a emenda) é que me atrapatha.”
“Quantos lados tem?”” “Acho que tem um so. Saio aqui e quando vou ver estou
14 embaixo de novo. E um s6.” “E bordos?” “Um sb (mostra com o lapis). Agora
ndo sei se tem um bordo ou dois.” “Pinta um bordo.” (Pinta.) “Se eu chegar no
mesmo lugar é porque tem um, se eu ndo chegar é porque tem dois.”” (Depois de
pintar.) “Ah, ah, é um bordo s6.” “Se cortarmos assim™ (1/2). “A{ vai ficar cor-
tada ao meio.” ““Quantas tiras achas que vai ficar?”” “Acho que duas. Vou ver se
d4 duas.” (Corta.) “Ah, tudo uma s6, que nem o outro trogo, s6 que agora tem
dois bordos e dois lados.” “Pinta um lado.” “Aqui tem dois lados. Eu acho, deixa
eu ver.” (Pinta um lado.) “Oh, pintei um lado. Descobri que tem dois lados. Acho
que tem dois bordos, porque tem dois lados.”” “Pinta um bordo.” “T4 (pinta).
Eu pintei um mas tem dois.” “Vamos cortar assim (1/3), o que vai acontecer?”
“Acho que vai ficar uma so, porque a outra foi uma s6.” “Corta, entdo.” (En-
quanto corta.) “Ah, td, estou comegando a entender. Acho que vai ficar uma enor-
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me (antes tinha passado os dedos, deslizado a tesoura pelo papel e dito que iam
ficar duas). “Pronto!” “Ficou o nimero 8, ndo te disse? Ficou duas tiras, uma
emendada na outra.” “Esta aqui (tira menor) . ..” “Continua o mesmo de antes.
Continua tendo um lado e. .. (hesita) beiras... também uma... tem um ou
tem dois. .. agora ndo sei.”” “Quantas beiras tem?”” “E mais provavel que tenha
uma beira, porque no fim tudo se junta, mas nio tenho certeza”” *“Pinta uma
beira.” (Enquanto pinta.) “Tem uma sb, agora estou indo para a parte de baixo.
Sempre vai ter uma. Parece que tem duas mas tem uma. E como num viaduto,
que tem duas partes mas é tudo uma coisa $6.” “Quantos lados tem a fita?” “Um
lado s6, porque tudo se junta, é tudo o mesmo.” *“E esta tira maior?” “Tem dois
de cada’ coisa, porque isso aqui é reto (estica a fita), € como aquela primeira que
tu jd fez que tinha dois lados.” “Pinta um lado s6.” (Pinta.) “Tem dois lados.
Agora ¢ para pintar uma beirada, né?’ “E.” “Viu como eu j4 sabia?” “Se fosses
pintar cada lado desta tira (menor) de uma cor diferente, de quantas cores preci-
sarias?” #Uma cor.” “E cada beira de uma cor diferente?” “Uma cor.” “E para
esta tira maior?” “Duas cores para os lados e duas cores para os bordos.””

Gio (7a 9m) — “De quantas cores precisas para pintar cada lado desta fita de uma
cor?” “Acho que € de duas ou de uma, ndo sei!” (Olha cuidadosamente e imita
com o dedo no ar o movimento.) “Entdo pinta.” (Comega a pintar.) “Ih, saiu
fora, nem reparei ¢ saiu fora! Ah, nfo! estd certo, estou continuando. N@o sei se
pintei errado. Ndo me dei conta, pintei toda a volta de verde.” “Quantos lados
tem?” “Tem um. Deve ter dois. Deixa eu pintar. (Comega a pintar.) Tem um!
Nio sei direito. Duas? ou uma? N3o sei bem, mas tem uma beirada s6. Ela ndo
tem fora e dentro! . .. Mais adiante . ..” “Quantos lados e quantas beiradas tem
esta fita maior?”’ “A maior tem dois lados e duas beiradas.” “E quantos lados e
beiradas tem esta menor?”’ “A menor tem um lado e também uma beirada. Quer
dizer, eu ndo sei direito quantas beiradas, se é uma ou duas. Como eu me complico
com as coisas, puxa! Mas deixa eu ver . . . Hum!” (Passa o dedinho na fita pequena
e na beirada.) “Pronto! J4 sei!” “O qué?” “Quando tem dois lados tem duas bei-
radas. Quando tem um lado tem uma beirada!”

Rai (8a Om) — “A pequena, quantos lados tem?”’ (Examina.) “Agora eu vi bem,
¢ um lado!” “E beiradas?”’ “E uma também.” “Um menino menor que tu disse
que esta fita tinha dois lados porque é impossivel a fita ter um lado s6. Achas que
ele estava certo ou errado?” “Acho que estava errado, porque ¢ um, porque vai
assim (mostra com o dedo) e volta, ao mesmo lugar. Uma fita pode ter um lado,
depende do modo que a fita estd.”

Mar (82 4m) — “Por que esta fita ficou com dois lados e dois bordos?”’ “Porque
cortamos ao meio.” “Se cortarmos assim (1/3), 0 que vai acontecer?” “Deixa eu
cortar.” “Ndo queres arriscar um palpite?” “Ndo.” (Vai cortando, para na emen-
da.) “Epa, aqui!” “Podes continuar cortando?” (Corta até o fim.) “E ai? “Fica-
ram duas argolas.” “Essa menor, quantos lados tem?”” “Acho que tem dois (depois
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de passar o dedo). Nio, alias, acho que tem um.” “Por qué?”” “Eu vou tragar aqui
¢ ela vai dar s6 uma volta de azul, ndo vai ficar sobrando nada” (antes de pintar).
“Entdo pinta.” “Quantos lados?”’ (Pinta.) “Um.” “E quantos bordos?”” “Acho
que tem um.” “Por qué?” “Pela mesma coisa do lado.”” “Entdo pinta. O que acon-
teceu?” (Pinta). “Ficou um bordo.” “E esta argola maior?” “Deixa eu ver .. . fi-
caria . . . (faz uma marca e comega a passar o dedo por toda a superficie). Acho
que tem um lado . . . Ndo, acho que tem dois lados € dois bordos.” “Por que achas
isto?” “Ndo sei ainda, s6 pintando.” “Entdo pinta um lado.” (Pinta.) “Achas que
esta argola maior é diferente da menor?” “Nfo sei, acho que sdo iguais (enquanto
pinta). N4o sei, acho que tem um lado . . . tem um lado sim . . . epa, ndo, tem dois
lados.” “Por qué?” “Porque pintei um e ficou sobrando outro.” “E quantos bor-
dos?”’ “Deve ter dois bordos também.” “Entdo pinta um. E ai?” (Pinta.) “E, tem
dois bordos.” “Por qué?”’ “Pela mesma coisa dos lados. Pintei um e ficou so-
brando outro.”

Get (12a 6m) — “E para pintar os dois?” (Pinta, observa e ri.) “Como?” “Pois
faz a volta e chega aqui de novo.” “Entdo quantos lados tem?” “S6 um.” “Por
qué?” “Se fossem dois, pintava um todo e outro ficava em branco.” “E beiradas?”
“Se tem um lado, tem uma beirada, mas se tem dois lados, tem que ter duas bei-
radas!...” '

Rog (12a 2m) — “Nio_precisas pintar para ver?” “Ndo. Tenho a impressio que
vai dar um $0.” “Entdo pinta.” (Comeg¢a a pintar, vai examinando e péra.) “Tem
um s6. Eu j4 sei, porque a tragdo (tor¢do) vai dar um trago continuo.” Quando
se transformam as duas Wltimas fitas, ele as compara, examina e afirma: “A pe-
quena é como aquela outra que tinha um lado e uma beirada, mas essa maior tem
duas beiradas, entdo tem que ter dois lados também!”

Quando vai saindo da entrevista, fala: “A gente fica meio embatucado, mas
depois é bacana.”

Professora (1.2 série) — “Entdo pinta um lado todo da mesma cor.” “Pois é (exa-
mina com o olhar) mas agora essa parte fica interna.”” “D4 para pintar?” “E um
lado 567 “Por qué?” “Porque vai-se encontrar.” “Tem certeza?”’ “Assim eu te-
nho, dessa forma é um lado, eu posso ligar aqui, eu ndo corto, nao hé separa¢do.”
“E beiradas?” “Af fica uma também, porque se eu sigo riscando, ndo se separam.”
“Tens certeza?”’ “Vou pintar, por via das dividas.” (Pinta.) “Sim, fica uma, ndo
hé interrupgdes.” Na ultima tarefa, conclui: “Quando uso uma cor, tem um lado
e entdo tem uma beirada, mas quando uso duas cores, tem dois lados. J4 sei que
vdo ser duas beiradas!”

Professora (6.2 série) — ““A minha generaliza¢do foi a seguinte: da primeira vez
tinha um lado s6 e um bordo, cortando esta pelo meio deu uma fita com dois la-

dos, logo vou precisar de duas cores, e vai ter também dois bordos.”
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O nivel III-B — Na leitura dos observaveis, espera-se que condutas que se vém de-
senvolvendo desde os niveis anteriores cheguem a expressar regulagGes, adaptando
formas logicas ao objeto-superficie unilateral, e, a partir das inferéncias iniciais,
revelem a utilizagdo de dedugdes operatérias.

A coordenagdo de dois sistemas de referéncia chegaria a relacionar direta-
mente o possivel ao necessdrio, sem a indispensivel mediag¢do do concreto.

Condutas nesse subnivel nfo foram encontradas em nenhum registro de pro-
tocolo déntro dos limites da amostra da populagdo estudada. Note-se que nfo
houve controle de niveis gerais de pensamento — pré-operatorio, aperatorio con-
creto ou operatorio formal — dos sujeitos a serem entrevistados. Tampouco foi
controlada a formaggo académica dos sujeitos-professores.

Parece, entretanto, legitima & formulagdo de um novo problema: A comple-
xidade da figura espacial em estudo acrescenta dificuldades suplementares tais,
para sua assimilagfo, que provocam regressdes de condutas? Essa complexidade
exige em maior grau a mediagdo do concreto na constatagfo da validade das infe-
réncias formuladas?

3.4 Andlise dos resultados

O ponto de partida geral para a resolugZo do conflito — entre as leis do real (pro-
priedades da superficie nova) e a insuficiéncia das coordenagGes internas das agGes
do sujeito em suas relagdes com o objeto — parece residir em que, uma vez estabe-
lecidas as correspondéncias entre continuidade e lado da fita; entre continuidade
e bordo, e entre lado e bordo, é possivel conceber uma reciprocidade necesséria:
uma implica outro, e reciprocamente.

Qual é 0 mecanismo operatdrio que assegura tal necessidade l6gica?

Chamemos p, q e r, respectivamente, aos enunciados:

p — precisa s de uma cor;
q — tem um lado;
r — temum bordo.

¢ para suas negagdes, convencionemos:

P — precisa de duas cores;
q — tem dois lados, ou ndo tem s6 um lado;
r — tem dois bordos, ou ndo tem s6 um bordo.

Teremos 2 disposi¢do um subsistema que podera servir de modelo para anali-
sar a légica subjacente as condutas nos diferentes niveis.

Por exemplo, a implicagdo de g por p corresponde 2 disjun¢do das trés con-
jungdes (p A q) v(P A q) v(P A q); a implicagdo de p por q corresponde a disjun-
¢do das conjung6es (p A q) v(p A §) v (P A q); ¢ a equivaléncia de p e g (ou im-
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plicaggo reciproca) corresponde 2 disjun¢do das duas conjungdes (p A q) v(p A Q).
Mas, para afirmar a verdade de uma destas relagSes p — g (se p entdo q: se pre-
cisa s6 de uma cor, entdo tem s6 um lado) ou g = p (se ¢ entdo p: se tem um lado
s0, entdo precisa s6 de uma cor), é necessirio estabelecer, respectivamente, a fal-
sidade de (p A @) para p - g;ea de(p A q) assim como a de (p A q) parap <> q.

A implicag¢do reciproca vai diferir da simples correspondéncia concreta en-
quanto for a resultante de um cdlculo dos possfveis, ndo s6 das comprovagses
reais.

Assim, o raciocinio dos sujeitos em nivel I1I-B seria mais ou menos o seguinte:

p <> q porque (p A q) v(P A q) sdo verdadeiros e (p A Q) v(P A q) sdo falsos,
onde p e g sdo a comprovagdo do niimero de cores e do nimero de lados da mes-
ma superficie.

Nas condutas de nivel I encontra-se uma incoeréncia logica, que ndo chega
‘sequer a ser percebida pelo sujeito, pois a partir da premissa: para pintar cada
lado de uma cor diferente, precisa-se de tantas cores quantos forem os lados, ex-
pressam a aceitagdo, e até a defesa de constatagGes como:

p—>q

p - r como no caso de Mar: “De quantas cores precisaste? “Uma!” (pGe a
mdo no rosto como se tivesse feito algo errado!) “Entdo quantos lados tem (esta
fita)?” “Quatro.”

Mar resiste, inclusive, a contra-argumentacdo.

“( A menina) t4 errada, porque tem quatro. Ndo estéds vendo?”

Ou entdo no de Ter: “Quantas cores usaste?” “Uma.” “E quantos lados tem
esta fita?” “Dois.” “E quantas beiradas?”” “Duas também.”” Ou no de Deb: “Quan-
tas cores usaste?”” “Uma cor, mas ficaram pintadas as duas faces”, e: “Ficaram
pintadas as duas beiradas, mas eu usei s6 uma cor.”” Ou ainda no da professora:
“Pintando d4 a mesma coisa (do que lados), uso s6 uma cor, mas tem duas bei-
radas. Pinto todas as beiradas de uma cor, mas ndo deixa de ter duas.”

O conflito cognitivo ndo chega sequer a se instalar neste nivel. As condutas
de nivel | revelam um equilibrio que ndo desperta a necessidade de verificar a va-
lidade das relagdes logicas estabelecidas nos argumentos.

A caracteristica interessante das condutas de nivel II é que, ante a complexi-
dade do objeto resultante de transformagGes ndo-usuais, o sujeito dé-se conta da
falta de validade de suas inferéncias, embora nfo consiga resolver o conflito. A
partir das premissas, o sujeito busca alcangar implicages vélidas, em idas e vindas
simultaneas, mas ndo o consegue porque as implicagSes validas conflitam com a
percepgdo figurativa que ele ainda ndo consegue tornar operativa. Suas inferén-
cias flutuam: ’

de p —» q voltam

para p > ¢q, assim como também flutuam entre p - r € p - 7, pois a disjun¢do
das quatro conjungdes, em cada caso, ndo constituem para o sujeito uma possibi-
lidade, o que lhe impede sequer de notar o caso de valor falso.
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De qualquer modo, vencida a flutuagfo, os sujeitos desse nivel ndo conseguem
ainda estabelecer a transitividade que possibilite uma dedugdo.

Esse modelo de flutuagdo entre o vdlido e o ndo-vdlido ajusta-se as condutas
de Eli: “Quantos lados tem?” “Tem um, eu pintei tudo reto.” (Ele quis dizer con-
tinuo.) “‘Quantas cores usaste?”” “Eu pintei tudo vermelho.” E contra-argumenta:
“O menino estava certo, tem um lado sé, porque ¢ da mesma cor.” “Entdo pinta
uma beirada s6 de uma cor. Quantas pintaste?”’ “Duas, 6, aqui t4 entortado, é um,
¢ dois em baixo.” “Quantos lados s40?” “Um.” “E beiradas?” “Duas, porque tem
em cima.” Ou as condutas de Ale. Ora ele afirma que tem um lado e duas beira-
das, ora que tem dois lados e uma beirada, e no final da entrevista afirma que se
fosse pintar os lados de qualquer uma das fitas (da bilateral ou da unilateral) sem-
pre precisaria de duas cores. Ou as de Mer: “Tem s6 um lado porque eu peguei a
cor verde e consegui passar em toda (fita) sem terminar. Na beirada deu no mes-
mo. Continuei usando a mesma cor, entdo tem uma beirada.” Entretanto, logo
que um novo objeto com as mesmas propriedades do anterior é construido,
Mer recusa-se a pintar, preferindo apoiar-se na percepg¢do e argumenta: “Aqui,
olha! Dois lados e duas beiradas. Posso saber contando.” “E se tu pintasses?”
~ “Talvez ... Mas agora eu percebi que ficou a mesma coisa por mais que a gente
mexeu . .. Tenho certeza que tem dois lados e duas beiradas.” Ou a Ras, quando
interrogada: “Tém alguma relagfo os lados e as beirédas?f_’ “Acho que ndo.”

Entretanto, nas condutas de nivel III, como as de Tul: “Se fosses pintar cada
lado de uma cor diferente, de quantas cores precisarias?”’ “Uma-cor.” “E cada
beira de uma cor diferente?” “Uma cor.” “E para esta tira (bilateral)?” “Duas
cores para os lados e duas cores para os bordos.” Tul ja havia afirmado anterior-
mente: “Acho que tem dois 1ados, porque tem dois bordos.”” Ou as de Gio: “Pron-
to, ja sei!” “O qué?” “Quando tem dois lados tem duas beiradas. Quando tem um
lado, tem uma beirada!” Ou as de Mar: “Quantos lados tem?”” Mar faz a previsdo
antes de constatar: “Eu vou tragar (pintar) aqui e ela vai dar s6 uma volta de azul,
ndo vai ficar sobrando nada.” “Entdo pinta. Quantos lados?”” “Um.” “E quantos
bordos?” “Acho que tem um.” “Por qué?”’ “Pela mesma coisa do lado.” “E esta
outra fita?” (bilateral). “...tem dois lados porque pintei um e ficou sobrando
outro.” “E quantos bordos?”’ “Deve ter dois também ... pela mesma coisa dos
lados. Pintei um e ficou sobrando outro.” Ou as de Get: “Entdo quantos lados
tem?”” “So6 um. Se fossem dois, pintava um todo e o outro ficava em branco. Se
tem um lado, tem uma beirada, mas se tem dois lados, tem que ter duas beiradas.”
Ou da professora: “Quando uso uma cor tem um lado e entdo tem uma beirada,
mas quando uso duas cores, tem dois lados. J4 sei que vdo ser duas beiradas!”
Podemos observar que o conflito é totalmente resolvido por inferéncias vélidas,
inicialmente, ¢ logo por dedug¢es que parecem fluir da evidéncia.

A anilise dos resultados do experimento em termos quantitativos conduz 4
rejeigdo da hipétese experimental, pois a resolu¢do do conflito entre a percepgdo
e p dedugdo operatoria, no caso da transformagdo topolégica de uma superficié
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unilateral, ndo acompanha os diferentes estddios do desenvolvimento cognitivo
geral, .
Segundo a hipodtese formulada, seria de se esperar que condutas de nivel I
fossem mais freqilentes em sujeitos do estidio pré-operatério e diminuissem de
freqiéncia 4 medida que sujeitos de mais idade apresentassem condutas gerais do
estddio das operagGes concretas, diminuindo significativamente entre os sujeitos
a partir dos 12 anos, onde se inicia, de modo amplo, uma transi¢io para o estddio
das operagGes formais, enquanto também era esperado que a curva de freqiiéncia
para as condutas de nivel III percorresse o sentido inverso. Justamente porque
“num primeiro subestiddio o pensamento pré-operatério dispde, como tinicos me-
diadores entre o sujeito e o objeto, de pré-conceitos e pré-relagdes, € num segundo
subestéddio, por volta dos 5-6 a 7-8 anos, d4-se a passagem de um egocentrismo bas-
tante radical, em relagdo 2 assimilagdo dos objetos com caracterfsticas das pro-
prias a¢Oes do sujeito, a uma descentragdo gradativa por objetiva¢do e espaciali-
zag¢do”. Mas ainda o sujeito pré-operatorio “ndo pode prescindir da intui¢do di-
reta, pois é incapaz de associar diferentes aspectos da realidade percebida e inte-
grar num unico ato do pensamento as sucessivas etapas de uma transformagfo.”
Como gradativamente, pelo desenvolvimento (produtor de fatores como matura-
¢do, aprendizagem e processo de equilibragdo), nos estidios que se sucedem, o
sujeito alcanga a capacidade de realizar coordenagdes que abrangem a totalidade
do sistema pela constru¢fo de ligagdes interfigurais, além das conexdes intrafigu-
rais; e, finalmente, disponha, j4 no estddio das opera¢Ses formais, “do poder de
formar operagGes sobre operagses, ultrapassando o real, e se apropriando da nogdo
espacial de um continuum que ocupa o interior das superficies e dos volumes”,
esperava-se que a resolugdo do conflito ocorresse com maior espontaneidade em
estddios de maior desenvolvimento cognitivo (Piaget, 1948).

Entretanto, como se pode observar na tabela 1, condutas de nivel III sdo as
mais freqiientes na faixa de 7 a 8 anos, sendo a faixa de 11 a 12 anos a segunda de
maior freqiiéncia para essas condutas, enquanto as freqiiéncias maiores para con-
dutas de nivel I aparecem em primeiro lugar para a faixa de 8 a 9 anos, e em se-
gundo, para a de 9 a 10 anos. As condutas desse nivel, surpreendentemente, con-
tinuam aparecendo em todas as idades, mesmo entre os adultos, professores que,
alids, sdo os sujeitos que apresentam maior freqiiéncia para condutas de nivel IL

A freqiiéncia de condutas de nivel I, entre os professores, é a mesma entre os
alunos de 7 a 8 anos, e ¢ mais alta do que entre os alunos de 11 a 12 anos, en-
quanto a freqiiéncia de condutas de nivel Il entre os professores é a0 mesmo tem-
po maior do que entre os alunos de 6 a 7 anos, de 8 a 9 anos e de 9 a 10 anos, e
menor do que entre os alunos de 7 a 8 anos, de 10 a 11 anos e de 11 a 12 anos.
Substancialmente, é preciso observar que condutas de todos os niveis aparecem
tanto entre os alunos quanto entre os seus professores. Sobretudo a alta freqiién-
cia de condutas flutuantes, revelando a presenga ndo-solucionada do conflito entre
a percepgdo e a cognigdo entre os professores ndo nos permite estabelecer diferen-
cas de niveis de desenvolvimento desses processos entre alunos e seus professores.
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Tabela 1

Distribui¢fo dos sujeitos por nfveis de condutas e faixas de idade

Idade Niveis I I 11 Total
6a 6m 7a6m 8 5 2 15
7a6m 8a 6m 3 3 9 15
8a6m 9a 6m 11 2 2 15
9a 6m 10a 6m 9 4 2 15

10a 6m 1la 6m 4 5 6 15

11a 6m 12a 6m 2 5 8 15

Adultos 3 8 4 15

N =105

Na figura 10, o grafico representa o desenvolvimento de cada um dos niveis
de condutas encontradas nas diferentes faixas de idade. Note-se que os pontos da
curva, que representa a distribui¢do das condutas de nivel II, assinalam um au-
mento da dificuldade para solucionar o conflito, enquanto os da curva que repre-
senta o nivel III evidenciam crescimento e decréscimo na capacidade de solucio-

né-lo, através dos anos de escolaridade dos sujeitos do experimento.
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4. Discussao e conclusoes

A classificagio das condutas observadas em trés niveis de desenvolvimento foi
possivel gragas ao quadro tedrico elaborado a partir dos experimentos piagetianos.
Esse quadro nos deu os indicadores, ndo s6 para identificar as regularidades nas
respostas dos sujeitos, como também para explicar as caracteristicas de cada grupo
de respostas semelhantes.

Os pressupostos explicativos para a conceitualiza¢ao do espago, elaborados a
partir de experimentos realizados por Piaget e seus colaboradores sobre nogdes
topologicas, projetivas e enclidianas, foram utilizados tanto para classificar as
condutas dos sujeitos, quanto para analisar os resultados deste experimento.

No estudo da questdo central investigada, verificou-se que a simples percep¢do
de uma superficie unilateral pode falsear o raciocinio do sujeito, ndo favorecendo
qualquer geometrizagdo do objeto. O que é necessrio é uma atividade perceptiva
do sujeito coordenada pelos esquemnas operatorios de seu pensamento. Quando os
mecanismos interferenciais da capacidade operatéria do sujeito foram insuficien-
tes, ou inadequados, os dados sensiveis das propriedades da superficie unilateral
ofereceram resisténcias perturbadoras a sua conceitualizagfo. Evidenciou-se assim
que a relativa adequagdo de qualquer percep¢do a um objeto espacial depende de
um processo construtivo, e ndo de um contato imediato. E o sujeito s6 passa a
integré-la num sistema que corresponda o mais fielmente possivel as propriedades
do objeto por um processo que é simultaneamente cumulativo e corretivo.

Do ponto de vista da epistemologia geométrica, Piaget (1972) lembra que a
opiniio comum tendia a ver a intui¢8o espacial essencialmente como uma leitura
perceptiva, inicialmente do mundo exterior, e a seguir uma leitura de imagens que
a percepgio fornecia, ou poderia fornecer. Entre os matemdticos, tém-se instalado
grandes divergéncias quando se tenta radicalmente dissociar o dominio intuitivo
do dominio da axiomdtica, ou da logica pura, pois tem-se oposto 2 intui¢do, como
instrumento de percep¢do e de invengdo, a demonstragdo, isto é, o proprio racioci-
nio geométrico, como affaire da l6gica e da andlise.

“A intui¢do do espago ndo é apenas uma leitura das propriedades dos objetos.
Muito ao contririo, ela resulta, desde o inicio, de uma coordenagdo de agdes
exercidas pelo sujeito sobre esses objetos. E é porque essas agOes enriquecem a
realidade fisica, em lugar de simplesmente extrair dela estruturas ja prontas, que
conseguem pouco a pouco ultrapassar essa realidade, até chegar a constituir esque-
mas operatorios suscetiveis de serem formalizados e de funcionar dedutivamente
por si mesmos” (Piaget, 1958).

Um dado adicional, entretanto, foi acrescentado a essa visdo genética pelos
resultados deste estudo: criangas entre 7 a 8 anos evidenciaram maior facilidade de
abstragdo a partir das coordenagBes de suas agOes sobre a fita, suplantando a
perturbagdo introduzida pela complexidade da transformagdo topoldgica sobre a
superficie, do que criangas de mais idade, e mesmo do que os professores entrevis-
tados.
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Piaget reconstitui a historia da intui¢do geométrica através do caminho que
percorre a atividade do sujeito propriamente dita: comega na ag3o sensorio-motora
elementar para chegar a operagdo formal. Assim, através dos diferentes estidios de
desenvolvimento, é desde a tomada de contato perceptivo, na experiéncia fisica,
que a agdo se manifesta sob a forma de atividade sensdrio-motora regulando as
percepgdes. “Jé neste nivel, o objeto, elemento sensivel, se limita em servir de
significante, enquanto que a assimilagdo ativa e motora constrdi as relagBes. A
seguir, ao nivel do nascimento da representagdo, a agfo desenvolve seu papel
formador: a imagem €, entdo, e sempre, a imitagdo interior e simbélica das a¢des
primeiro anteriormente executadas, e depois simplesmente executdveis. Isto foi
constatado na constru¢do de formas, a partir das relagSes topologicas elementares
de vizinhanga, de ordem e de envolvimento, no periodo pré-operatério. Final-
mente, é ao nivel das opera¢Ges concretas, e depois formais, que a a¢do entra em
jogo sob a forma enriquecida e apurada de operagdo propriamente dita. As opera-
¢Oes sdo mais ricas que as agOes iniciais porque se tornam reversiveis e suscetiveis
de composi¢des indefinidas, e mais apuradas porque ultrapassam dai por diante os
objetos sobre os quais se apbdiam. Embora sem alcangar o nivel das operagBes
proposicionais hipotético-dedutivas, o sistema das operagdes concretas ja ultra-
passa em rigor o nivel intuitivo elementar na medida em que as intuiges percepti-
vas e praticas dos periodos iniciais de desenvolvimento se tornam coerentes e
racionais.” Haveria, entdo, condi¢bes para utilizagdo de um sistema logico-dedu-
tivo tal como foi identificado na andlise das condutas de nivel III deste experi-
mento (Piaget, 1958).

Seria, pois de-supor, como foi feito na hipbtese experimental, a evidéncia de
uma seqiiéncia ascendente correlata também na psicogénese do conceito de super-
ficie unilateral.

Como os resultados. apresentaram curvas com oscilagdes que parecem contra-
riar esse desenvolvimento seqilencial esperado, decidiu-se dobrar o nimero de
sujeitos da amostra na faixa dos 7-8 anos. Os novos resultados mantiveram idén-
tica proporcionalidade e, por isso, foram considerados desnecessarios.

A indagac¢io levantada na sondagem inicial ainda permanece: “Pode a inteli-
géncia perder as condi¢des de superar o conflito entre a percepgdo e a dedugdo
operatéria na construgio de uma nogio topologica, depois de té-las alcangado? ”

Na verdade, os resultados parecem suficientes para encaminhar novos experi-
mentos que se tornam indispenséveis para um melhor conhecimento dos processos
aqui investigados.

As condutas em nivel III, observadas nas respostas de sujeitos de 11 a 12
anos, correspondem as condi¢des freqilentemente presentes na transi¢cio do es-
tadio das operagBes concretas para o estddio das operag¢Ges hipotético-dedutivas, e
comprovadas em grande nimero de experimentos feitos por Piaget e Inhelder
(1972). Procedimentos operatorios permitiram ndo s6 a internalizagdo das a¢Ges
para construg¢do das imagens da transformagdo topologica da superficie unilateral,
como também asseguraram a memoria dessas transformagdes, enquanto a¢do es-
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quematizada, e a memoria dos estados iniciais e finais, enquanto configuragao,
como pontos de partida e de chegada das transformagGes. Esta operatividade, sua
presen¢a em condutas de nivel III, assim como sua auséncia nos outros niveis,
podem ser constatadas no momento da evocagdo que os sujeitos necessitam fazer
a0 generalizar as propriedades da superficie unilateral. Ao classificar as semelhan-
cas e diferengas entre as fitas obtidas na bi ou na trissecgdo, havia necessidade de
compari-las mentalmente com as fitas que haviam sido manipuladas e pintadas,
mas que nfo estavam mais presentes. Esses procedimentos eram esperados nesse
estidio de desenvolvimento. Mas por que nfo foi maior a freqiiéncia dessas condu-
tas ao redor de 11-12 anos? E por que essas condutas aparecem no inicio da
escolaridade, que corresponderia ao inicio do estiddio das operagGes concretas,
para diminuir a seguir?
Duas alternativas deveriam ser investigadas:

a) seria necessdrio controlar, através de um novo experimento, o nivel de desen-
-wolvimento das estruturas topolbgicas dos sujeitos, j4 que as condutas poderiam
estar relacionadas, na faixa dos 7-8 anos, com as propriedades do espago topolé-
gico mais acessiveis as criangas de menos idade, do que as propriedades do espago
projetivo ou do euclidiano;*

b) seria, por outro lado, indicada uma investigagdo para avaliar os efeitos do
curriculo escolar na medida em que nfo considera a natureza da inteligéncia, nem
os processos pelos quais ela se desenvolve e pelos quais constr6i tanto o espago
fisico quanto o espago geométrico. '

Faz-se necessdrio ainda considerar a alta freqiiéncia de condutas flutuantes
entre os professores, revelando nfo s6 a presenga do conflito, como também uma
dificuldade para resolvé-lo.

Estaria o desenvolvimento da capacidade operatoria- dos adultos prejudicado
por- uma formagdo académica que nfo o favorece? Estardo tio precariamente
constituidas suas estruturas que um objeto espacial mais complexo, desconhecido
e incomum, apresentando resisténcia aos esquemas de assimilagdo disponiveis, é
suficiente para desequilibréd-las a ponto de provocar condutas cognitivas regres-
sivas? Ou um paradigma excessivamente euclidiano orientando tanto o pensa-
mento quanto A atitude cientifica no ensino estaria restringido a flexibilidade
adaptativa dos mecanismos da inteligéncia? E que efeitos estardo produzindo na
educagdo matematica das criangas um ou outro desses aspectos, ou todos eles
relacionados e subjacentes 3 atuagdo dos professores? E preciso ainda salientar
que o estudo de um sistema operatério, utilizando-se a realizagdo de tarefas sobre
objetos concretos, tal como foi realizado neste experimento, apresenta resultados
estritamente relativos ao contexto da experiéncia, o que complica a sua andlise,
mas tem a utilidade de abrir caminhos para estudos complementares.

* N.do A. Sugestdo da Prof.2 Barbel Inhelder, na Universidade de Genebra, 1976.
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Na verdade, é indispensével que se determinem os pressupostos da construgio.
genética real para tornar possiveis posteriores estudos reflexivos.

Summary

The Moebius band was chosen in order to study how the perceptive and cognitive
processes develop in the specific case of a topological concept. This band, which is
an unusual object in the environment, results from the transformation of a bilateral
surface into a unilateral one by twisting (180°) and joining its opposite ends.

90 children, 6 to 12 years old, and 15 adults, teachers of mathematics, were
asked to perform a sequence of tasks. In these tasks each subject could
accomplish perceptive activities of exploration and to make correspondences,
classifications, logical inferences, etc.

The analysis of the data revealed the possibility to classify the performances
into different levels in correspondence to the levels found in the stages of cognitive
development stated by Jean Piaget in his psychogenetic theory.
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