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Resumo

A existéncia de equilibrio em economias de mercados incompletos com um
continuo de estados da natureza foi recentemente demonstrada por Hellwig, Mas-
Collel, Monteiro e Zame. Nestes trabalhos hd sempre uma hipdtese de nio-
negatividade das dotag¢des ex-post (isto é incluindo o retorno de ativos reais). Esta
hipdtese é muito restritiva. No entanto Mas-Collel e Zame demonstraram por meio de
um contra-exemplo a sua indispensabilidade. Nesta nota apresento um novo contra-
exemplo. [Em particular, eu explicito fun¢oes utilidade que satisfazem as condic¢des
abstratas de Mas-Collel e Zame (que sao dificeis de verificar).

Abstract

The incomplete markets equilibrium existence for economies with a continuum
of states of nature has been proven by Hellwig, Mas-Collel, Monteiro and Zame.
But a hypotheses of non-negative ex-post endowments is always made. This is very
restrictive. However Mas-Collel and Zame proved by means of a counter-example its
indispensability. In this note I present a new counter-example. In particular I give
utility functions which satisfy the difficulty

and Zame.
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Uma concretizagao de um céntra-exemplo de Mas-Collel e Zame

1. Introdugao.

O estudo da existéncia de equilibrio em economias de merca-
dos incompletos, iniciado por Radner (1972), foi recentemente ex-
tendido para economias com um continuo de estados da natureza,
por varios autores. Entre eles, devo mencionar, Hellwig, Mas-Collel,
Monteiro e Zame (ver referéncias no final do artigo). Nestes artigos
adicionalmente a hipdtese de Radner de limite inferior para vendas
a descoberto, a seguinte hipdtese é feita:

para todo 6 > v;, W’j + 04, > 0 paraquase todo s€ S, (1)

onde S ¢ o conjunto de estados, v; € —”R,;{,Jr ¢ a cota inferior nas
vendas a descoberto, W' ¢ a dotac¢fio inicial do consumidor ¢z,
1 <:< 1,60 € R’ éo portfélio. Finalmente 4 = (A!,--- 47),
¢ a matriz de retornos reais, sendo para 1 < j < J, 47 : S — RE
um vetor aleatorio. Esta hipdtese é muito forte. Por exemplo ela é
equivalente a supormos que para todo portfélio e para todo prego,
o consumidor tenha renda em quase todos estados mesmo fora de
equilibrio. Outro defeito de (1) é o de nunca ser valida sem restri¢oes
nas vendas a descoberto.

No contra-exemplo de Mas-Collel e Zaine (1991) eles demonstra-
ram a indispensabilidade de (1). Na constru¢ao do contra-exemplo
supoe-se a existéncia de fung¢oes utilidade com vdrias propriedades.
Nesta nota eu obtenho explicitamente fun¢oes utilidade que prati-
camente satisfazem todas as condi¢ées impostas por Mas-Collel e
Zame.

Recentemente Magill e Quinzii (1994) demonstraram a existéncia
de equilibrio numa economia de mercados incompletos com horizon-
te infinito e portanto com um nimero infinito de estados sem supor
(1). O contra-exemplo de Mas-Collel e Zame vale para qualquer
conjunto infinito de estados. Temos assim uma contradi¢ao aparente.
A contradigao se desfaz ao lembrarmos que nos modelos de horizonte
infinito, os portfolios sio recontratados em cada periodo da economia
e nesses ha apenas um numero finito de estados da natureza.
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2. A Economia.

Primeiramente escolhamos nimeros z, a, 3, @, vy, vo, w!, w

l.0<z<a<l.

2. a8>a+1,¢(a-3)(1+T)=a+1, 8=0.
8, 1-A(i+s L
3. 5-{-'1-1—”(;}_)(61—1)—0

4. ¢{a — T)el#tH2=% 5 5(1 4 3).
5. B(1+z) > 2.

6. vy = v, < —w?efTP < —1, w! > 0.

Por exemplo & = 3/4, a = 7/8, 3 = ¢ = 60/7, w? = 282871,
V) = V) = -3.

O espago de estados é S = [0,1]. A fungao utilidade do consu-
midor ¢ é separavel entre estados:

1
Ullzeyz,y) = 2¢ + / u'(Tg,y,)ds. 1=1,2,

JA)

definidas para 29 € R4+ e 2,y € LP[0,1]. Finalmente definamos
u'(z,y) = =797 4 g(y) e u?(z,y) = w(zr) — ¢~ %Y onde:

]
IA
Ll
I

1

( [))f?} .—39 ‘li—ds
9(y) = 5
Bf{)' e— 5 l+s dS +6(,--Hr 1+ (?j" z) I

=7

IA
w
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. éj.ol-i (e‘sbs a_g%-{,g) ds + d)c—'lb(l—fc) (f;; (z —1+ z)
0<e<1l—z

) ]'I e~ %8 m“;_{js ds

w(z) = Jo
l—-z2<2<1
¢ J e 451 ds + e ? a(z — 1)
\ 1 < a.

A monotonicidade estrita de U? decorre da positividade de ¢’ e w'.
Com efeito:

Be= Py Lty 0<y<z
, :
9'(y) = o
Befr 11z & <y
petU=1) azz 0<e<1—7
w'(z) = g/)e—m&%{_i;%; l—a<z<1
dpe=%a 1 <.

Para mostrar que U? é concava wasta verificar que g e w o sdo. Assim
calculemos ¢" e w". Obviamente ¢"'(y) =0sey > &. Para0 <y < &
temos

" 5e—ﬁy
9"(y) = a3 {=8(1+y)a=—y)+1+a} <
,36—63/ )

Logo ¢ ¢é concava. Na primeira igualdade acima, usamos que
—B(14+y)(a—y) é crescente se y > 0. Para a
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Sezxz el

’U)”( )—(2 )2 {1+a

de

Sm {1+a-9¢

demonstrando que w é concava. Usel acima que —¢
z) é decrescente se ¢ < 1. As dotagdes sao W} = (s, a)
(1-s,1—a), WH+W? = (1,

Definimos entao a economia E = (U' wi, WA ) Vi)i=12-

equilibrio de £ é um vetor (Z},z',§
1.
todo s.
2. ¢

3. 7€R,q: S— Ry é mensurdvel.,
4, (x5, %, 7,8 resolve
max Ui(:cg,ac,y), zo € Ry, z,y.€ LT[0,1],
sujeito a

;1;0_|_7r9£wi’ 92”i e Ts+ qsYs S(l,

para quase todo s.

Demonstrarei o seguinte:
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Uma concretizagao de um contra-exemplo de Mas-Collel e Zame

Teorema 1. A economia £ n&o possui equilibrio.

A demonstragao do teorema 1 esta dividida em lemas. Defina
vi(g,0) = max{u'(z,y);(x,y) € Ri, 2+ qy < Ri(q,0)} onde
(g, 0) = (1, ¢s)(W] + 6.4).

Lema 1. Existe equilibrio para € se e somente se existe (¢, , 0!, 62)
tal que:

1) >, i=1,2¢ ' + 62 = 0.
1) q: S — Ry € mensurdvel.

i11) 0 ¢ solugio de
1 .
max —7é - / vi(qs,0) ds
/0

sujerto a

6>v;, w—70>0 ¢ Rq,0)>0 para quase todo s.  (2)

Demonstragio: Se (zg,2,y) satisfaz a (4) entdo 0 < 29 < w' —
70, Ri(q,0) > x4 + qsys = 0. Além disso u'(x,,y,) < vi(qs,0).
Reciprocamente se 6 satisfaz a (2), definindo @y = w' —=f, v, =y, =
Ri.(q,e)/(l + g4) > 0 segue-se que (zqg, 2.y, 0) satisfaz as restricoes
‘de (4). Se X¥(q, R) é a demanda Marshalliana de u' a pregos (1, ¢)
e renda R entdo as solugoes de (4) e (1i1) estdo em correspondéncia:

}" (i%)ﬁ j"it y-i'. éiﬂ ﬂ—‘. Q) o (’l‘ui - ﬂ'ezt "X"i(q&“. R:(Q7 9))1 éig ﬂ-: Q)
2. (1,¢s) é um equilibrio de £,(8) = (u!, W/ + G A)i=1 0. |
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O lema acima mostra em particular que (z%, #%) é um 6timo de Pareto
de (u!,u?) e (1,4,) sustenta (2%,%%), 7 = 1,2. No préximo lema
determinarei os étimos de Pareto de (u!,u?).

Lema 2. O conjunto dos 6timos de Parcto de (u!,u?) com total
de dotagies (1,1), A, ¢ a diagonal da caiza de Edgeworth. Isto ¢,
A=A{(z,2); 0<a <1},

Demonstragao: A concavidade de u! e u?
de Pareto sao as solugoes de

implica que os 6timos

ax —e T4y 1 — ) — e—b(1-p)
09511},&3&99)\( e PP L gly)) +(1+ M(w(l—z)—e ).

Definamos ¢(z) = —Xe % 4+ (1 — NMw(l — 2) e ¥(y) = Ag(y) —
(1 '

analogamente %''(y) < 0, ¢ e ) sao estritamente concavas. Seja a a
solugao de maxp<z<i #(x). Vale o seguinte:

2B a—T -
<F e d(a) < < (B +8)e~o
a<ted(n) <0 < = S173 e :

A condigao de primeira ordem é a mesma para ¢ e ) se (—léf—)g <

1+

&

elf+9)Z=¢ Portanto neste caso ¢ e ¥ tem o mesmo maximizante

2

IN

z. Se (1iﬁ)a§ > e(B+d)i-¢ ‘f;? entao sendo v o maximizante de

a
¢ e v o maximizante de ¥. A condigao de primeira ordem implica:

ABe™ P — (1 - )\ —¢(1—%) ea—z
pe (1= A)ge 1+

s
U e

a—2Zz

Bre B2

Multiplicando membro a membro da desigualdade acima, simplifi-
cando e tomando logaritmos obtemos u = v. O
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Uma concretizagao de um contra-exemplo de Mas-Collel e Zame

Definimos a restrigio orgamentdria determinada pelo 6timo de
Pareto (z, z) como o conjunto {(u, v) € R?; u + qzv = (1 + ¢z)z)
onde (1,q;) é o preco que sustenta a alocagao (z,z). Note que (u,v)
pode ter uma coordenada negativa.

Lema 3. Nenhum vetor (z,a) com z < —1 pertence a alguma res-
iricao orgamentdria determinada por algum dtimo de Pareto.

Demonstragao: O prego que sustenta a alocagdo (z, z), = € [0, Z)
¢ q(z) = ME. Para z > &, q(x) = ef==% XL Definamos para
z € [0,1] como z(z) o ponto de encontro da restri¢do orcamentaria
determinada por (z,z) com a reta y = a. Se 0 € ¢ £ Z é imediato
que z(z) = —1. Podemos nos restringir entdo a = € (zZ,1]. De
z(z) + qza = (1 + ¢,) obtemos a expressao:

<-2|

2(z) =z + P (2 — a)

Hi

Calculemos z'(z) e 2" (z).

142

Z(z)=1+¢P=

)8}
2"(z) = P57 M {Blz —a) +2}

a—T

> hlz=2) -@%4—%—5 {#(z —a)+2} >0

Portanto como 2/(z) = 0 temos que z(z) > —1 se z > Z. 0

Podemos finalmente demonstrar o teorema 1.

D)

Demonstragao do teorema 1: Suponhamos (Zg, z*, §'
um equilibrio.

) ¢
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E claro_que 0! + 62 = 0, g = w' — #f, (l,qs)(izi,g};) = (1‘,q3)
(W?! 4 6'A) para quase todo s. Temos também que u'(zi,§%) =
vi(Ri(q,0)) e g = g—zz—% (z%,7%). Pelo lema 3, W, +6' > —1 para

quase todo s. Portanto 8! > —1, i > T e i > Z; para quase todo
s. Defina

Bi(9) = —6 + / V(L 4, ) (Wi + 4)) ds.

Temos que Dh*(8) = —n + [ %; dse DRI (0}) = —n+ [ & a" (zl)ds.
No 6timo:
— 1 O I
DR (6') = —ur +/ Be Prds < —7 + / BePids
0 Jo

=—714 BeF*

1
Dh2(6?) = —7 + / w'(22)ds
0
- _ #(1—2) 1/91
= —uw + e~ 1+$>Dh(9)

A demonstragédo agora sera dividida em dois casos:

a) ' > 0.

Entdo Dh'(6') = 0 ou DAh'(f') > 0 e w' — nf' = 0. Em
qualquer caso isto implica Dh?(6?) > 0. Assim o consumidor 2
quer aumentar §2. Isto é possivel se #2 < 0. Uma contradicio.

b) ' <O0.
O consumidor 1 pode reduzir  pois Ri(g,8* > z) > z. A de-
sigualdade w! — 76 > 0 é sempre vélida se § < 0. Portanto
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DRY(8') = 0. Logo m = Be™P%. Também Dh2(6%) > 0. As-

sim w? — 7% = 0, entdo §' = —w?/(BeP%). Agora como

v < ﬁ_:%; < —1 obtemos uma contradi¢ido com 8' > —1.

3. Conclusao.

O que faz o exemplo de Mas-Collel e Zame funcionar? Vimos
. na demonstragao acima que fol a conjugagdo de dois fatores. Um
de que a esquerda de —1 na reta y = a nao ha pregos suporte e o
outro fator de que a direita desse mesmo ponto a renda dada por
W} + 6'A tem limite inferior positivo. Essa conjugac¢io de fatores
nao acontece se o numero de estados é finito. Pois nesse caso a pro-
babilidade do estado s = 0 seria positiva e gy = 1/a da renda zero ao
ponto (—1,a). O exemplo de Mas-Collel e Zame nao ¢ genérico nas
dotagdes ou nas utilidades pois no ponto (—1,a) hd um continuo de
pregos suporte. A possibilidade de existéncia genérica é um possivel
tépico de pesquisa futura. Uma outra alternativa é a inclusao de
bancarrota e penalidades. Nesse contexto sempre existe equilibrio
sem supormos (1). Ver Aloisio, Monteiro e Pédscoa (1994).

Submetido em Margo de 1994. Revisado em Abril de 1995.
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