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Resumo 

Nesse artigo estimamos não-pal'amétricamente as distribuições de probabilidade 

dos retornos das ações das empresas Petrobrás, Eletrobrás, Paranapanema e Telebrás, 

usando o estimador de densidade conhecido como estimador de núcleo. Para este 

último, apresentamos os resultados estabelecidos para amostras independentes e um 

teorema central funcional do limite para amostras dependentes, com o qual estimamos 

os intervalos de confiança das densidades estimadns. Esse teorema é necessário no 

nosso caso porque os retornos de ações não podem ser considerados independentes. 

Nosso objetivo consiste essencialmente na comparação entre as densidades es­

timadas e distribuição Normal. Procuramos verificar, em particular, a existência de 

assimetria, leptocurtose e caudas pesadas nas distribuições estimadas. Estas três ca­

racterísticas são recorrentes nas distribuições de probabilidade dos retornos de ativos 

financeiros e implicam em não-normalidade. Concluímos em todos os casos que não 

se pode aceitar a normalidade dos retornos dessas ações. Essa conclusão é confirmada 

pelos testes de normalidade que efetuamos sobre esses retornos. 
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Abstract 
In this paper we estimate the probability distribution function of the daily re­

tum on stock of four Brazilian companies, using a non-parametric method, namely, 

the kernel estimator. Besides, as 'fi comparisol1, we have performed three normal­

ity tests: Kolmogorov-Smirnov, Chi-Square and Jarque-Bera. 'Nc have concluded 

that the density function of the return of Eletrobras, Petrobras, Paranapanema and 

Telebras cannot be considered normally distributed. 

Palavras-Chave: Estimação não-paramétrica de densidade, estimador de núcleo, dis­

tribuição de probabilidade dos retornos de ações 

Código JEL: C14, G12 

1. Introdução. 

A especificação da distribuição dos retornos das ações é fun­
damental para a tomada de decisões de quem investe nesses ativos 
financeiros: desde os modelos de carteira aos modelos de opções, 
os critérios de decisão são baseados nas distribuições de probabili­
dade. Por exemplo, um dos resultados mais importantes da teoria 
de seleção de carteira é que a utilidade esperada de um investimento 
varia diretamente com o primeiro momento da distribuição dos re­
tornos do investimento e inversamente com o segundo, desde que sa­
tisfeitas 3 hipóteses básicas: ( 1) as preferências dos indivíduos podem 
ser representadas por urna função utilidade contínua, não-decrescente 
e estritamente cõncava; (2) os indivíduos maximi�am sua utilidade 
esperada; e (3) os retornos são normalmente distribuídos. 

Até o trabalho de Mandelbrot (1963), admitia-se que o processo 
gerador das variações de preço das ações era um movimento brow­
niano, implicando por definição variância finita e distribuição normal 
com média J.l e variância u2t. Mandelbrot, e mais tarde, Fama (1965) 
contestaram a hipótese de normalidade dos retornos baseando-se 
numa característica recorrente das distribuições empíricas: o excesso 
de observações nas caudas e em torno da média, quando comparadas 
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com a distribuição normal. Isso os levou a sugerir que a densidade 
de probabilidade pertencia à classe das distribuições Pareto Estável 
com parâmetro a E (O; 21. Quando a = 2, tem-se a distribuição 
normal, e no caso em que a < 2, a distribuição de probabilidade não 
possui variância finita, e é leptocúrtica. 

O modelo de Mandelbrot foi considerado uma alternativa muito 
interessante ao modelo tradicional, apesar de supor a variância in­
finita, o que impossibilita o uso das mais importantes técnicas es­
tatísticas. Nas décadas de 70 e 80, a pesquisa sobre a distribuição 
de probabilidade de retornos seguiu dois rumos diferentes. Por um 
lado, procurou-se definir processos estocásticos capazes de gerar dis­
tribuições não-normais, e por out.ro lado, realizou-se um grande 
esforço no sentido de: (1) desenvolver métodos de est.imação dos 
parâmetros da Pareto e (2) determinar qual dos três modelos - t de 
Student., Normal ou Pareto com a < 2 .- se adequava melhor aos 
retornos. 

U ma característica comum a todos esses trabalhos é a su­
posição de que a distribuição de retornos pertence a uma família 
paramétrica de distribuições, da qual estima-se os parâmetros. Esta 
é a abordagem convencional da estimação de densidade. Porém essa 
hipótese restritiva não é necessária, visto que existem métodos não­
paramétricos de estimação de densidade. De fato, a estimação não­
paramétrica não estabelece nenhuma estrutura formal para a função 
f subjacente aos dados. Esta pode pertencer a uma família de dis­
tribuições muito ampla como, por exemplo, a família das densidades 
de probabilidade contínuas. 

A estimação não-paramétrica revelou-se bastante precisa em 
análise exploratória de dados, que consiste na identificação das prin­
cipais características de uma densidade: multimodalidade, curtose, 
assimetria, comportamento das caudas etc. 

Esse tipo de análise é justamente o que queremos aplicar aos retornos 
de 4 ações brasileiras: Petrobrás, Eletrobrás, Telebrás e Parana­
panema, adotando uma abordagem não-paramétrica, que nos parece 
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mais adequada por não impor nenhuma restrição à densidade de 
probabilidade dos retornos dessas ações. Em particular, procuramos 
determinar se a distribuição de probabilidade desses retornos pode 
ser considerada uma Normal. 

N a seção 2, apresentaremos brevemente o estimador de núcleo 
e suas principais propriedades. A seção 3 mostra os resultados da 
estimação de densidade das ações citadas e da comparação entre as 
distribuições estimadas e a Normal. A seção 4 contém os resultados 
dos testes de normalidade e concluímos na seção 5. 

2. Estimação Não-Paramétrica de Densidade. 

2.1. Propriedades dos Estimadores. 

Um estimador j da função densidade de probabilidade é não­
tendencioso se, para todo x E �, E[J(l:)] = f(x). Rosenblatt (1956) 

provou que nenhum estimador tal que f( x) 2: O e J j( x )dx = 1 é 
não-tendencioso para todas densidades contínuas, razão pela qual as 
pesquisas se concentram mais em seqüências {jn(X)} de estimadores 
não-paramétricos que são assintoticamente não-viesados. 

Se jn(x) ---> f(x) em probabilidade para todo x E � então j(x) 
é fracamente consistente e se a convergência for quase-certa, é forte­
mente consistente. Há quatro outros tipos de consistência, que de­
pendem do critério do erro. Apresentamos um deles: 

Se f E L2' i.e., J f(x j2dx < 00, então o Erro Quadrático Médio 

Integrado de j( x) é definido por: 

(1) 

No caso i.i.d., os parâmetros dos estimadores de densidade são esco­
lhidos de forma ótima quando o EQMI é minimizado. 
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2.2. Estimador de Núcleo. 

Suponhamos uma amostra de tamanho n, X}, X2," " Xn inde­
pendentes e identicamente distribuídas como a variável aleatória X, 
cuja densidade f deve ser estimada. Os estimadores serão designados 
porj(x). 

O estimador de densidade mais popular depois do histograma é o 
chamado estimador de núcleo (kernel estimator). A idéia subjacente 
é a própria definição de densidade de probabilidade: 

Se X tem função de densidade de probabilidade f, então: 

• 1 f(x) = - [nº de Xi que pertencem a (x - h; x + h)] . (2) 
2nh 

Esse é conhecido como estimador ingênuo de f. Pode ser trans­
formado num histograma fazendo-se de .TO o centro do intervalo 
Ti = [tn,i; in,i+l]' 

Uma maneira mais clara de exprimir esse estimador e que leva 
diretamente ao estimador de núcleo, é definir a função peso w: 

w(x) = {� Ixl < 1 
(3) 

caso contrário 

O estimador ingênuo pode então ser reescrito como: 

(4) 

Se w(x) for uma função J((x) satisfazendo J J((x)dx = 1, obte­
mos o estimador de núcleo: 

j(x)=� t�J((X-Xi) 
n .  h h l=l 
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onde h é a amplitude da "janela" ou parâmetro de alisamento. 1((1:) 
pode ser qualquer funçâo, mas em geral, escolhe-se uma densidade 
de probabilidade para que i(x) também seja uma. Além disso, f(x) 
herda as propriedades de continuidade e diferenciabilidade do núcleo 
1(. Finalmente, observa-se que o estimador ingênuo pode ser consi­
derado um estimador de núcleo. 

O estimador de núcleo é fortemente consistente se h --t O e 
nh --t 00 quando n --t 00, independentemente de f; e Parzen (1962) 
mostrou que o estimador de núcleo univariado é assintoticamente 
nâo-tendencioso e normal se h --t O quando n --t 00. A convergência 
de EQMI para O é da ordem de n(-4/d+4) onde d é a dimensão do 
núcleo, i.e., se o núcleo for uni variado, d é igual a l. 

Escolha do Núcleo e da Amplitude Ótima. 

Há dois aspectos essenciais no estimador de núcleo: a função 
K(x) e a amplitude h, da qual depende o resultado final da es­
timação. A escolha do núcleo 1(( x) não tem maiores conseqüências, 
já que não influi sobre a consistência e a tendenciosidade do esti­
mador; mas até pouco tempo, usava-se preferencialmente núcleos 
positivos e cuja integral era igual a um. Recentemente, mostrou-se 
que núcleos não necessariamente positivos podem melhorar a veloci­
dade de convergência do EQNII (ver Casser et aI. (1985». 

O parâmetro de alisamento, h é fundamental por dois motivos: 
a variância do estimador está basicamente relacionada ao número 
de pontos amostrais que pertencem ao intervalo (1: - h; x + h), cuja 
amplitude é controlada por h; e por outro lado, há um trade-off entre 
o erro sistemático (viés) e o aleatório (variância) que depend� de h. 
Mostra.remos isso a seguir. 

Seja 1((x) tal que J 1((x)dx = 1, J e1((t) = k2 # O e 
J t1((t)dt = 0.1 

1 100as as integrais são de -00 a + 00. 
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o E Ql11 I do estimador pode ser escrito como: 

EQMI = J Ef [j(.1:) - f(.1:Jf dx = J VAR [j(x)] + 

+ {VIES [1(x)] r dx. (6) 

Estabelecendo-se y = x - ht e expandindo f(3' - ht) numa sene 
de Taylor até a segunda ordem, supondo-se h pequeno e n grande, 
obtém-se então o EQlvII aproximado: 

EQMI � J V AR [j(x)] dx + J {V IES [1(x)]} 2 dx 
EQMI � � J K(t?dt + � h4/ {f"(x)k2}2 d3'. nh 4 . 

(7) 

Os detalhes da dedução desse resultado podem ser encontrados em 
Silverman (1986). Analisando-se (7) conclui-se que se escolhermos 
um valor muito pequeno para h, para eliminar o viés, a variância 
integrada torna-se muito grande; e escolhendo um h alto, reduzir-se­
á a variância em detrimento do viés. 

N essas condições, o valor ideal de h é o que minimiza o EQ 111 I 
como um todo. Parzen (1962) mostrou que a janela que minimiza 
(7), que é uma aproximação do E QlvIJ, é dada por: 

(8) 

de onde se conclui que h* -+ O quando n -+ 00, mas a uma velocidade 
muito pequena: 0(n-1/5). Além disso, essa janela ótima depende da 
função a ser estimada. Para se usar esse resultado, é preciso escolher 
f( x) pertencente a alguma família de distribuições de probabilidade. 
A escolha natural é a normal 1> com variância ,,2, o que implica: 
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h*-1 06an-1/5 - , (9) 

onde a pode ser substituído por s, o desvio-padrão amostra!. h* 
dá bons resultados quando a densidade verdadeira é norma!. Caso 
contrário, tende a alisar excessivamente (oversmooth) a densidade 
estimada, principalmente as multimodais. Uma janela robusta, 
h* = 0,79 Rn-l/5, onde R é intervalo interquartílico, deve ser usada 
no lugar. 

Em relação ao problema da escolha do núcleo, substituindo-se 
h* em (7), o Erro Quadrático Médio Integrado reduz-se a: 

{ 
} 1/5 � C(K) J f"(x?dx n-4/5 (10) 

onde 

De (10) deduz-se que, ceteris paribus, deve-se escolher um núcleo 
que minimize C( K) - para poder minimizar o EQ M I - e que esse 
problema significa minimizar: 

J K(t)2dt 

S.a. J tK(t)dt = 1 e J t2 K(t) = L 

(ll) 

Hodges e Lehmann (1956) mostraram que o núcleo que é solução 
desse problema é: 

Ke(t) = 

84 

3 
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O caso contrário 

Revista de Econometria 

(12) 

15(1) Abril/Outubro 1995 



Sylvia Delgado 

o chamado núcleo de Epanechikov. 
O critério de escolha do núcleo é sua eficiência, definida em 

relação ao núcleo de Epanechikov: 

(13) 

Em Sil verman (1986) encontram -se os valores das eficiências dos 
núcleos mais usados: gaussiano, biweight, uniforme, triangular. 
Verifica-e que a eficiência de todos estes núcleos varia entre 0,99 (bi­
weight) e 0,92 (uniforme); a do gaussiano é igual a 0,95. Conclui-se 
então que o núcleo não interfere na estimação de densidade e que sua 
escolha deve obedecer a critérios práticos como a diferenciabilidade 
do núcleo ou a rapidez computacional da estimação. 

A teoria exposta acima parte do pressuposto que a amostra é 
independente. Quando não o é, a variância assintótica e a taxa dde 
convergência do EQ M I não são mais válidos. 

Variáveis Aleatórias Dependentes. A maior parte dos resulta­
dos da estimação não-paramétrica de densidade foram estabelecidos 
para uma amostra i.i.d. Não obstante, alguns foram deduzidos sem 
a hipótese de independência, mas apenas para casos particulares: 
Roussas (1969, 1989, 1990), Rosenblatt (1991) Masry (1983) e Gyorfi 
et aI (1989). Portanto, até recentemente, mais precisamente até o 
trabalho de Alt-Sahalia (1992), ao estimar-se densidades a partir de 
dados não independentes, era necessário calcular a distribuição limite 
do EQ MIe sua taxa de convergência. 

Alt-Sahalia (1992) provou um teorema central funcional do li­
mite válido para qualquer funcional de um estimador de densidade. 
Enunciaremos apenas o Teorema 3-Colorário 2 desse trabalho, que 
estabelece a distribuição limite da densidade estimada univariada, 
sua variãncia assintótica e sua taxa de convergência. 
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Hipóteses 

(H1) A seqüência {X;} é uma seqüência fi-mixing estritamente esta­
cionária satisfazendo: 

para dado 5 > 1 

Os coeficientes fi-mixing {fi;} são definidos como: 

{ J .J 
fik = sup L L IP(A; n Bj) - P(Ai)P(Bj)1 

1,J,1 i=l j=l 

1 {A;}i=l, . .  ,1 seja uma pm'tição de at e 

{Bj}j=l, ",.I seja uma partição de at�} 
onde ai e at� são as O"-algebras geradas por {Xl,'" ,Xd e 
{Xt+l,Xt+l+l,"'} respectivanlente. 

Essa hipótese restringe o montante de dependência na amostra. 

(H2) A função densidade acumulada (fda) F(-) é continuamente 
diferenciável em Rd até a ordem s + d. A densidade f(-) tem su­
porte compacto E> = [O,l]d incluído em Rd, e suas derivadas são 
nulas no limite élE> do suporte. 

(H3) (i) K é uma função para e I K(x )dx = 1, para todo .7: E Rd 

(ii) Para T' = 8: 

1) 'rIÂ E Nd tal que IÂI == Â1 +'''+Âd E {1, .. ·,T' - 1} 

;+00 
-

00 X;l ... X,7d K(x )dx = O. 
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2) ,3), E Nd tal que 1,\1 = ,. e .C: xt1 • • •  X,7d1 J((x)dx =f. O. 

3) .C: 11 .. :11' 1]{(:r)ld:l: < +00. 

O núcleo J((-) satisfazendo (ii) é dito de ordem T'" 

(iii) ]{ é continuamente diferenciável até a ordem s + T' em Rd, 
e suas derivadas de ordem at.é .s pert.encem a L2(Rd). Estas serão 
designadas por 11(;:'), para ;:, E Nd tal que 1;:,1 == ;:'1 + . . .  + ;:'d = q 
e q = 0,1,"',(8 - d): 

(H4) Para e E R e 'In E N, hn --+ O quando n --+ = de modo que: 

e 

Essa hipótese indica como a janela hn deve ser escolhida. O result.ado 
depende dos parãmetros c > () c O ::; In ::; 2 e que serão especificados 
no Teorema. 

A função densidade estimada acumulada (fdea) é definida por 

Fn ( .. :) = r�: in (t )dt C O processo estocást.ico Ân ( .r) é dado por 

Ân( x ) == n 1/2 {Fn('�) - F(.1:)}. Sua convergência em distribuição será 
estabelecida pelo teorema abaixo. Para tanto, é necessário definir 
dois espaços de funções C-I e eq. 

C-I é o espaço de funções contínuas à direita e limitadas à es­
querda de [O, l]d a R. e eq, para () ::; q ::; .S , o espaço de funções de 
[O. l]d a R com derivadas contínuas até a ordem q - s. Ambos são 
dotados da norma do supremo. 

Dadas essas definições� pode-se enullciar o seguinte: 
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Teorema: Scja um funcional 1![F] == [)U>') F(y) de um aberto 
U' E CS a R. Suponha que seja diferenciáveJ2 e que sua derivada 
funcional <p[F] avaliada na verdadeira fda F pertença a C-q para 
algum q E [2,8], então sbo as hipóteses H1-H4, 

h�2111I-d'1/2nl/2 {1!(Fn) - 1!(F)} -'!:.... N(O, V.I>(F». (14) 

Nesse trabalho, estimamos a função densidade de probabilidade 
f(x) = [)(lllF(x), para x E �, (portanto, d = 1), para 6. = 1 = 
(1,"',1), e d* = d. De (iii) de H3 acima, tem-se 16.1 = 1 = q. Por 
outro lado, o parâmetro e = (1" + d*)/2 e In Ó qualquer. 

O resultado (16) pode portanto ser reescrito como: 

h;!2nI/2 {.fn(Y) - f(y)} -'!:.... JV(O,p.(O)f(y) (15) 

onde ,1(0) = .C: 11I:(:r:Wd:r:.:I 

A taxa de convergência em (15) é h�:I'+2q-41/2nl/2 e é sempre 
inferior a nl/2 porque /t" --t O quando n --t 00. 

3. Evidência Empírica. 

3.1. Dados. 

As arnostras analisa,das eonsistern nas cotaçôes diárias de 
fechamento de 4 ações do IBOVESPA. Paranapanema, Telebrás, 
Eletrobrás e Petrobrás, observadas durante () período 07/90 a 06/93.' 
Essas cotações foram deflacionadas pelo IGP-DI centrado diário. 

2 O conceito de diferenciabilidade (k'S."5c funcional não é idêntico ao conceito de difercnciabi­

lidadc em R". Para ,miares detalhes, ver Ait-Sahalia (1992, seção li) 

3 Ver a prova em Ai't,.Sahalia (1992) 

<1 ']ooa; a; preços ajustada; pruoa dividcndcs e bonificaçãe; 
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Estimou-se a função densidade de probabilidade da variação do 
logaritmo da cotação diária deflacionada: 

UI = In Pt -In Pt-J (16) 

que é o retorno da ação composto continuamente. 
Como salientamos na introdução a esse trabalho, o objetivo não 

é det.erminar a forma funcional da distribuição de probabilidade do 
retorno dos preços das ações. mas sim comparar o estimador dessa 
distribuição com a normal _. em part.icular a N(O, l). Para tanto, 
padronizarIlos a variável Uf de fanna a COllseglllr-se unla variável 
com média O e variãncia l. 

Os estimadores que calc:ulamos são baseados no núcleo "bi­
weight." que possui a maior eficiência e deu result.ados mais precisos 
que o gaussiano. As janelas foram escolhidas de forma a sat.isfazer a 
hipótese H4. 

Os moment.os da densidade est.iniada, que serão uma referência 
import.ante na comparação com a dist.ribuição normal, foram calcu­
lados aproximando-se as int.egrais por somat.órios: 

por exemplo é a expressão do valor esperado. Lembramos que os 
coeficientes de assimetria e cm·tose da dist.ribuição normal padrão 
são iguais a O e 3 respectivament.e. 

3.2. Resultados. 

As funções densidade de probabilidade dos retornos das açôes 
analisadas apresentam 3 caract.erÍst.icas recorrentes nas dist.ribuiçôes 
de retornos de ativos financeiros: assimet.ria, lept.ocurtose e cau­
das mais pesadas do que as da distribuição normal. Isto implica 
que, comparando com a distribuição normal, (1) a probabilidade de 
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grandes perdas e grandes ganhos é mais elevada e (2) a probabilidade 
de urn retorno ern torno da. rnéclia é tarnbérn rnais alta. Essas duas 
conseqüências são particuhlrrnente irnportantes na avaliação do risco 
de um investimento. 

As discl'cpàneias crn relação à norrnalidadc são rnaiorcs crn algu­
rnas densidades estirnaclas do que enl outras. A seguir aprcscntarnos 
as principais propriedades de cada uma. 

Paranapanelna. A Figura 1 lllostra a densidade cstirnada pelo 
estimador de núcleo dos retornos dessa ação. 

90 

0,6 

0.5' 

OA' 
�O,3 : 

0,2 . 

0,1 
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A assimetria à esquerda fica clara no gráfico e é confirmada pelo 
coeficiente de assimetria - calculado a partir da densidade estimada, 
que é igual a -0.39. A leptocurtose também é evidente. Por um 
lado, o coeficiente de curtose estimado é igual a 5,01 indicando uma 
distribuição mais pontuda que a distribuição normal, cujo coeficiente 
de curtose é 3,0 e, por outro lado, a probabilidade de um retorno 
entre 1 desvio-padrão em torno da média, ou seja, P( -1 < x < 1), é 
igual a 0,77 na densidade estimada contra 0,68 na densidade normal. 

Finalmente, a cauda esquerda da densidade estimada é muito 
mais pesada do que a da Normal, significando que o risco de um 
investimento em Paranapanema é mais elevado do que o risco de uma 
ação com retorno normalmente distribuído. Por exemplo, supondo-se 
o retorno da Paranapanema normalmente distribuído, ter-se-ia uma 
probabilidade de perda entre 4 e 5 desvio-padrão 99,7 % inferior 
do que a probabilidade dessa mesma perda supondo-se os retornos 
distribuídos segundo a densidade estimada. E por outro lado, a 
probabilidade de um ganho entre 3 e 4 desvio-padrão é 67% mais 
elevada na densidade estimada do que na distribuição normal. Desse 
modo, o risco de uma perda/ganho é claramente subavaliado, se a 
distri buição dos retornos dessa ação forem considerados normais. 

Petrobrás. A Figura 2 mostra uma densidade com as mesmas carac­
terísticas da distribuição dos retornos da Paranapanema: assimetria 
à esquerda e leptocurtose. O coeficiente de assimetria é -0,5 e o de 
curtose 6,43. 

Em relação às probabilidades de grandes perdas e grandes ga-
11h081 observarl1os que' estas são lIltüto n1aÍs elevadas do que as da dis­
tribuição normal: a probabilidade de uma perda entre 3 e 4 desvios­
padrão é 233% maior na densidade estimada e a probabilidade de 
uma perda entre 2 e 3 desvios-padrão é 110% maior. 

Revist.a de Econometria 15(1) Abril/Outubro 1995 91 



0.6 

0.5 

O.A 

� i<::' 0,3 

0.2 

Retornos das ações no Brasil 

Figura 2:D.::nsidadc B>tinukt c I. C. a 95% 

·11 . . 
. / I . . / !\ \ 

.'/ \ . 
\. 

) \. 

\ 
\' 

�'-

-!--t-t-t-t-+--t-++ I I J I I I I I I 
�� �Nro���Nro���Nro���NN�� �roN���roN t-i '  '1'1'9'9 "1"1'17 �c-:J-7-7 99dd , ... : "':('J('J çrjçrjo:i 

y 

Para os retornos pOSltl\·OS. a diferença entre as probabilidades 
da normal e da densidade estimada sáo menos acentuadas: para um 
ganho entre:2 e 3 desvios-padráo, encontra-se uma probabilidade 31 % 
maior na densidade estimada e entre 3 e 4 elesvios-padráo a diferença 
é de 5%. Por fim, a probabilidade ele um retorno em torno da média, 
P( -1 < :" < 1), 6 igual 0,76. Conclui mos portanto que um inves­
tirncnto nessa, ação é rnais arriscado elo que lun investirnento nurIli::l. 
ação com retornos normalmente distribuídos, e que a probabilidade 
de retorno médio ó mais elevada. 

Telebrás. Das 4 ações analisadas, esta é a únic:a com retornos prati­
camente simétricos e com caudas menos pesadas do que as da dis­
tribuição normal, corno pode ser visto na Figura 3. O coeficiente de 
assimetria e curtose estimados sáo iguais a -0.14 e 3,85, indicando 
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uma densidade ligeiramente assimétrica à esquerda e leptocúrtica. 
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A distribuiç.ào dos retornos da Telcbrás é fortemente eOllcentrada 
em torno da média, eom 99,8% de sua ,írea entre 1 desvio-padrào em 
torno da média, 0\1 seja, a probabilidade de uÍn retorno em torno da 
média é de praticamente 100%. 

Como conseqüência, a probabilidade de perda e de ganho supe­
rior a 2 desvios-padrào pode ser considerada nula, o que implica um 
risco de perda/ganho elevados rnuito baixa. Entre 0,5 e 1,5 desvio­
padrào, a probabilidade de perda (ganho) é 959% (516%) mais ele­
vada na distribuição normal. Isso nos leva a concluir que supor os 
retornos da Tclebnís normalmente distribuídos implica numa super­
avaliaçã.o do risco de UDl investirncnto nessa ação. 
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Eletrobrás. Finalment.e, a Figura 4 mostram os estimadores de den­
sidade da Eletrobrás. Ambos evidenciam uma densidade assimétrica 
à esquerda e leptocLÍrtica. A curvo. do estimador de nLÍcleo é bastante 
acidentada apresentando urna moda no intervalo [-2,4; -1,2J. A 
área sob a curva no intervalo [-5,2; OJ representa 65% da área total, 
confirrnanclo a assirnct.ria à esquerda. 

FiglU<l4:D.:nsida::c Estinnlr\ c I.e a 95o/r, 

y 

Em relação il, lept.ocurtose. not.amos que seu coeficiente de cur­
t.ose ó igual a '1,62 e que 81 % da área t.ot.al se encont.ra ent.re 1 desvio­
padrào em t.orno da rn':elia. ou seja, a probabilidack ele um retorno 
em torno da média ó mais elevada do que essa mesma probabilidade 
supondo-se a norrnalidade. 

A cauela esquerda da distribuiçào estimada é mais pesada e a 
direita menos pesada do que as da normal: a probabilidade de uma 
perda acima de 4 desvios-padrão é 4.330% mais elevada na densidade 
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estimada' e as probabilidades de perda entre 3 e 4, e 2 e 3 desvios­
padrã.o são ambas 81 % inferiores na distribuição normal. 

O comportamento da distribuição de probabilidade dos retornos 
da Eletrobrás é semelhante ao dos retornos da Petrobrás e Parana­
panema, logo, o risco de um investimento nessa ação e a probabili­
dade de ganho em torno da média são mais elevados do que o risco e a 
probabilidade de ganho de um investimento numa ação com retornos 
normalmente distribuídos. 

4. Testes de Normalidade. 

A título de comparação, efetuamos 3 testes de normalidade so­
bre os retornos padronizados das ações Paranapanema, Petrobrás e 
Eletrobrás. Esses testes são o Qui-Quadrado, o Kolmogorov-Smirnov 
e o teste de Jarqlle-Bcra (J-B). 

As seguintes tabelas resumen os resultados dos 3 testes de nor­
malidade que efetuamos: 

Tabela 1: Paranapanema 

Teste Valor do Teste lO-valor 
Qui-quadrado 20,66 0,08 

K-S 0,0394 0,21 
J-B 49,61 0,00 

Tabela 2: Telebrás 

Teste Valor do Teste p-valor 
Qui-quadrado 16,09 0,0097 

K-S 0,04 0,13 
J-B 73,29 0,00 
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Tabela 3: Eletrobrás 

Teste Valor do Teste p-valor 
Qui-quadrado 40,68 0,00 

K-S 0,071 0,01 
J-B 2956 0,00 

Tabela 4: Petrobrás 

Teste Valor do Teste p-valor 
Qui-quadrado 20,23 0,0 

K-S 0,032 0,47 
J-B 132,1 0,00 

o teste Kolmogorov-Smirnov aceita a hipótese de normalidade 
dos retornos da Petrobrás, Telebrás e Paranapanema ao nível de 5% 
e a aceita no caso da Eletrobrás ao nível de 1 %. 

O teste Chi-quadrado rejeita a hipótese de normalidade dos re­
tornos da Petrobrás, Eletrobrás e Telebrás a qualquer nível de sig­
nificãncia e a aceita no caso da Paranapanema a 5%. 

O teste J-B rejeita a hipótese nula em todos os casos, a 5% e 
1%. 

Em resumo, pode-se aceitar que os retornos da Eletrobrás, 
Telebrás, Petrobrás e Paranapanema não são normalmente dis­
tribuídos, confirmando as conclusões da estimação não-paramétrica. 

5. Conclusão. 

Todas as distribuições de probabilidade estimadas apresentam 
características que as diferenciam da distribuição normal: forte as­
simetria, leptocurtose com uma das caudas mais pesada nas densi­
dades dos retornos da Paranapanema, Petrobrás e Eletrobrás; lep­
tocm"tose com ambas caudas menos pesadas no caso da Telebrás. 
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Em termos de investimento, isso significa que todas as ações 
que estudamos aqui têm uma probabilidade de retorno em torno 
da média superior a essa mesma probabilidade supondo-se a dis­
tribuição normal. Essa afirmação nãoé preocupante para um investi­
dor racional, visto que seu objetivo ao investir é o retorno médio. 
Por outro lado, a assimetria implica uma maior probabilidade de 
perda - ou ganho dependendo do tipo de assimetria. Nos nossos 
casos, sempre verificamos uma assimetria à esquerda. Isto significa 
que a probabilidade de uma perda é mais elevada supondo-se que 
os retornos seguem a distribuição estimada do que se eles fossem 
normalmente distribuídos. 

Dois motivos foram apontados para explicar a existência de cau­
das pesadas nas distribuições de retornos: primeiro, essa distribuição 
pode resultar da mistura de duas ou mais distribuições normais com 
variãncias e médias diferentes, ou a mistura de distribuições normais 
e log-normais. A pesquisa realizada nesse sentido por Clark (1973) e 
Praetz (1972), por exemplo, não foi conclusiva, devido à dificuldade 
de se estimar os parãmetros desse tipo de distribuição, mas admite-se 
que a mescla uma normal e uma log-normal seja uma boa aproxi­
mação. Sugere-se também que a densidade dos retornos das ações 
seja uma t de Student, que se caracteriza justamente por suas caudas 
mais pesadas c apresenta a vantagem de convergir em distribuição 
para a densidade normal. V árias testes comparando os modelos nor­
mal, t de Student e Pareto concluíram a favor de t de Student. O 
t.rabalho de Blattberg e Gonedes (1964) constitui uma excelent.e re­
ferência sobre o assunto, visto que resumem toda a pesquisa sobre 
processos estocásticos e testes de normalidade efetuados até 1974. 
Além disso, desenvolvem um bom método de comparaçao entre o 
modelo Pareto e t de Student. 

O segundo motivo pode ser que a variância dos retornos de 
ações seja finita mas não constante ao longo do tempo. Nesse caso, 
os retornos viriam de processos do tipo GARCH. De fato, a atual 
pesquisa empírica sobre ativos financeiros indica que os modelos 
ARCH-GARCH são particularmente adequados para explicar o com-
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portamento desses ativos. No Brasil, por exemplo, Fernandes (1994) 
mostrou que a volatilidade do IBV-RJ podia ser perfeitamente mo­
delada como um G ARCH. 

Snbmetido em N o7Jembro de 1994. Re7Jisndo em Jnlho de 1995. 
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