METODOLOGIAS PARA A ANALISE E PREVISAO DE
SERIES TEMPORAISUNIVARIADAS E MULTIVARIADAS

R.C. Souza *

1 - INTRODUCAO

O desenvolvimento, na drea de modelagem de séries temporais a par-
tir dos anos sessenta € incontestavel. O processo, apesar de lento no seu inicio, ex-
perimentou um crescimento rdpido e acentuado a partir de 1970, gragas a divul-
gagdo dos trabalhos de Box & Jenkins. A elegante e ao mesmo tempo altamente
académica formulagdo proposta por estes autores despertou o interesse de pesquisa-
dores teoricos e praticos, que a partir dai iniciaram um processe verdadeiramente
revolucionario em termos de proposigGes de novos métodos, melhorias dos ja exis-
tentes, aplicagoes a diversas areas, etc. . . Como resultado, com o transcorrer dos
anos, métodos altamente sofisticados eram propostos ao mesmo tempo que a area
em si ia ganhando uma identidade bem proépria dentro da Estatistica. J& existem
hoje varias Sociedades, Encontros e ReuniGes de pesquisadores em séries temporais,
inclusive periodicos especificos que vao sendo introduzidos no mundo cientifico.
Este é o caso, por exemplo, do ""Journal of Forecasting”, '’ Journal of Time Series”’,
recentemente criados.

Neste artigo fazemos uma apresentagao destes métodos para a anélise
e previsao de séries temporais, procurando seguir a ordem cronolbgica em que os
mesmos foram formulados, Deve o leitor estar ciente que o nosso objetivo é uma
apresentagao breve, porém clara dos diversos métodos, sendo que, para cada um
deles, procuramos incluir uma lista de referéncias bibliogréficas atualizada que
complementa a descrigdo de cada método.

O artigo esta organizado em trés partes distintas. Na primeira apre-
sentamos as definigGes e notagdes relevantes assim como a classificagdo adotada no
trabalho para a apresentagao dos métodos. Na segunda mostramos aqueles métodos
classificados como univariados, i. e., aqueles baseados numa Gnica série temporal.
Finalmente, na ultima parte discutimos aqueles métodos que envolvem variaveis
causais, ou seja, os modelos multivariados.

* Grupo de Sistemas, Departamento de Engenharia Elétrica, PUC / RJ.
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2 - DEFINIGOES BASICAS

2.1 — Séries Temporais

Existe uma grande classe de fendmenos (naturais, econémicos, etc.),
cuja observacdo e conseqiientemente quantificagdo numeérica, produz uma sequén-
cia de dados distribuidos no tempo. Aesta sequiéncia de dados ordenados segundo o
pardmetro tempo, denominamos série temporal. A forma mais simples de concei-
tuar uma série temporal é aquela que interpreta Zt; t=1,2,... comosendoum
conjunto de observagGes discretas observadas em tempos equidistantes, apresentan-
do uma dependéncia serial entre as mesmas. O conceito acima, apesar de simples,
evidencia de certa forma, a Andlise de Séries Temporais como uma drea bem defini-
da dentro da Estatistica, visto que estamos claramente descartando aqueles dados
“i. i. d.” (independentes e identicamente distribuidos), comumente utilizados nos
diversos modelos estatisticos. .

Em se tratando de uma definicao mais rigorosa para séries temporais
ficamos com a interpretagdo dada para uma série temporal como sendo uma reali-
zacao qualquer de um processo estocdstico. Tal interpretagdo é essencial e fornece
uma espécie de fundamentacdo tedrica na formulacao das diversas metodologias
para a andlise e previsdo de séries temporais que discutiremos adiante.

2.2 — Anilise e previsdao de Séries Temporais

Fazendo uso da notagdo introduzida na seg¢do anterior, suponhamos
a série temporal Zt' t=1,2,...; eseja 2T = (21' 22, e, ZT) o vetor repre-
sentando as T realizagOes passadas do processo Z, conhecido também como série
historica ou dados. Estamos interessados na determinagdo das relagOes de depen-
déncia temporal da série Zt' através de uma andlise estatistica de sua série historica
ZT. A este estudo dé-se 0 nome de anélise de séries temporais. Uma vez determina-
das as relagGes de dependéncia em Zt (Modelo Matematico) podemos entdo partir

para a previsdo da série temporal, ou seja, a determinacao dos provaveis valores que

assumirdo as varidveis aleatérias futuras ZT+1' ZT+2' L ZT+ 0 sendo "L o
horizonte de previsdao. Para a previsao de ZT+j feita no instante T usaremos a
notacdo: Z (j); j=1, 2, ..., Q.

Conforme veremos adiante, dependendo da interpretagdo assumida
para a série temporal, ZT (j) serdum valor pontual desconhecido (previsdo pon-
tual), ou uma varidvel aleatéria com distribuicdo de probabilidade conhecida (previ-
s3o distribucional). Neste Ultimo caso, um valor pontual mais provével para ZT (j)
pode ser facilmente obtido, dependendo da “Loss Function’ adotada. Em outras
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palavras, obtida a distribuigdo de ZT (j) passamos a um problema simples de Teo-
ria da Decisdo que permitira escolhermos provaveis valores futuros de ZT (j) com
dadas probabilidades.

Com relagdo ao horizonte de previsdio ' 2",
valor, podemos ter previsoes a curto, médio e longo prazos. Os diversos métodos
que apresentamos neste artigo se referem a previsdes a curto prazo, ou seja, aque-
les métodos que permitem uma razoavel visdo do futuro através de extrapolagdo
direta do ocorrido no passado. Por outro lado, para métodos que produzam previ-
sGes a médio e longo prazos a literatura existente é praticamente nula. E interessan-
te também lembrar que mesmo para as previsGes a curto prazo, ndo existe um nu-
mero fixo que caracteriza o horizonte " 2 .
{1981a) o valor " 2 ” dependeré do grau de previsibilidade da série, que por sua
vez estd intimamente relacionado ao erro de previsdo 1— passo a frente.

2.3 —Modelos para a analise e previsdo de Séries Temporais

A determinagdo das diversas relagoes de dependéncia serial existentes
numa série, ou seja, a analise da série discutida na se¢do anterior nos leva a definigdo
de um modelo matemdtico com o qual obtemos as previsGes de Zt. Apresentamos
neste artigo um resumo dos mais conhecidos métodos para previsdo de séries
temporais. Conforme veremos, com rarissimas excessoes, tais metodologias partem
do pressuposto que o “‘sistema gerador da série’’ pode ser razoavglmente aproxi-
mado por um modelo linear. Esta suposigdo é sem dlvida um tanto restritiva, prin-
cipalmente se levarmos em conta a ndo-linearidade da grande maioria dos sistemas
reais.

Os métodos que discutiremos neste artigo sdo apresentados em
ordem aproximadamente cronoldgica e classificados em dois grupos distintos:

— Univariados: baseados numa Gnica série histérica;

— Multivariados: aqueles que envolvem mais de uma série histérica.

3 -~ MODELOS UNIVARIADOS

Os métodos aqui considerados sdo aqueles que baseiam-se somente
na informagdo referente a série temporal em estudo no estabelecimento do modelo
de previsdo. Dentre estes métodos, destacaremos aqueles que levam em considera-
¢do unicamente a informagdo contida na série histérica rdl (Métodos Baseados em
Estatistica Cldssica), e aqueles que, além de 2T permitem a inclusdo de informa-
¢Bes ndo contidas na série histérica {métodos baseados em Estatistica Bayesiana),
conforme ilustrado abaixo:
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Modelo
rdl (1) | Univariado | = (4) Zrlih =12 ..., 8
=l (3 g

t

(2)

Informacgoes
Relevantes

onde;

{1) e {2): entradas (série historica e outras informagées)
(3 )~ modelo matematico representativo do fendmeno em estudo
(4) saida do modelo (previsdes, etc. . .)

3.1 Método de Decomposicdo

Este vem a ser o pioneiro dos métodos univariados e se baseia na
hipotese que qualquer série temporal Zt é composta de 4 componentes distintas:
T, (tendéncia), S (sazonalidade), C, (variacdo ciclica) e e; (componente alea-
toria); ou seja, assume o seguinte modelo geral para Z,:

Z,=Z,(T,, S, Cy &) (3.1)

Basicamente, a anélise dos dados historicos ZT é feita com o obje-
tivo de modelar convenientemente as componentes de Tendéncia, Sazonalidade e
Ciclica. A adequabilidade do modelo assim obtido é testada através dos residuos ou
erros estimados.

Entre os diversos modelos de decomposicdo que podemos obter de
3.1 destacamos:

- Modelo Aditivo:
Zt=“!',c+s,£+ct+et

— Modelo Multiplicativo:
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— Modelo Misto:

. S

Z,=T, . S,

t= Tt -Gy toe

1

Evidentemente, o modelo multiplicativo acima recai no modelo adi-
tivo via aplicagdo de uma transformagao logaritmica.

Uma formulagdo mais simples, conforme sugestdo de Granger &
Newbold, (1977), consiste na omissdao da componente ciclica Ct nas equagoes
acima, visto que o efeito de tal componente é relativamente insignificante nc
comportamento da maioria das séries.

Tais métodos, bastante usados até o inicio dos anos 60’s, sdo hoje
considerados obsoletos e praticamente abandonados pelos usudrios.

REFERENCIAS:

Souza, (1981a); Morettin & Toloi, (1981a) e Granger & Newbold, (1977).

3.2 — Métodos Automaticos

Classificamos como automadticos todos aqueles métodos do tipo
"caixa preta"’, ou seja, aquelas metodologias que podem ser diretamente programa-
das no computador e que requerem minima interven¢cdo humana. Estes métodos sdo
também baseados numa anélise exaustiva da série histérica Z ' e produzem, na
maioria dos casos, previsdes pontuais com razoével precisdo e baixo custo.

O desenvolvimento de grande parte destes métodos data do inicio
do anos 60, sendo que algunsdeles estdo em pleno uso nos dias de hoje.

Sdo varios os métodos classificados como automadticos na literatura.
Os mais usados dentre eles sdo:

— Médias moveis;

— Métodos de amortecimento exponencial de Brown;
— Autoregressdo ‘'stepwise’’;

— Método de Holt—Winters;

— Amortecimento harmdnico de Harrison;

— Método Census I, X—11, etc. . .

O leitor interessado deve se referir a Pereira, (1980) e Morettin & To-
loi, (1981a) para uma discussdo detalhada a respeito destes métodos. Outras refe-
réncias de interesse sdo apresentadas a seguir:
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RE FERENCIAS ADICIONAIS:

Brown, (1962); Harrison, (1965); Chatfield, (1975}; Montgomery & Johnson,
(1976); Pegels, (1969} ; Pereira, (1981); Thomopoulus, (1980).

3.3 -- Método Box & Jenkins

O grande desenvolvimento na drea de previsdo de séries temporais
data de 1970, quando Box & Jenkins (BJ) apresentaram uma metodologia bem
diferente das existentes. Baseados no importante resultado de Wold, (1938}, que
provou que qualquer série temporal Zt pode ser representada por um modelo
médias mdveis infinito, BJ propdem uma classe de modelos lineares conhecida
como modelos ARMA (Auto- Regressive & Moving-average).

Teoricamente, os modelos BJ assumem que a série temporal em
estudo representa uma realizagdo de um processo estocastico que foi gerado pela
passagem sucessiva de um ruido branco (processo estocastico cujas variaveis aleato-
rias sdo independentes e identicamente distribuidas) por dois filtros lineares: um
estdvel e outro instavel (entende-se por filtro linear, neste contexto, a uma combi-
nagdo linear das varidveis de entrada do sistema). Da teoria de sistemas lineares a
passagem do ruido branco pelo filtro linear estdvel produziréd na saida um proceso
estacionario. Este, quando tratado por um certo tipo de filtro instavel produzira na
safda um processo ndo-estaciondrio (do tipo homogéneo) que caracteriza a maioria
dos processos reais, conforme ilustramos abaixo:

e Filtro Wt Filtro Zt
et ———————— S ——————(- —————————i
ruido Linear processo Linear processo
branco - .estacionério ndo-estaciondrio
Estdvel Instavel homogéno

® @,

E importante lembrar que a proposi¢do acima foi, na realidade,
apresentada iniciamente por Wold, provando que Wt pode ser expresso por:

We =dgeg T yqpe g +tige o+ ...
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ou seja, o filtro F1 é dado por:
Fi:wiB) = wg+ yyB+yyB2+ .

onde B ¢ o operador de atraso, i.e.: Bk 2, = Z,_,- Poroutro lado, o :levada
numero de pardmetros . de F1 (teoricamente ¥ ( B') tem grau infinito em B)
motivou BJ a proporem para F1 uma razao de dois polindmios de grau finito em
B equivalente a ¥ (B ) — formulacdo parcimoniosa com relacdo ao nimero de
parametros. BJ propoem os seguintes filtros:

Fr:0 (B)/®(B),

Fy: v_d = (1-8)79,

onde:
8(B): polindmio médias-mdveis ( MA ) de grau ‘’'q” em B;
. 2 _ q
8(8)—1—318—928 BqB
¢(B): polindmio auto-regressivo { AR ) degrau “p” em B;
p(B) =1—¢; B—y, B2~ . —¢ 8P

V=(1-B): operador diferenca simples, i. e.
v Z, = Zt - Zt—?
d: grau da diferen¢a simples.

Ao modelo assim obtido di-se o nome de ARIMA (p, d, q} simples
expresso por:

¢(8)v9Z, = 0(B)e; W, =vizZ (32)
No caso da existéncia de componente sazonal de periodo ‘s BJ

definem de forma similar o modelo ARIMA (p,d,q) X (P,D, Q) multiplicativo
(também conhecido na literatura como SAR{MA), ou seja:

®(8%).4(B). VI VI Z = ©(B%).0(B).e; (33
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- vD od
Wi= Vs V- 4

onde ®(.) e O (.) sdo os polindmios AR e MA sazonaisde graus P.s e Q.s
respectivamente e V? = (1- BS)D é o operador de diferenga sazonal.

A modelagem proposta por BJ consiste assim na identifcagdo de um
modelo ARIMA (ou SARIMA) pertencente a classe de modelos lineares (equagdes
3.2 ou 3.3) que melhor represente Zt' Em outras palavras, através de ZT deter-
minamos os polindmios dos dois filtros F2 e F1 (nesta ordem), que produzem
aquela série de residuos eT = (e1. €y, « v s eT) que melhor represente uma rea-
lizagdo de um processo ruido branco. Para tal BJ sugerem o seguinte procedi-
mento:

- Identificagao
(i) selegdo prelimtinar dos graus de diferenciagdo ‘‘d” e D’ que
levam a série ndo-estacionaria Zt numa série estacionaria Wt‘
(ii ) selegdo preliminar dos graus “‘p, P” { AR ) e “q, Q" { MA ) do
filtro linear estavel.

A identificagdo destes parametros é feita comparando os estimadores
da fungdo de autocorrelagdo e autocorrelagdo parcial com os respectivos padroes
tedricos.

— Estimagao

Estagio onde é feita a estimagdo dos pardmetros (-5 . P., 6., 0)
do modelo identificado, assim como da varidncia dos residuos O Esta estimace’lio
é feita minimizando a soma dos quadrados dos resfduos, ou maximizando a fungao
-de verossimilhanga no caso de rufdos normais.

— Testes

O modelo estimado é submetido a um conjunto de testes estatisticos
para se verificar a aderéncia do mesmo aos dados. A maioria dos testes propostos
por BJ fazem uso dos residuos estimados e ', 0s quais devem representar uma rea-
lizagdo de um processo ruido branco caso o modelo seja adequado. Caso o modelo
ndo produza uma realizagdo de um ruido branco na saida volta-se ao estégio inicial,
identifica-se outro modelo e assim sucessivamente até que um modelo adequado
seja obtido.
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— Previsio

Neste tiltimo estigio fazemos as previsdes dos valores futuros
ZT (1), ZT (2), ..., ZT (£} utilizando o modelo devidamente testado.

A metodologia descrita acima corresponde exatamente & proposta
dos autores em 1970. Tal formuléi,:é‘o, apesar de tendenciosamente académica,
atraiu a ateng¢do de pesquisadores tedricos e praticos, provocando um grande desen-
volvimento na &area. Como resultado, varias foram as tentativas de melhorias do
método. Em particular, o estigio da identificagdo dos modelos que a préatica tem
mostrado ser o mais trabalhoso e que exige conhecimento e experiéncia do analista,
tem sido o mais explorado nestes anos. Entre as diversas propostas para a identifi-
cagdo de modelos podemos destacar:

— Fungdo de Autocorrelagdo Inversa em substituicdo & Fungdo de Autocorrelagdo
Parcial na identificagcdo [ Cleveland, (1972); Chatfield, (1979) e Souza, (1981b) ] .

— Critério de Informagdo de Akaike e reconhecimento de padrGes via autocorrela-
cdo parcial {ou inversa). [ Akaike, (1971); Ozaki, (1977) ].

— Transformag¢do G transformacgdo das autocorrelagGes da série para a obtengao de
certos arranjos (conhecidos como arranjos R e S). Identifica-se 0 modelo compa-
rando estimativas destes arranjos com padrées tedricos [ Gray et al, (1978); Fin-
dley, (1981) |.

— “Corner Method” que consiste na fonnagdo de matrizes cujos elementos sdo as
diversas autocorrelagGes da série. Substituindo-se as autocorrelagdes tedricas pelos
respectivos estimadores os determinantes destas matrizes sao calculados e poste-
riormente substituidos numa outra matriz, que é comparada com padr&es tedricos
os quais permitem a identificagdode p e q.

Podemos adiantar que tanto este método quanto a transformagdo G tém mostrado
ser de dificil aplicacdo a dados reais. Acreditamos que tal dificuldade é provéniente
do uso de fungGes das autocorrelagdes tedricas por ambos modelos como padrdo de
reconhecimento [ Begoin, (1979) ].

— Método Iterativo de Identificagdo. Este é um método recente proposto por Aba-
die & Travers que consiste na identificagdo de modelos ARIMA, sem fazer uso dos
estimadores das autocorrelagoes. Os autores desenvolveram um algoritmo de identi-
ficagdo no qual, comegando com um ARIMA (1, d, 1) seus pardmetros AR e MA
sdo estimados pelo procedimento usual. Dependendo dos valores destes parametros
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o método sugere modificacdesem p, d e q até que um modelo adequado. seja
obtido. O método também se aplica para modelos SARIMA [ Abadie & Travers,
1980e 1981 ].

— Algoritmo de Ientificagdo de Pukkila. Este método, proposto recentemente por
Pukkila, sugere a identificagdo dos parametros p e q de um modelo ARMA atra-
vés dos estimadores dos pesos Y. e ., onde:

8

Vi ek 447 k}-:1ﬂk Ly g T gy

N
It
[
o

k

Fazendo uso da relagdo existente entre Y. e 7. e os pardmetros @.
e 8. o algoritmo ndo s6 determina a ordem p e q, como tamb&m os respectivos
estimadores dos parametros [ Pukkila, 1981 1.

Além destas diversas propostas especificas, tem-se notado uma gran-
de preocupacgdo nos Qltimos anos na implementagdo do método BJ totalmente
automatico. Apesar das muitas criticas recebidas, tal procedimento tem provado ser
de grande utilidade quando usado como ferramenta adicional no algoritmo ndo-au-
tomatico. Destacamos em especial os seguintes métodos BJ automaticos: Hill &
Woodworth, (1980); Lenz, (1977) e Kang, (1981).

REFERENCIAS ADICIONAIS:

Box & Jenkins, (1970); Nelson, (1973); Souza, (1974); D’Araujo, (1974); Ander-
. son, (1975); Granger & Newbold, (1977); Thomopoulos, (1980); Pereira & Souza,
(1981).

3.4 — Método Filtro Adaptativo

O método Filtro Adaptativo recentemente desenvolvido, consiste
também na fixagdo de modelos lineares do tipo ARIMA a séries temporais. A
grande diferenga deste procedimento em relagdo ao BJ estd na utilizagdo de um
algoritmo recursivo para a estimagdo dos parametros, conhecido na literatura por
"'steepest descent”. Tal algoritimo permite a estimagdo dos parametros AR e MA
que se adaptam a série temporal a cada instante de tempo, diferentemente do mode-
lo BJ que assumem estes parametros constantes.

Conforme originalmente proposto, o Filtro Adaptativo assume para
a série temporal Zt um modelo AR(p ) de pardmetros varidveis da forma:
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p
Zt= = ¢|(t) . thi'
i=1
sendo os pardmetros ¢. ( t) atualizados segundo a expressdo:
gt 1) =g (1) + 2Ke, 2, i=1,2,....p
onde:

eyl erro de previsdo 1—passo a frente no instante “'t'’:

i.e.,
p
e, 72, — zoglt) .2
i=1
K: constante de aprendizado; responsavel pela velocidade de convergéncia do

método.

A versdao mais geral do método, conhecida como Filtro Adaptativo
Generalizado se aplica a qualquer tipo de modelo ARMA (p, q) da forma:

I ™Mo

p
Z.= X ¢(t).Z ;+

t . ) Bj(t)et--j; Go(t)=1
i=1 J

o

Os pardmetros auto-regressivos sdo continuamente atualizados como
. irf -
mostrado anteriormente para o caso AR puro, enquanto que os pardmetros MA
sdo atualizados pela seguinte expressdo recursiva:

6;(t+1)=6,(t)—2Kece,_;; i=12...4

Conforme mencionado por Morettin & Toloi, (1981), este método
tem como pontos positivos a adaptabilidade dos parametros do modelo ao compor-
tamento local da série e ndo restringe o tamanho da série historica. Por outro lado,
possui sérios problemas de implementagao, especialmente em relagdo a constante de
aprendizado K. Esta constante, responsavel pela velocidade de convergéncia do
algoritmo de estimagao, deve ser. cuidadosamente escolhido para evitar instabilidade
do método.
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REFERENCIAS ADICIONAIS:

Morettin & Toloi, (1981a); Perrotta, (1981); Makridakis, (1976); Makridakis &
Wheelwright, (1977); Silva, (1975).

3.5 — Métodos Bayesianos

Apresentamos nesta secao aqueles métodos que devido a sua natu-
reza Bayesiana, permitem que informacGes relevantes nao presentes na série histo-
rica sejam incorporadas ao modelo. O uso da *'filosofia Bayesiana” no contexto de
previsdo é recente; na realidade a primeira proposicdo neste sentido s6 foi oficial-
mente publicada em 1976 com a formulacdo clara e elegante de Harrison & Stevens.
Mostramos aqui os dois métodos Bayesianos de Previsdo existentes na literatura: os
modelos de Harrison & Stevens e o modelo BEF {"'Bayesian Entropy Forecasting’’.)

3.5.1 — Modelo de Harrison & Stevens

Harrison & Stevens utilizam um modelo linear geral, de formulacdo
paramétrica e a estes uma interpretacdo Bayesiana dinamica, ou seja, os pardmetros
do modelo sdo.interpretados como varidveis aleatOrias cuja distribuicao é continua-
mente atualizada a’cada instante de tempo. Eles utilizam uma classe geral de mo-
delos lineares, conhecida por Modelo Linear Dindmico ( MLD ), dada por:

i

Zt = Et Qt tvg equacado das observacoes (3.4)
8¢ =G 8,1 + w, = equacdo do sistema (35)

onde:

t: instante de tempo

Zt: observacao

E.: vetordas varidveis independentes (1 xn)

8, vetor paramétrico (nx1)

G: matriz do sistema (nxn)

v, € w: ruidosde Z; e B vp VNI, V) wy N(O, W,)

A formulacao acima permite que a distribuicdo do vetor paramétrico
seja continuamente atualizada a cada instante de tempo através do Filtro de Kalman
[ Kalman, (1960) e Kalman & Bucy, (1961) ] . Seja, por exemplo, a distribuigdo a
posteriori do vetor paramétrico no instante ““T"” conhecida e dada por:
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T.,T . .
(—B—T |Z : 1) N{an' QT)'

onde IT representa a informagdo ndo presente na série historica. Podemos facil-
mente obter sequencialmente a distribuigdo de probabilidade das observagdes futu-
ras Z , 2 ... 2 através das equacdes 3.4 e 3.5. Quando observa-
T+ CT+2 - T+2 ¢35 equac h :

mos no instante seguinte Zy, 4 (e | ), utilizamos as equagoes recursivas do
Filtro de Kalman para o calculo da distribuigdo a posteriori no instante "“T+1".
Podemos provar que:

i ZTH, IT+‘l }

L o RS S HE

onde
My = Moy My Cpi Fryqi G Vi Wi Zy9)
Cra1 = e O Bqyqi G0 Vopggs Ly Zyyg)

Ao leitor interessado em detalhes e provas destas equagbes recomen- -
damos Harrison & Stevens, (1976).

Outro detalhe importante a respeito desta formulagdo é a possibili-
dade de incorporagdo de incertezas associada ao préprio modelo. Devido a sua natu-
reza Bayesiana, podemos tornar a formulagdo bem mais “‘robusta’’, associando as
incertezas inerentes aos parametros aquelas relativas ao proprio modelo. Podemos,
por exemplo, assumir a existéncia de um nimero discreto de modelos para a série
em estudo e associar a eles uma distribui¢do de probabilidade que é continuamente
atualizada a luz de informagGes recebidas ao longo do tempo, via aplicagdo simples
do teorema de Bayes. Isto permite que sistemas susceptiveis a descontinuidades de
qualquer tipo, tais como transientes, variagoes do nivel, tendéncia, etc. . ., sejam
perfeitamente modelaveis. Deve o usuério estar ciente que o enfoque Bayesiano no
contexto de Previsdo faz com que a modelagem de uma série seja antes de tudo um
estado da arte, exigindo do usudrio alto grau de criatividade e conhecimento do
sistema em estudo.

A grande aplicagdo destes modelos esta concentrada em situagGes do
tipo:

— série historica é pequena ou inexistente;

— sistemas sujeitos a mudangas dindmicas tais que suas séries histori-

cas ndo traduzem a realidade.

Destacamos, por exemplo, o uso destes modelos na previsdo de ven-
das de produtos novos langados num dado mercado, previsdao de fndices econdmicos
em economias inflacionadas etc. ..



90 REVISTA DE ECONOMETRIA

RE FERENCIAS ADICIONAIS:

Harrison & Stevens, (1976); Johnson & Harrison, (1980); Gantarelis, (1980); Souza
et al, (1980); Souza & Farias Neto, (1980a, 1980b); Farias Neto & Souza, (1980);
Morettin & Toloi, {(1981b); Souza, {(1981c); Farias Neto, {1981).

3.5.2 -- Modelos BEF (Bayesian Entropy Forecasting)

Esta vem a ser uma gutra formulagdo de natureza Bayesiana para
previsdo de sg‘;ie% univariadas, apresentada em 1979 por Souza & Harrison, seus
autores. A metodologia consiste basicamente de uma extensdo tedrica dos modelos
lineares de Harrison & Steven para ambientes ndao gaussianos. Mais especificamente,
a formulacdo BEF existente na literatura generaliza somente duas classes dos mode-
los de Harrison & Stevens, ou seja:

— Modelo estdtico, descrito pelas equagdes:

Yt§ 0,{+vt; Ve N0, V)V constante

— Maodelo estaciondrio, descrito pelas equagdes:
Ytﬁﬂt + oWl vy VNGO, V)
8t =6t—1 + Wy wy v N{0, W), V e W constante.

Redefinindo os modelos acima, utilizando-se agora a Fungdo de En-
tropia de Shannon como medida de incerteza (ao invés da Variancia, usada no caso
geral), foi possivel generalizar os modelos estatico e estacionario para observagdes
cuja distribuicdo de probabilidade pertence agora a uma familia mais ampla, incluin-
do como caso particular a distribui¢cdo normal.

A natureza Bayesiana dos modelos BE F permite também que sejam
incorporadas as incertezas com relagdo ao modelo, conforme discutimos na se¢ao
anterior. Esta formulagdo de ““Estados Multiplos’’ tem sido particularmente Gtil em
aplicacdes relacionadas a previsdo de surtos epidémicos (notificacdes de sarampo em
comunidades isoladas em particular). Neste caso especifico utilizamos o modelo
BEF Poisson-Gamma, assumindo que as observagcdes seguem um processo de
Poisson cuja média (razdo de infecgcdo) tem distribuicdo Gamma. Outros modelos
BEF ja formulados e usados em aplicagdes diversas sdo:
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— BEF Binomial—Beta (aplicado a estimagd@o do devastamento geografico de pro-
cessos epidemioldgicos);

— BEF Geométrico Poisson—Gamma (aplicado em problemas de controle de esto-
ques de itens de alto custo-baixa procura ).

RE FERENCIAS ADICIONAIS:

Souza, (1978; 1980; 1981d; 1981¢; 19811); Souza et al, (1979); Souza & Harrison,
(1981).

3.6 - Combinagdo de Previsdes

Concluimos esta segdo, apresentando um resumo dos resultados
recentes de Granger, (1980) relativos @ combinagdo de previsGes univariadas. Gran-
ger.mostra inicialmente que a combinagdo das previsGes obtidas com duas metodo-
logias distintas, produzira previsGes melhores
seja a série temporal Zt; t = 1, 2, ... easprevisoes 1—passo a frente obtidas
com os métodos 1 e 2 dadas por:

Zi 1) (1): previsdo de Z,,1 (método 1)
2{2) (1): previsio de Z,,1 (método 2)
Denotando:
e.( 1) & e.( 2 ): erros de previsdo 1—passo a frente com métodos 1 e 2.
e.( ¢ ): erro de previsdo do método combinado. Entdo, a previsdo combinada
2t Cli1) de Zyi1 é aquela obtida pela combinagdo linear das previsGes Zt( 1)
e Zt( 2), i.e;

Zi =zl L 22,

onde, o peso k" ¢é selecionado de tal forma que a variancia do erro de previsdo do
método combinado;
elc) =2 _zle) (1) é minimizada
t+1 t+1 t
Granger prossegue estendendo o argumento para o caso da combina-
¢do de previsGes obtidas pelos dois métodos considerando o peso ‘‘k” varidvel, ou
seja, assume para Zt( c) (1) aseguinte expressdo:



92 REVISTA DE ECONOMETRIA
Sz )zt 2)
zie) (1) = ke zg TN+ (1) 2 2 N1,

onde os pesos k. sdo continuamente atualizados seguindo o mesmo argumento do
caso constante.

. Finalmente, no caso geral da combinagcdo de ' p " previsdes
Zt( V1), 0= 1,2, ..., p aprevisio combinada Zt( €)(1) & também obtida
através de uma combinagdo linear das p previsdes da forma:

p . R
ziehiny= 2 Wl o2l
i=1

sendo os pesos ki ! ); i=1, 2, ..., p obtidos de forma idéntica.

Como palavra final, vale a pena salientar alguns pontos relativos a
esta combinagdo de métodos. Devemos estar cientes que a previsdo combinada
obtida é 6tima para o horizonte £ = 1. Nada pode ser dito de Zt( c) {2) para
£ > 1. Com relagdo a forma de previsdo, é importante lembrar que o desenvolvi-
mento acima se aplica somente a combinagdo das previsGes pontuais fornecidas
pelos diversos métodos. Caso algum dos métodos a ser combinado fornega previsGes
sob a forma de distribuigdo de probabilidade, devemos entdo obter um valor pon-
tual nesta distribuigdo antes de empregarmos o procedimento de Granger.

RE FERENCIAS ADICIONAIS:

Newbold & Granger, {1974); Bunn, (1975 & 1981).

4 - MODELOS MULTIVARIADOS
4.1 — Introdugdo

Mostramos na se¢do anterior aqueles modelos desenvolvidos com o
objetivo de explicar o comportamento futuro de uma série através do seu proprio
passado. Estamos agora interessados em relacionar uma série de saida Zt a vérias
séries de entrada Xh, X2t' ey th. Mais especificamente, os Modelos Multiva-
riados que descrevemos nesta se¢do procuram explicar o comportamento futuro de
Zt por um modelo linear, obtido através de andlise conjunta do passado historico
de Zt edas “ k" séries de entrada ou causais.

A literatura existente considera dois casos distintos:

(i) As séries de entrada afetam a saida unidirecionalmente. Em

outras palavras, considera-se conhecida a dire¢do de causalidade
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entre as séries. Para este tipo de problema o modelo multivariado é
comumente conhecido como Modelo de Fungdo de Transferéncia.

{ ii ) A direcdo de causalidade entre entrada e saida ndo é conhecida
a priori, ou seja, pode existir um ‘“feedback’ no sistema. Para este
problema o modelo recebe o nome de Modelo de Fungdo de Transfe-
réncia de Malha Aberta ou Modelo Multivariado propriamente dito.

4.2 — Modelo de Funcao de Transferéncia

Seja:

Zt: série temporal de saida ou série de interesse.

zT. (21, Zy, ..., Zy) série historica correspondente & Z,.

Xit: série temporal i’ de entrada; i=1, 2, ..., k

XiT: (Xi1 , Xi2, e XiT): série historica correspondente a varidvel de entrada Xit'

Assumindo que ndo existe um "feedback’’ entra a saida e as entra-
das, ou seja, estamos seguros que X;,; i=1,2 ..., k causam Z,, as previsGes
dos valores futuros de saida [ Zp( 1), Z4( 2 ) ..., Z3 (R) ] sdo determinadas
pelo modelo de Fungdo de Transferéncia obtido pela analise das séries de entrada e
saida, conforme esquema

T
X4
Modelo de
= Fungdo de —-Zp (i} i=t, 2,....¢%
T Transferéncia
Xk
v T

Apresentamos a seguir as duas metodologias de Fun¢do de Transfe-
réncia em uso corrente; uma baseada em Estatistica Classica (Box & Jenkins)e a
outra seguindo uma filosofia Bayesiana {(Método de Harrison & Stevens).
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4.2.1 — Modelo de RFungdo de Transferéncia de Box & Jenkins

Sem perda de generalidade, consideremos o caso mais simples de
uma Unica série de entrada Xt causando a saida Zt‘ Vamos também supor que
Xt e Zt sdo séries estacionarias, ou foram feitgs estacionarias através da aplicagdo
apropriada dos operadores diferenga (simples 7 ~) ou (sazonal Vs ). Da teoria geral
de sistemas lineares, o modelo linear mais geral que relaciona X; e Zt é:

Zt= voxt'!'\laxt_.‘+V2Xt__2+...+et (4.1)
ou, em termos do operador de atraso "B”':

Zt=v(B).Xt+e (4.2)

1
onde os pesos vip i = 0, 1, 2, ... sdo asrespostas a fungdo impulso que indicam
como a série de entrada )(t é “transferida’’ ou “‘refletida” na série de saida.

Analisando a formulagdo acima BJ constataram os seguintes pro-
blemas:

— modelo ndo-parcimonioso (nimero excessivo de pesos vor V1r Voo - )

— ndo leva em consideragdo um possivel defasamento no efeito da variavel de en-
trada

— independéncia serial da série de saida.

Para contornar tais problemas BJ prop6em uma formulagdo parci-
moniosa para o modelo acima, considerando o polindmio de grau infinito em B da
equacdo 4.2, i. e, v(B), substitufdo por um quociente de dois polindmios de grau
finito em B conforme mostrado abaixo:

Z:.W_(QLX + e

t s P 143

t

" " "

onde w(B) e 6 (B) sdo polindmiosdegraus “s” e “r " em B daforma:
w(B) =wg —wqB — ... —weB"; §B)=1-6B—...-8B"

e b é um inteiro representando o defasamento na entrada.
Comparando as equagoes 4.2 e 4.3 podemos facilmente constatar
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que:

viB)= wiB) gb (4.4)
5(B)

Para tornar a formulacdo dada pela equacdo (4.3 ) mais geral BJ
propdem a substituicdo do termo de erro e {supostamente um ruido branco), por
uma componente de erro ‘“‘n,”’ que apresenta correlagdo serial, sendo assim possi-
vel sua modelagem por um ARMA (p, q). Desta forma, o modelo final de B) ¢

dado por:

(W0“W1B—...—WSBS)
z, = TP Xep + Ny (45)
=8,
(1= B—... =g, BPin=(1-8B—...—0, 8% e

Com relacdo a metodologia BJ para a obtengdo da Funcdo de
Transferéncia, o procedimento segue a mesma seqiiéncia do caso univariado, ou
seja, identificagdo, estimagdo, testes e previsdo. Aqui também a identificacdo do
fnodelo, que consiste na determinacgdo dos valores {(d, r, s, b, p, q) se constitui no
estagio mais dificil, obedecendo a seguinte seqiiéncia:

19 Etapa;

Identificacdo de ‘'d” {e/ou''D”)

Feita através dos estimadores das autocorrelacdes das duas séries
com o objetivo de ter Xt e 2t estacionarias.

22 Etapa:

Identificagdo de (r, s, b)

Feita através das respostas impulsionais, i. e., 0s pesos vgr Vqr- -
que sdo estimados da seguinte forma:

~— Pré-branqueamento da entrada:
Determinamos o modelo ARMA (p, q) que transforma Xt na série
de ruidos -

~ Aplicamos o mesmo modelo ARMA a saida que fornece a série de residuos Bt
(ndo necessariamente ruido branco).
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— Estimagdo dos pesos pela expressdo:

\7k= rocﬁ“‘ ). 5ﬁ/ﬁa,

onde:

"a g (k): estimador da correlagdo cruzada entre ﬁt e &4 no “lag” k=0, 1,
2,...

%, 604: estimadores dos desvios padroes das duas séries de residuos.

Com os pesos estimados, fazemos uso da equagdo ( 4.4 ) e um
procedimento geral de reconhecimento de padrOes que permite a identificagdo dos
parametros de interesse b, r e s (nesta ordem).

32 Etapa:

Identificagdo de (p, q)

Utilizamos os pesos \70, \71, ... estimados na2?
historicas que permitem a geragao dos residuos através da expressdo:

fiy = Z, — ¥ (B) X,

Aplicamos em seguida o procedimento BJ univariado a série gerada, onde obtemos
peaq.

A seqliéncia operacional do método é como ja discutimos no caso
univariado, ou seja, os parametros sdo estimados {minimos quadrados) e o modelo
estimado é submetido a uma série de testes. Comprovada a sua adequabilidade par-
timos para a previsdo; caso contrario voltamos & fase de identificagdo para escolher-
mos outro modelo e repetirmos o ciclo. )

O procedimento que descrevemos acima para o caso particular de
uma entrada — uma saida se extende naturalmente para o caso geral de vérias séries
de entrada.

Este modelo tem sido usado em vérias situagOes; entre elas desta-
camos:

- Consumo didrio de gas na Grd-Bretanha em fun¢do da temperatura média diéria
[ Piggott, 1980 ].

— Influéncia de “’propaganda’’ em vendas [ Helmer & Johansson, 1977 1.

— Consumo mensal de eletricidade na Gra-Bretanha em fungdo da temperatura mé-
dia mensal [ Jenkins, 1979 | .
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RE FERENCIAS ADICIONAIS:

Box & Jenkins, (1970) — Capitulos 10 e 11; Pack, (1977); Lenz, (1981); Jenkins,
(1979). ’

4.2.2 — Modelo Bayesiano

Apresentamos agora uma nova formulagdo de Fungdo de Transferén-
cia, neste caso, fundada na Estatistica Bayesiana. Em particular, os .modglos Baye-
sianos de Harrison & Stevens discutidos na segdo anterior para o caso univariado
podem ser ampliados, permitindo a incoporagdo de varidveis. explicativas na formu-
lagdo do modelo. Esta metodologia é bastante recente e, ainda, ndo estad formal-
mente desenvolvida como a de Box & Jenkins descrita na secdo 4.2.1. Ng realidade
existe na literatura um unico trabal
son & Harrison.

A formulagdo Bayesiana de Harrison & Stevens consiste, basicamen-
te, na incorporagdo das variaveis causais (previamente selecionadas pelo usuario) na
matriz das varidveis independentes Et e seus parametros incorporados ao vetor
paramétrico. Temos, assim, a mesma formulagdo DLM do caso univariado, exten-
dida o suficiente para que as novas varidveis causais sejam incorporadas. Desta
forma podemos utilizar o Filtro de Kalman para a atualizagdo dos parametros e as
previsOes obtidas como mostrado no caso univariado.

Esta idéia foi utilizada por Johnson & Harrison na previsdo de vendas
de bebidas alcodlicas na Inglaterra, explicada por duas variaveis: efeito climatico e
efeito de prego. O estudo detalhado do mercado permitiu que as diversas variaveis
explicativas fossem analisadas e posteriormente incorporadas a formulagdo univa-
riada. Vale a pena mencionar que este € um caso tipico em que o uso do método
Bayesiano se faz imperioso, ja que as séries historicas eram praticamente inexisten-
tes, o que ndo permitiria a utilizagdo do modelo BJ.

REFERENCIA:

Johnson & Harrison, (1980).

4.3 — Modelos Multivariados Propriamente Dito

Ocorrem muitas vezes na pratica situagGes em que um modelo de
uma Unica equagdo ndo é adequado para descrever o comportamento de duas ou
mais séries, devido a presenga de mais de uma variavel endégena na formulagdo do
modelo.
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Este é o caso comum em aplicagdes econdmicas e do mercado finan-
ceiro. Seja por exemplo o caso da previsdo do prego da carne de porco levando em
consideragao a quantidade existente. Poderiamos inicialmente aplicar um modelo
de Fungdo de Transferéncia assumindo a quantidade como varidvel de entrada e o
prego como saida {i.e., quantidade causando prego). Entretanto, como ja conhe-
cemos do comportamento do mercado, se a oferta excede a demanda, os pregos
cairdo, resultando numa redugdo da produgdo. Conseqlientemente, devido a queda
nos pregos, a procura tornard maior que a oferta causando eventualmente um
aumento no prec¢o. Este exemplo simples deixa evidente que um modelo de Fungao
de Transferéncia (quantidade causando prego) ndo é adequado. Na realidade, este
problema deve ser estudado através de uma Fungdo de Transferéncia de Malha
Aberta ou Modelo Multivariado que mostramos nesta se¢ao.

Seja gt = (Zit' 22t' ceey Zkt) o vetor das “'k’’ séries temporais
em estudo. Os modelos multivariados para previsdo de séries sdo esquematizados
conforme mostramos abaixo; onde _Z_,: representa o vetor de saida de dimensdo
menor ou igual a k.

Zy g | Modelo Multivariado | ——p—s Z¢

t =7

A literatura existente para tais modelos & bastante escassa. De fato,
somente os modelos de Box & Jenkins e o Espago de Estados de Mehra tém sido
usados para este tipo de problema.

4.3.1 — Modelo Box & Jenkins multivariado

Apesar das idéias fundamentais do Modelo Multivariado terem sido
langadas em 1973, a sua implementagdo como metodologia sb foi possivel recente-
mente através de importantes trabalhos de Jenkins.

O método faz uso do modelo ARIMA Multivariado definido por:

$(BIW, =8(B)e,

onde:

¢(B): é a matriz de operadores auto-regressivos cujos elementos sdo poli-
noémios de grau p;; em B.

6(B): é a matriz de operadores médias-moveis cujos elementos sdo polino-

mios de grau 9jj em B.
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Wt: (W1 ” W2t' ca e, Wkt) : é o vetor de séries estacionarias obtido pela
aplicacao do operador diferenca as séries do vetor original ;t'

I é 0 vetor cujas componentes sao procesos ruido branco.

A metodologia consiste também das mesmas etapas caracteristicas

dos modelos Box & Jenkins, ou seja, identificacdo do modelo, estimacdo dos para-

metros, testes estatisticos e previsdo. Aqui também o estdgio da identificacdo se

constitui no mais trabalhoso e de dificil utilizacdo pratica. Para o caso multivariado

em questado, Jenkins, (1981) aponta dois métodos distintos:

— identificacdo baseada na comparacdo de padroes tedricos das matrizes de auto-
correlagdo e autocorrelagdo parcial com as correspondentes, estimadas de V_Vt;
— identificacdo baseada nas mesmas estatisticas (autocorrelacdo e autocorrelacdo
parcial) estimadas com os resfduos obtidos de modelos univariados aplicados a cada
uma das séries Wit; i=1, 2 ..., k; i.é., pré-branqueamento de Wt'

A prética tem mostrado que ambos métodos sdo de dificil aplicagao
préatica, especialmente para valores elevados de k. Sugerimos ao leitor interessado o
o recente artigo de Jenkins & Alavi, (1981) onde s3o mostrados 3 exemplos de iden-
tificacdo de modelos ARIMA bivariados.

REFERENCIAS ADICIONAIS:
Alavi, (1973); Jenkins, (1975); Jenkins & McLeod, (1981); Wilson, (1973).
4.3.2 — Método de espago de estado

Este método, desenvolvido recentemente, por Mehra & Cameron
para a previsao de séries univariadas e, principalmente, multivariadas utiliza a for-
mulagdo geral de modelos lineares para o vetor Zt dada por:

6 (t+1) = FO (t) + Gelt+1)

Z=HO (1)

vetor das observagGes no instante t.

g1{t) vetor de estado no instante t que pode ter dimensdo maior que a
dimensdo de Z,.

) vetor residual no instante t para a previsao 1—passo a frente.

H: sdo as matrizes do sistema cujos elmento sdo estimados pelos dados.



100 REVISTA DE ECONOMETRIA

Mehra & Cameron propGem uma metodologia que faz a identificacao
do vetor de estado e das matrizes
testes e previsdo automaticamente, sem a necessidade de intervencdo do analista.
Para tal sao usadas as seguintes técnicas:

- critério de informacao de Akaike para a identificacao da ordem do vetor de es-
tado;

— correlacdo candnica para a identificacdo da matriz de transicdo do espaco de
estado;

- operadores diferenciagdo e transformagGes dos dados originais para produzir esta-
cionaridade;

— testes estatisticos nos residuos do modelo para verificar a adequabilidade do
modelo;

— filtro de Kalman para a estimacdo do vetor de estado e as previsges.

E importante mencionar que esta formulacido é geral; na realidade
todos os modelos apresentados anteriormente podem ser-colocados sob.a forma de
espaco de estados. Por outro lado, a confiabilidade dos resultados depende grande-
mente da existéncia de séries historicas longas, o que nern sempre existe na pratica.
Uma aplicacdo interessante deste método € apresentada num artigo recente de Ca-
meron, (1981); envolvendo as séries: Produto Nacional Bruto Canadense e as séries
de base monetaria (M1 e M2)'

RE FERENCIAS ADICIONAIS:

Aoki, (1976); Cameron & Mehra, (1976 e 1980); Kubrusly, (1981).

5 -CONSIDERAGOES FINAIS

Mostramos neste trabalho tudo aquilo que no nosso entendimento é
de relevancia na drea de anélise e previsdo de séries temporais. Aquelas metodologias
de maior uso corrente procuramos dar ao leitor uma descricdo um pouco mais deta-
Ilhada. Entretanto, para todos os métodos aqui apresentados foi nossa preocupacao
fornecer uma lista de referéncias bibliogréficas atualizada e de facil acesso, permi-
tindo assim que os detalhes referentes aos diversos métodos sejam facilmente ob-
tidos.

Como palavra final, propositadamente ndao foi mencionado explici-
tamente no texto os modelos de regressdo linear como uma técnica de previsdo. Isto
ndo foi feito pelo simples fato que muitas das metodologias apresentadas incluem,
como caso particular, os modelos de regressdo. Este é ocaso por exemplo da formu-
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lagdo do modelo linear dindmico usada nos modelos Bayesianos e Espago de Estado
aos quais podemos facilmente dar uma interpretacdo de um modelo de regressdao
linear (estatica ou dindmica).
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