
METODOLOGIAS PARA A ANALISE E PREVISAO DE 

SERIES TEMPORAIS UNIVARIADAS E MUL TlVARIADAS 

R. C. Souza ;, 

1 - INTRODUÇÃO 

o desenvolvimento, na área de modelagem de séries temporais a par­
tir dos anos sessenta é incontestável. O processo, apesar de lento no seu início, ex­
perimentou um crescimento rápido e acentuado a partir de 1970, graças à divul­
gação dos trabalhos de Box & Jenkins. A elegante e ao mesmo tempo altamente 
acadêmica formulação proposta por estes autores despertou o interesse de pesquisa­
dores teóricos e práticos, que a partir da í iniciaram um procesSQ verdadeiramente 
revolucionário em termos de proposições de novos métodos, melhorias dos já exis­
tentes, aplicações a diversas áreas, etc . . .  Como resultado, com o transcorrer dos 
anos, métodos altamente sofisticados eram propostos ao mesmo tempo que a área 
em si ia ganhando uma identidade bem própria dentro da Estat ística. Já existem 
hoje várias Sociedades, Encontros e Reuniões de pesquisadores em séries temporais, 
inclusive periódicos específicos que vão sendo introduzidos no mundo científico. 
Este é o caso, por exemplo, do "Journal of Forecasting", "Journal of Time Series", 
recentemente criados. 

Neste artigo fazemos uma apresentação destes métodos para a análise 
e previsão de séries temporais, procurando seguir a ordem cronológica em que os 
mesmos foram formulados. Deve o leitor estar ciente que o nosso objetivo é uma 
apresentação breve, porém clara dos d iversos métodos, sendo que, para cada u m  
deles, Rrocuramos incluir uma lista d e  referências bibl iográficas atualizada que 
complementa a descrição de cada método. 

O artigo está organizado em três partes distintas. Na primeira apre� 
sentamos as definições e notações relevantes assim como a classificação adotada no 
trabalho para a apresentação dos métodos. Na segunda mostramos aqueles métodos 
classificados como univariados, i .  e., aqueles baseados numa única série temporal. 
Finalmente, na última parte discutimos aqueles métodos que envolvem variáveis 

causais, ou seja, os modelos multivariados. 
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2 - D E FINiÇÕ ES BAslCAS 

2.1 - Séries Temporais 

Existe uma grande classe de fenômenos (naturais, econômicos, etc.), 
cuja observação e conseqüentemente quantificação numérica, produz uma seqüên­
cia de dados distribuídos no tempo. A esta seqüência de dados ordenados segundo o 
parâmetro tempo, denominamos série temporal .  A forma mais simples de concei­
tuar uma série temporal é aquela que interpreta Zt; t = 1, 2 ,  .. . como sendo um 
conjunto de observações discretas observadas em tempos equidistantes, apresentan­
do uma dependência serial entre as mesmas. O conceito acima, apesar de simples, 
evidencia de certa forma, a Análise de Séries Temporais como uma área bem defini­
da dentro da Estatística, visto que estamos claramente descartando aqueles dados 
"i. i. d." (independentes e identicamente distribuídos), comumente utilizados nos 
diversos modelos estat ísticos. 

Em se tratando de uma definição mais rigorosa para séries temporais 
ficamos com a interpretação dada para uma série temporal como sendo uma reali­
zação qualquer de um processo estocástico. Tal interpretação é essencial e fornece 
uma espécie de fundamentação teórica na formulação das diversas metodologias 
para a análise e previsão de séries temporais que discutiremos adiante. 

2.2 - Análise e previsão de Séries Temporais 

Fazendo uso da notação introduzida na seção anterior, suponhamos 
a série temporal Zt' t = 1,2 ,  . . .  ; e seja ZT 

= (Z1' Z2" '" 2.
T) o vetor repre· 

sentando as T realizações passadas do processo Zt' conhecido também como série 
histórica ou dados. Estamos interessados na determinação das relações de depen­
dência temporal da série Zt' através de uma análise estatística de sua série h istórica 
Z T. A este estudo dá-se o nome de análise de séries temporais, Uma vez determina­
das as relações de dependência em Zt (Modelo Matemático) podemos então partir 
para a previsão da série temporal, ou seja, a determinação dos prováveis valores que 
assumirão as variáveis aleatórias futuras ZT +1' ZT +2' . . , ZT + Q; sendo "Q" o 
horizonte de previsão. Para a previsão de 2T +j feita -no instante T usaremos a 
notação: ZT I j ) ; j = 1, 2 ,  ... , Q. 

Conforme veremos adiante, dependendo da interpretação assumida 
para a série temporal, lT ( j )  será um valor pontual desconhecido (previsão pon­
tua!), ou uma variável aleatória com distribuição�de probabilidade conhecida (previ­
são distribuéional), Neste último caso, um valor pontual mais provável para 2T ( j 1 
pode ser facilmente obtido, dependendo da "Loss Function" adotada. Em outras 
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palavras, obtida a distribuição de ZT ( j )  passamos a um problema simples de Teo­
ria da Decisão que permitirá escolhermos prováveis valores futuros de ZT ( j )  com 
dadas probabilidades. 

Com relação ao horizonte de previsão "Q", dependendo do seu 
valor, podemos ter previsões a curto, médio e longo prazos. Os diversos métodos 
que apresentamos neste artigo se referem a previsões a curto prazo, ou seja. aque­
les métodos que permitem uma razoável visão do futuro através de extrapolação 
direta do ocorrido no passado. Por outro lado, para métodos que produzam previ­
sões a médio e longo prazos a literatura existente é praticamente nula. E: interest:-an­
te também lembrar que mesmo para as previsões a curto prazo, não existe um nú­
mero fixo que caracteriza o horizonte "Q". Conforme mostrado em Souza, 
11981a) o valor "Q" dependerá do grau de previsibilidade da série, que por sua 
vez está intimamente relacionado ao erro de previsão 1- passo a frente. 

2.3 - Modelos para a análise e previsão de Séries Temporais 

A determinação das diversas relações de dependência serial existentes 
numa série, ou seja, a análise da série discutida na seção anterior nos leva à definição 
de um modelo matemático com o qual obtemos as previsões de Zr Apresentamos 
neste artigo um resumo dos mais conhecidos métodos para previsão de séries 
temporais. Conforme veremos, com raríssimas excessões, tais metodologias partem 
do pressuposto que o "sistema gerador da série" pode ser razoavelmente aproxi­
mado por um modelo linear. Esta suposição é sem dúvida um tant� restritiva, prin­
cipalmente se levarmos em conta a não·linearidade da grande maioria dos sistemas 
reais. 

Os métodos que discutiremos neste artigo são apresentados em 
ordem aproximadamente cronológica e classificados em dois grupos distintos: 

- Univariados: baseados numa única série histórica; 
- Multivariados: aqueles que envolvem mais de uma série histórica. 

3·- MODELOS UNIVARIADOS 

Os métodos aqui considerados são aqueles que baseiam-se somente 
na informação referente à série temporal em estudo no estabelecimento do modelo 
de previsão. Dentre estes métodos, destacaremos aqueles que levam em considera­
ção unicamente a informação contida na série histórica Z T (Métodos Baseados em 
Estatística Clássica), e aqueles que, além de Z T permitem a inclusão de informa­
ções não contidas na série histórica (métodos baseados em Estatística Bayesiana), 
conforme ilustrado abaixo: 
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onde: 

1 1 ) e 
13 ) 
141 
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Modelo 
1 1 ) Univariado 14 ) i � 1, 2, " ', Q 

13 ) 

t 
12 ) 

I 
Informações 

Relevantes 

( 2 ): entradas (série histórica e outras informações) 
modelo matemático representativo do fenômeno em estudo 
saída do modelo (previsões, etc . . .  ) 

3,1 Método de Decomposição 

Este vem a ser o pioneiro dos métodos univariados e se baseia na 
hipótese que qualquer série temporal 2t é composta de 4 componentes d istintas: 
Tt (tendência), 5t (sazonalidade), Ct (variação cíclica) e et (componente alea­
tória); ou seja, assume o seguinte modelo geral para 2t: 

13.1 ) 

Basicamente, a análise dos dados históricos Z T é feita com o obje­
tivo de modelar convenientemente as componentes de Tendência, Sazonalidade e 
Cíclica. A adequabilidade do modelo assim obtido é testada através dos resíduos ou 
erros estimados. 

Entre os diversos modelos de decomposição que podemos obter de 
3.1 destacamos: 

- Modelo Aditivo: 

- Modelo Multiplicativo: 



NOVEMBRO D E  1981 "81 

- Modelo Misto: 

Evidentemente, o modelo multiplicativo acima recai no modelo adio 
tivo via apl icação de uma transformação logarítm ica. 

Uma formulação mais simples, conforme sugestão de Granger 8. 
Newbold, ( 1977), consiste na omissão da componente cíclica Ct nas equações 
acima, visto que o efeito de tal componente é relativamente insignificante no 
comportamento da maioria das séries. 

Tais métodos, bastante usados até o início dos anos 60's, são hoje 
considerados obsoletos e praticamente abandonados pelos usuários. 

REFERÊNC IAS: 

Souza, (1981 al; Morettin & Toloi, ( 1 98 1 al e Granger &  Newbold, ( 1 9771, 

3,2 - Métodos Automáticos 

Classificamos como automáticos todos aqueles métodos do tipo 
"caixa preta'�, ou seja, aquelas metodologias que podem ser diretamente programa­
das no computador e que requerem mínima intervenção humana. Estes métodos são 
também baseados numa análise exaustiva da série histÓrica Z T e produzem, na 
maioria dos casos, previsões pontuais com razoável precisão e baixo custo. 

O desenvolvimento de grande parte destes métodos data do in ício 
do anos 60, sendo que alguns deles estão em pleno uso nos dias de hoje. 

São vários os métodos classificados como automáticos na literatura. 
Os mais usados dentre eles são: 

- Méd ias móveis; 
- Métodos de amortecimento exponencial de Brown; 
- Autoregressão "stepwise"; 
- Método de Holt-Winters; 
- Amortecimento harmônico de Harrison; 
- Método Census 11, X -1 1 ,  etc, . .  

o leitor interessado deve se referir a Pereira, ( 1 9801 e Morettin & To· 
loi, ( 1 981al para uma d iscussão detalhada a respeito destes métodos. Outras refe­
rências de interesse são apresentadas a seguir: 
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RE FE RÊNC I AS ADIC IONAIS: 

Brown, ( 1 962); Harrison, ( 1 965); Chatfield, ( 1 975); Montgomery & Johnson, 
( 1 976); Pegels, ( 1 969); Pereira, ( 1 98 1 ); Thomopoulus, ( 1 980). 

3.3 _. Método Box & Jenkins 

o grande desenvolvimento na área de previsão de séries temporais 
data de 1 970, quando Box & Jenkins (BJl apresentaram uma metodologia bem 
diferente das existentes. Baseados no importante resultado de Wold, {1 9381. que 
provou que qualquer série temporal Zt pode ser representada por um modelo 
médias móveis infinito, BJ propõem uma classe de modelos lineares conhecida 
como modelos ARMA (Auto· Regressive & Moving·average). 

Teoricamente, os modelos BJ assumem que a série temporal em 
estudo representa uma realização de um processo estocástico que foi gerado pela 
passagem sucessiva de um ru ido branco (processo estocástico cujas variáveis aleató­
rias são independentes e identicamente distribu ídas) por dofs filtros lineares: um 
estável e outro instável (entende-se por filtro linear, neste contexto, a uma combi­
nação linear das variáveis de entrada do sistema). Da teoria de sistemas lineares a 
passagem do ru ído branco pelo filtro linear estável produzirá na saída um proceso 
estacionário. Este, quando tratado por um certo tipo de filtro instável produzirá na 
saída um processo não·estacionário (do tipo homogêneo) que caracteriza a maioria 
dos processos reais, conforme ilustramos abaixo: 

et Filtro Wt Filtro Zt 
• 

ruído Linear processo Linear processo 
branco � ,estacionário não-estacionário 

Estável I nstável homogêno 

É importante lembrar que a proposlçao acima foi, na realidade, 
apresentada iniciamente por Wold , provando que Wt pode ser expresso por: 
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ou seja, o filtro F1 é dado por: 

onde B é o operador de atraso, Le.: Bk Zt = Zt_k" Por outro lado, o (�levad'J 
número de parâmetros I/J. de F1 (teoricamente 1/1 ( B )  tem grau infinito em B) 
motivou BJ a proporem para F1 uma razão de dois polinômios de grau ftnito em 
B equivalente a lj; ( B )  - formulação parcimoniosa com relação ao número de 
parâmetros. BJ propõem os seguintes fi ltros: 

onde: 

O( B I: 

1> ( 8 I: 

Fl:8 ( B I/<I>(81, 

F2 : \7 -d = ( 1 - BI-d, 

pol inômio médias-móveis ( MA ) de grau "q" em B ;  

polinômio auto-regressivo (AR) d e  grau "p" em -S-

\7 = (l-BI: operador diferença simples, i. e. 

d: grau da diferença simples. 

M modelo assim obtido dá·se o nome de ARIMA (p, d, ql ,imples 
expresso por: 

! 3.2 I 

No caso da existência de componente sazonal de período "s " B J  
definem de forma similar o modelo ARIMA (p, d, q l  X (?, D ,  Qls multiplicativo 
(também conhecido na literatura como SARIMAI, ou seja: 

( 3.3 ) 
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onde <I> I . I e e I. I são os polinômios AR e MA sazonais de graus P.s e Q.s 
respectivamente e '7 � = ( 1  - Bs)D é o operador de di ferença sazonal.  

A modelagem proposta por BJ consiste assim na identifcação de um 
modelo ARIMA (ou St\RIMAl pertencente à classe de modelos l ineares (equações 
3.2 ou 3.3) que melhor represente Z1" Em outras palavras, através de Z T deter­
minamos os polinômios dos dois filtros F2 e F1 (nesta ordem). que produzem 
aquela série de resíduos e 

T 
= (e" e2' . . .  I eT) que melhor represente uma rea­

lização de um processo ru ído branco. Para tal BJ sugerem o seguinte procedi­
mento: 

Identificação 
I i I 

I ii I 

seleção preliminar dos graus de diferenciação "d" e "D" que 
levam a série não-estacionária lt numa série estacionária Wt, 
seleção preliminar dos graus "p, P" I AR I e "q, Q" I MA I do 
filtro linear estável. 

A identificação destes parâmetros é feita comparando os estimadores 
da função de autocorrelação e autocorrelação parcial com os respectivos padrões 
teóricos. 

- Estimação 

Estágio onde é feita a estimação dos parâmetros (2 ., <1>., () ., e.) 
do modelo identificado, assim como da variância dos resíduos a e' Esta estimação , 
é feita minimizando a soma dos quadrados dos resíduos, ou maximizando a função 

,de verossimilhança no caso de ruídos normais. 

- Testes 

o modelo estimado é submetido a um conjunto de testes estatísticos 
para se verificar a aderência do mesmo aos dados. A maioria dos testes propostos 
por BJ fazem uso dos resíduos estimados e T, os quais devem representar uma rea­
lização de um processo ruído branco caso o modelo seja adequado. Caso o modelo 
não produza uma realização de um ruído branco na saída volta-se ao estágio inicial. 
identifica-se outro modelo e assim sucessivamente até que um modelo adequado 
seja obtido. 
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- Previsão 

Neste último estágio fazemos as prevlsoes dos valores futuros 
ZT ( 1 ), ZT ( 2 I. . . .  , ZT ( Q) utilizando o modelo devidamente testado. 

A metodologia descr��a acima corresponde exatamente à proposta 
dos autores em 1970. Tal formulação. apesar de tendenciosamente acadêmica, 
atraiu a atenção de pesquisadores teóricos e práticos, provocando um grande desen­
volvimento na área. Como resultado, várias roram as tentativas de melhorias do 
método. Em particular, o estágio da identificação dos modelos que a prática tem 
mostrado ser o mais trabalhoso e que exige conhecimento e experiência do analista, 
tem sido o mais explorado nestes anos. Entre as diversas propostas para a identifi­
cação de modelos podemos destacar: 

- Fu.nção de Autocorrelação Inversa em substituição à Função de AutocorreJação 
Parcial na identificação [Cleveland, (1972); Chatfield, (1979 ) e &:luza, (1981b) J. 

- Critério de Informação de Akaike e reconhecimento de padrões via autocorrela� 
ção parcial (ou inversa). [ Akaike, (1971); O zaki, (1977) J . 

- Transformação G transformação das autocorrelações da série para a obtenção de 
certos arranjos (conhecidos como arranjos R e S). Identifica·se o modelo compa­
rando estimativas destes arranjos com padrões teóricos [ Gray et ai, (1978); Rn· 
dley, (1 981) ]. 

- "Corner Method" que consiste na fonnação de matrizes cujos elementos são as 
diversas autocorrelações da série. Substituindo-se as autocorrelações teóricas 'pejos 
respectivos estimadores os determinantes destas matrizes são calculados e poste­
riormente substitu ídos numa outra matriz, que é comparada com padrões teóricos 
os quais permitem a identificação de p e q. 
Podemos adiantar que tanto este método quanto a transformação G têm mostrado 
ser de difícil aplicação a dados reais. Acreditamos que tal dificuldade é provéniente 
do uso de funções das autocorrelações teóricas por ambos modelos como padrão de 
reconhecimento [ Begoin, 0979) J. 

- Método Iterativo de Identificação. Este é um método recente proposto por Aba· 
die & Travers que consiste na identificação de modelos AR IMA, sem fazer uso dos 
estimadores das autocorrelações. O s  autores desenvolveram um algoritmo de identi­
ficação no qual, começando com um ARIMA (1, d, 1) seus parâmetros AR e MA 
são estimados pelo procedimento usual. Dependendo dos valores destes parâmetros 
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o método sugere modificações em p, d e q até que um modelo adequ,ado, seja 
obtido. O método também se aplica para modelos SARIMA [ Abadie & Travers, 
1980 e 1981 I. 

- Algoritmo de Identificação de Pukkila. Este método, proposto recentemente por 
Pukkila, sugere a identificqção dos parâmetros p e q de um modelo ARMA atra­
vés dos estimadores dos pesos 1/1. e 1r., onde: 

Fazendo uso da relação existente entre 1/1. e n. e os parâmetros cjJ. 
e 8. o algoritmo não só determina a ordem p e q, como também os respectivos 
estimadores dos parâmetros [Pukkila, 1981 I. 

Além destas diversas propostas específicas, tem-se notado uma gran­
de preocupação nos �Itimos anos na implementação do método BJ totalmente 
automático. Apesar das muitas críticas recebidas, tal procedimento tem provado ser 
de grande utilidade quando usado como ferramenta adicional no algorítmo não-au­
tomático. Destacamos em especial os seguintes métodos BJ automáticos: HiII & 
Woodworth, (1980); Lenz, (1977) e Kang, (1981). 

REFER�NCIAS ADICIONAIS: 

Box & Jenkins, (1970); Nelson, (1973); Souza, (1974); D'Araujo, (1974); Ander­
. son, (1975); Granger & Newbold, (1977); Thomopoulos, (1980); Pereira & Souza, 

(1981 ) .  

3.4 - Método Filtro Adaptativo 

O método Filtro Adaptativo recentemente desenvolvido, consiste 
também na fixação de modelos lineares do tipo ARIMA a séries temporais. A 
grande diferença deste procedimento em relação ao BJ está na utilização de um 
algorítmo recursivo para a estimação dos parâmetros, conhecido na literatura por 
"steepest descent". Tal algorítimo permite a estimação dos parâmetros AR e MA 
que se adaptam à série temporal a cada instante de tempo, diferentemente do mode­
lo BJ que assumem estes parâmetros constantes. 

Conforme originalmente proposto, o Filtro Adaptativo assume para 
a série temporal 2t um modelo AR( p )  de parâmetros variáveis da forma: 
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p 
Zt � :E "'i ( t )  . Zt_i' 

i � 1 

sendo 0$ parâmetros cp. ( t )  atualizados segundo a éxpressão: 

onde: 

et : erro de previsão 1 -passo à frente no instante "t": 

Le., 

P 
:E <Pi ( t )  . Zt_i 

i � 1 

87 

i � 1 ,  2, . . .  , p 

K :  constante de aprendizado; responsável pela velocidade de convergência do 
método. 

A versão mais geral do método, conhecida como Filtro Adaptativo 
Generalizado se aplica a qualquer tipo de modelo ARMA (p, q) da forma: 

p 
Zt � 

:E "'i ( t )  . Zt_i 
+ 

i = 1 

q 
:E 8j ( t ) et __ j; 

i � O 

Os parâmetros auto-regressivos são continuamente atualizados como 
'I,ji 

mostrado anteriormente para o caso AR puro, enquanto que os parâmetros M A  
sãõ atual izados pela seguinte expressão recursiva : 

8·(t+ 1 ) = 8· ( t ) - 2 Ke e . ' J J t t- I' i = 1 ,  2, ... , q 

Conforme mencionado por Morettin & Toloi, (1981 ) .  este método 
tem como pontos positivos a adaptabilidade dos parâmetros do modelo ao compor­
tamento local da série e não restringe o tamanho da série histórica. Por outro lado, 
possui sérios problemas de implementação, especialmente em relação à constante de 
aprendizado K. Esta constante, responsável pela velocidade de convergência do 
algorítmo de estimação, deve set.cuidadosamente escolhido para evitar instabilidade 
do. método. 
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REFERÊNCIAS ADIC IONAIS: 

Morettin & Toloi, 1 1 981 a); Perrotta, ( 1 981); Makridakis, ( 1 976); Makridakis & 
Wheelwright, ( 1 977); Silva, (1 975). 

3.5 - Métodos Bayesianos 

Apresentamos nesta seção aqueles métodos que devido a sua natu­
reza Bayesiana, permitem que informações relevantes não presentes na série histó­
rica sejam incorporadas ao modelo. O uso da "filosofia Bayesiana" no contexto de 
previsão é recente; na realidade a primeira proposição neste sentido só foi oficial­
mente publicada em 1 976 com a formulação clara e elegante de Harrison & Stevens. 
Mostramos aqui o's dois métodos Bayesianos de Previsão existentes na literatura: os 
modelos de Harrison & Stevens e o modelo BEF {"Bayesian Entropy Forecasting",l 

3.5.1 - Modelo de Harrisen & Slevens 

Harrison & Stevens utilizam um modelo linear geral, de formulação 
paramétrica e a estes uma interpretação Bayesiana dinâmica, ou seja, os parâmetros 
do modelo são-interpretados como variáveis aleatórias cuja distribuição é continua­
mente atualizada a'cada instante de tempo. Eles utilizam uma classe geral de mo­
delos lineares, conhecida por Modelo Linear Dinâmico ( MLD l. dada por: 

Zt = ft !t 
+ vt 

-+ equação das observações 

!t = º" g-t-l 
+ �t -+ equação do sistema 

onde: 

t: instante de tempo 
Zt: observação 

.Et: vetor das. variáveis independentes (1 xn) 
ª-t: vetor paramétrica (nxl) 

§: matriz do sistema (nxn) 

vt e �t: ru idos de Zt e ª-t; vt 'V N 10, V t); �t 'V NIO, '<'Lt) 

1 3.4 ) 

1 3.5 ) 

A formulação acima permite que a distribu ição do vetor paramétrica 
seja continuamente atualizada a cada instante de tempo através do Rltro de Kalman 
[ Kalman, ( 1 960) e Kalman & Bucy, ( 1 96 1 )  J . Seja, por exemplo, a distribuição a 
posterior i do vetor paramétrico no instante "To conhecida e dada por: 
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onde I T representa a informação não presente na série histórica. Podemos facil­
mente obter sequencialmente a distribuição de probabilidade das observações futu­
ras ZT+l' ZT+2' .. . , ZT+Q através das equações 3.4 e 3.5. Qu

·
ando observa· 

. . Z ( lT
+l ) ·1· _ .  

mos no Instante seguinte T +1 e , utl Izamas as equaçoes recursivas do 
Filtro de Kalman para o cálculo da distribuição a posteriori no instante "T+1", 
Podemos provar que: 

onde 

Ao leitor interessado em detalhes e provas destas equações recomen- . 
damos Harrison & Stevens, (19 76). 

Outro detalhe importante a respeito desta formulação é a possibili­
dade de incorporação de incertezas associada ao próprio modelo. Devido à sua natu­
reza Bayesiana, podemos tornar a formulação bem mais "robusta", associando às 
incertezas inerentes aos parâmetros aquelas relativas ao próprio modelo. Podemos, 
por exemplo, assumir a existência de um número discreto de modelos para a série 
em estudo e associar a eles uma distribuição de probabilidade que é continuamente 
atualizada à luz de informações recebidas ao longo do tempo, via aplicação simples 
do teorema de Bayes. Isto permite que sistemas suscept(veis a descontinuidades de 
qualquer tipo, tais como transientes, variações do nível, tendência, etc . . .  , sejam 
perfeitamente modeláveis. Deve o usuário estar ciente que o enfoque Bayesiano no 
contexto de Previsão faz com que a modelagem de uma série seja antes de tudo um 
estado da arte, exigindo do usuário alto grau de criatividade e conhecimento do 
sistema em estudo. 

A grande aplicação destes modelos está concentrada em situações do 
tipo: 

- série histórica é pequena ou inexistente; 
- sistemas sujeitos a mudanças dinâmicas tais que suas séries históri· 

cas não traduzem a realidade. 

Destacamos, por exemplo, o uso destes modelos na previsão de ven­
das de produtos novos lançados num dado mercado, previsão de (ndices econômicos 
em economias inflacionadas etc . . .  
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RE FE RÊNCIAS ADICIONAIS: 

Harrison & Stevens, (1976);Johnson & Harrison, (1980);Cantarelis, (1900); Souza 
et ai, (1980); Souza & Farias Neto, 11980a, 1980b); Farias Neto & Souza, (1980); 
Morettin & Toloi, 11981b); Souza, 11981c); Farias Neto, "(198]). 

3.5.2 .- Modelos BEF IBayesian Entropy Forecasting) 

Estq vem a ser uma 9Utra formulação de natureza Bayesiana para 
previsão de s�ies univariad,"", apreGentada em 1979 por Souza & Harrison, seus 
autores. A metodologia consiste basicamente de uma extensão teórica dos modelos 
lineares de Harrison & Steven para ambientes não gaussianos. Mais especificamente, 
a formulação BEF existente na literatu ra generaliza somente duas classes dos mode­
los de Harrison & Stevens, ou seja: 

- Modelo estático, descrito pelas equações: 

- Modelo estacionário, descrito pelas equações: 

Redefinindo os modelos acima, utilizando-se agora a Função de En­
tropia de Shannon como medida de incerteza (ao invés da Variância, usada no caso 
geral), foi possível generalizar os modelos estático e estacionário para obser\'ações 
cuja distribuição de probabilidade pertence agora a uma família mais ampla, incluin­
do como caso particular a distribuição normal. 

A natureza Bayesiana dos modelos BE F permite também que sejam 
incorporadas as incertezas com relação ao modelo, conforme discutimos na seção 
anterior. Esta formulação de "Estados Múltiplos" tem sido particularmente útil em 
aplicações relacionadas à previsão de surtos epidêmicos (notificações de sarampo em 
comunidades isoladas em particular), Neste caso específico utilizamos o modelo 
SE F Poisson-Gamma, assumindo que as observações seguem um processo de 
Poisson cuja média (razão de infecção) tem distribuição Gamma. Outros modelos 
SE F já formulados e usados em aplicações diversas são: 
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- BEF Binomial-Beta (aplicado à estimação do devastamento geográfico de pro­
cessos epidemiológicos); 
- SE F Geométrico Poisson-Gamma (aplicado em problemas de controle de esto­
ques de itens de alto custo-baixa procura). 

RE FERÊNCIAS ADICIONAIS: 

Souza, 11978; 1980; 1981d; 1981e; 19811); Souza et ai, (19 79); Souza & Harrison, 
11981 ). 

3.6 - Combinação de Previsões 

Concluimos esta seção, apresentando um resumo dos resultados 
recentes de Granger, (1980) relativos à combinação de previsões univariadas. Gran­
ger � mostra inicialmente que a combinação das previsões obtidas com duas metado' 
lagias distintas, produzirá previsões melhore's que as individuais. Exemplificando, 
seja a série temporal Zt; t =: 1, 2 ,  .. . e as previsões 1-passo a frente obtidas 
com os métodos 1 e 2 dadas por: 

Denotando: 

Zl 1 ) 11 ): previsão de Zt+1 Imétodo 1) 

Zl 2 ) I 1 ): previsão de Zt+1 Imétodo 2) 

e.( 1) & e. ( 2 ): erros de previsão 1-passo à frente com métodos 1 e 2. 

e. ( c ): erro de previsão do método combinado. Então, a previsão combinada 
Zt

l c)1 1 )  de Zt+l é aquela obtida pela combinação linear das previsões Ztl 1) 
e Zt I 2 l. i. e.; 

onde, o peso "k" é selecionado de tal forma que a variância do erro de previsão do 
método combinado; 

el c) - Z _ ZI c ) I 1 ) t + l- t + 1 t é minimizada 

Granger prossegue estendendo o argumento para o caso da combina­
ção de previsõe; obtidas pelos dois métodos considerando o peso "k" variável, ou 
seja, assume para zi c) ( 1 ) a seguinte expressão: 
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Z( c ) ( 1 ) = k Z( 1 )( 1 ) + (1-k ) Z( 2 )( 1 ) t t t�� t t ' 

onde os pesos k. são continuamente atualizados seguindo o mesmo argumento do 
caso constante. 

Rnalmente, no caso geral da combinação de " p "  previsões 
Z ( i ) ( 1 ). . - 1 2 

. - b� d Z ( c ) ( 1 ) t ' I - , , . . •  , p a prevlsao com Ina a t é também obtida 
através de uma combinação linear das p previsões da forma: 

Z( c ) ( 1 ) = t 

p 
E 

i = 1 

sendo os pesos kí i ) ; i = 1, 2, � .. , p obtidos de forma idêntica. 
Como palavra finaL vale a pena salientar alguns pontos relativos à 

esta combinação de métodos. Devemos estar cientes que a previsão combinada 
obtida é ótima para o horizonte Q = 1. Nada pode ser dito de zi c )  ( Q) para 
Q > 1. Com relação à forma de previsão, é importante lembrar que o desenvolvi· 
mento acima se aplica somente à combinação das previsões pontuais fornecidas 
pelos diversos métodos. Caso algum dos métodos a ser combinado forneça previsões 
sob a forma de distribuição de probabilidade, devemos então obter um valor pon· 
tual nesta distribuição antes de empregarmos o procedimento de Granger. 

R E  FER�NCIAS ADICIONAIS: 

Newbold & Granger, (1974); Bunn, (1975 & 1981)� 

4 - MODELOS MUL TIVARIADOS 

4.1 - Introdução 

Mostramos na seção anterior aqueles modelos desenvolvidos com o 
objetivo de explicar o comportamento futuro de uma série através do seu próp.rio 
passado. Estamos agora interessados em relacionar uma série de Saída Zt a várias 
sérios do ontrada X1t' X2t, ... , Xkt. Mais especificamente, os Modolos Multiva· 

riados que descrevemos nesta seção procuram explicar o comportamento futuro de 
Zt por um modelo linear, obtido através de anãlise conjunta do passado histórico 
de Zt e das 11 k "  séries de entrada ou causais. 

A literatura existente considera dois casos distintos: 
( i ) As séries de entrada afetam a saída unidirocionalmonto. Em 
outras palavras, considera·se conhecida a direção de causalidade 
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entre as séries. Para este tipo de problema o modelo multivariado é 
comumente conhecido como Modelo de Função de Transferência. 
( jj ) A direção de causalidade entre entrada e saída não é conhecida 
a priori, ou seja, pode existir um "feedback" no sistema. Para este 
problema o modelo recebe o nome de Modelo de Função de Transfe­
rência de Malha Aberta ou Modelo Multivariado propriamente dito. 

4.2 - Modelo de Função de Transferência 

Seja: 

Zt: série temporal de saída ou série de interesse. 

Z T: (Z1' Z2' . . . •  ZT) série histórica correspondente à Z(' 

Xit: série temporal "i" de entrada; i= 1, 2, " "  k 

x r: (Xi1' Xi2 • . . . •  XiT): série histórica correspondente a variável de entrada Xit" 

Assumindo que não existe um "feedback" entra a saída e as entra­
das, ou seja, estamos seguros que Xit; i = 1, 2, " ' , k causam 2t, as previsões 
dos valores futuros de saída [ZT( 1 I. ZT( 21. . . . •  ZT ( Q) J são determinadas 
pelo modelo de Função de Transferência obtido pela análise das séries de entrada e 
saída, conforme,esquem.� .. abaixo: 

Modelo de 
Função de 

Transferência 

Apresentamos a seguir as duas metodologias de Função de Transfe­
rência em uso corrente; uma baseada em Estatística Clássica (Box & Jenkins) e a 
outra seguindo uma filosofia Bayesiana (Método de Harrison & Slevens). 
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4.2.1 - Modelo de Função de Transferência de Box & Jenkins 

Sem perda de generalidade, consideremos o caso mais simples de 
uma única série de entrada Xt causando a saída Zt' Vamos também supor que: 
Xt e Zt são séries estacionárias, 00 foram feitas estacionárias através da aplicação 
apropriada dos operadores diferença (simplesV'd) ou (sazonal V'�). Da teoria geral 
de sistemas lineares, o modelo linear mais geral que relaciona Xt e Zt é: 

( 4.1 ) 

ou, em termos do operador de atraso "B": 

( 4.2 ) 

onde os pesos Vi; i = O, 1, 2, . . . são as respostasã função impulso que indicam 
como a série de entrada ><t é IItransferida" ou Urefletida" na série de saída. 

Analisando a formulação acima BJ constataram os seguintes pro· 
blemas: 

- modelo não-parcimonioso (número excessivo de pesos vo' v1' v2' . . .  ) 
- não leva em consideração um poss(vel defasamento no efeito da variável de en-
trada 
- independência serial da série de saída. 

Para contornar tais problemas BJ propõem uma formu lação parei­
rnoniosa para o modelo acima, considerando o polinômio de grau infinito em B da 
equação 4.2, i. e., v(B), substitufdo por um quociente de dois polinômios de grau 
finito em B conforme mostrado abaixo: 

z = � X + 
t 5(B) ' t-b et (4.3 ) 

onde w ( B )  e 5 ( B ) são polinômios de graus " s" e " r  " em B da forma: 

w(B) = Wo - wlB - . . .  -wsBs; 5 (B) = 1 - 5, B - ... - 5 rBr 

e b é um inteiro representando o defasamento na entrada. 
Comparando as equações 4.2 e 4.3 podemos facilmente constatar 
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que: 

v ( B ) = W ( B I Bb 
o (B) 

95 

( 4.4 ) 

Para tomar a formulação dada pela equação (4.3 )  mais geral BJ 
propõem a substituição do termo de erro 9t (supostamente um ruído branco), por 
uma componente de erro "nt" que apresenta correlação serial, sendo assim possí· 
vel sua modelagem por um ARMA (p, q). Desta forma, o modelo final de &) é 
dado por: 

Z = 

t 
(Wp-W1 B -" ,-ws Bs) 

( 1 -<>1 B - . . .  -or B
r) 

(4.5 ) 

Com relação à metodologia BJ para a obtenção da Função de 
Transferência, o procedimento segue a mesma seqüência do caso univariado, ou 
�eja, identificação, estimação, testes e previsão. Aqui também a identificação do 
modelo, que consiste na determinação dos valores (d, r, S, b, p, q) se constitui no 
estágio mais difícil, obedecendo a seguinte seqüência: 

1� Etapa: 
Identificação de "d" le / ou "D") 
Feita através dos estimadores das autocorrelações das duas séries 

com o objetivo de ter Xt e 2t estacionárias. 

2� Etapa: 
Identificação de Ir, s, b) . 
Feita através das respostas impulsionais, i. e., os pesos vo. v" ... 

que são estimados da seguinte forma: 

- Pré-branqueamento da entrada: 
Determinamos o modelo ARMA (p, q) que transforma Xt na série 

de ruídos Clt. 

- Aplicamos o mesmo modelo ARMA à saída que fornece a série de resíduos �t 
(não necessariamente ruído branco). 
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- Estimação dos pesos pela expressão: 

onde: 

estimador da correlação cruzada entre (3t e üt no "la9" k = 0, 1, 
2, ... 

estimadores dos desvios padrões das duas séries de resíduos. 

Com os pesos estimados, fazemos uso da equação (4.4 ) e um 
procedimento geral de reconhecimento de padrões que permite a identificação dos 
parâmetros de interesse b, r e s (nesta ordem). 

3� Etapa: 
Identificação de (p, q) 
Utilizamos os pesos VO' v1' . . . �stimados na·2� ... ,E:tapa e as séries 

históricas que permitem a geração dos resíduos através da expressão: 

Aplicamos em seguida o procedimento BJ univariado à série gerada, onde obtemos 
p e q. 

A seqüência operacional do método é como já  discutimos no caso 
univariado, ou seja, os parâmetros são estimados (mínimos quadrados) e o modelo 
estimado é submetido a uma série de testes. Comprovada a sua adequabilidade par­
timos para a previsão; caso contrário voltamos à fase de identificação para escolher-
mos outro modelo e repetirmos o ciclo. 

_ 

O procedimento que descreyemos acima para o caso particular de 
uma entrada - uma saída se extende naturalmente para o caso geral de várias séries 
de entrada. 

Este modelo tem sido usado em várias situações; entre elas desta-
camos: 

- Consumo diário de gás na Grã-Bretanha em função da temperatura média diária 
[ Piggott, 1 980 J . 
- Influência de "propaganda" em vendas [ Helmer & Johansson, 1977 l. 
- Consumo mensal de eletricidade na Grã-Bretanha em função da temperatura mé-
dia mensal [ Jenkins, 1979 J . 
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RE FERÊNCIAS ADICIONAIS: 

Box & Jenkins, (1970) - Capítulos 10 e 11; Pack, (1977); Lenz, (1981);Jenkins, 
(1979). 

4.2.2 - Modelo Bayesiano 

Apresentamos agora uma nova formulação de Função de Transferên­
cia, neste caso, fundada na Estatística Bayesiana. Em particular, os .modelos Baye­
sianos de Harrison & Stevens discutidos na seção anterior para. o caso �nivariado 
podem ser ampliados, permit{�do a incoporação de variáveis,explicativi;ls na formu­
lação do modelo. Esta metodologia é bastante recente e, ainda, não está formal­
mente desenvolvida como a de Box & Jenkins descrita na seção 4.2.1. Ni,r�alidade 
existe na literatura um único trabal. ho neste sentido, publicado em 198Ó� 

por John­
son & Harrison. 

A formulação Bayesiana de Harrison & Stevens consiste, basicamen­
te, na incorporação das variáveis causais (previamente selecionadas pelo usuário) na 
matriz das variáveis independentes Et e seus parâmetros incorporados ao vetor 
paramétrica. Temos, assim, a mesma formulação DLM do caso univariado, exten­
dida o suficiente para que as novas variáveis causais sejam incorporadas. Desta 
forma podemos utilizar o Filtro de Kalman para a atualização dos. parâmetros e as 
previsões obtidas como mostrado no caso univariado. 

Esta idéia foi utilizada por Johnson & Harríson na previsão de vendas 
de bebidas alcoólicas na Inglaterra, explicada por duas variáveis: efeito climático e 
efeito de preço. O estudo detalhado do mercado permitiu que as div.ersas variáveis 
explicativas fossem analisadas e posteriormente incorporadas à formulação univa­
riada. Vale a pena mencionar que este é um caso típico em que o IJSO do método 
Bayesiano se faz imperioso, já que as séries históricas eram praticamente inexisten­
tes, o que não permitiria a utilização do modelo BJ. 

REFER�NCIA: 

Johnson & Harrison, (1980). 

4.3 - Modelos Multivariados Propriamente Dito 

Ocorrem muitas vezes na prática situações em que um modelo de 
uma única equação não é adequado para descrever o comportamento de duas ou 
mais séries, devido à presença de mais de uma variável endógena na formulação do 
modelo. 
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Este ê o caso comum em aplicações econômicas e do mercado finan­
ceiro. Seja por exemplo o caso da previsão do preço da carne de porco levando em 
consideração a quantidade existente. Poderíamos inicialmente aplicar um modelo 
de Função de Transferência assumindo a quantidade como variável de entrada e o 
preço como 5a ída (i.e., quantidade causando preço). Entretanto, como já conhe­
cemos do comportamento do mercado, se a oferta excede a demanda, os preços 
cairão, resultando numa redução da produção. Conseqüentemente, devido à queda 
nos preços, a procura tornará maior que a oferta causando eventualmente um 
aumento no preço. Este exemplo simples deixa evidente que um modelo de FUlflção 
de Transferência (quantidade causando preço) não é adequado. Na realidade, este 
problema deve ser estudado através de uma Função de Transferência de Malha 
Aberta ou Modelo Multivariado que mostramos nesta seção. 

Seja �t = (Z't' Z2t' . . .  , Zktl o vetor das "k" séries temporais 
em estudo. Os modelos multivariados para previsão de séries são esquematizados 
conforme mostramos abaixo; onde �; representa o vetor de saída de dimensão 
menor ou igual a k. 

�t __ l��>�LI 
___ 

M

_

o

_

d

_

el

_

o

_

M

_

u

_

l

_

ti

_

v

_

ar

_

ia

_

d

_

o 

__ � ___ 
�>�Z; 

A literatura existente para tais modelos á bastante escassa. De fato, 
somente os modelos de Box & Jenkins e o Espaço de Estados de Mehra têm sido 
usados para este tipo de problema. 

4.3.1 - Modelo Box & Jenkins multivariado 

Apesar das idéias fundamentais do Modelo Multivariado terem sido 
lançadas em 1973, a sua implementação como metodologia só foi possível recente­
mente através de importantes trabalhos de Jenkins. 

onde: 

.'I? ( B I: 

.!J. ( B  I: 

O método faz uso do modelo ARIMA Multivariado definido por: 

!l! ( B 1 V:!.t = .!J. ( B 1 �t 

é a matriz de operadores auto-regressivos cujos elem�ntos são poli­
nômios de grau Pij em B . 
é a matriz de operadores médias-móveis cujos elementos são polinô­
mios de grau qij em B. 
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'!'!t.: {W 1t, W2t' " ', Wktl : é o vetor de séries estacionárias obtido pela 
aplicação do operador diferença às séries do vetor original �t. 
é o vetor cujas componentes são procesos ruído branco. 

A metodologia consiste também das mesmas etapas características 
dos modelos Box & Jenkins, ou seja, identificação do modelo, estimação dos parâ­
metros, testes estatísticos e previsão. Aqui também o estágio da identificação se 
constitui no mais trabalhoso e de difícil utilização prática. Para o caso multivariado 
em questão, Jenkins, (1981) aponta dois métodos distintos: 

- identif icação baseada na comparação de padrões teóricos das matrizes de auto· 
correlação e autocorrelação parcial com as correspondentes, estimadas de �t; 
- identificação baseada nas mesmas estatísticas (autocorrelação e autocorrelação 
parcial) estimadas com os resíduos obtidos de modelos univariados aplicados a cada 
uma das séries Wit; i = 1, 2- . . .  , k; Lé., pré-branqueamento de �t. 

A prática tem mostrado que ambos métodos são de difícil apllcaçao 
prática, especialmente para valores elevados de k. Sugerimos ao leitor interessado o 
o recente artigo de Jenkins & Alavi, (1981) onde são mostrados 3 exemplos de iden­
tificação de modelos AR IMA bivariados. 

RE FERÉÔNCIAS ADICIONAIS: 

Alavi, (1973); Jenkins, (1975); Jenkins & McLeod, (1981); Wilson, (1973). 

4.3.2 - Método de espaço de estado 

Este método, desenvolvido recentemente, por Mehra & Cameron 
para a previsão de séries univariadas e, principalmente, multivariadas utiliza a for­
mulação geral de modelos l ineares para o vetor �t dada por: 

onde: 

� (t + 1): 

. E.. Q, t!.: 

!i. (t+1) = E!i. ( t )  + Q� (t+1) 

vetor das observações no instante t. 
vetor de estado no instante t que pode ter dimensão maior que a 
dimensão de lt" 
vetor residual no instante t para a previsão 1-passo à frente. 
são as matrizes do sistema cujos elmento são estimados pelos dados . 
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Mehra & Cameron propõem uma metodologia que faz a identificação 
do vetor de estado e das matr.izes do sistema, estimação dos d iversos parâmetros, 
testes e previsão automaticamente, sem a necessidade de intervenção do analista. 
Para tal são usadas as seguintes técnicas: 

- critério de informação de Akaike para a identificação da ordem do vetor de es­
tado; 
- correlação canônica para a identificação da matriz de transição do espaço de 
estado; 
- operadores diferenciação e transformações dos dados originais para produzir esta· 
cionaridade; 
- testes estatísticos nos resíduos do modelo para verificar a adequabilidade do 
modelo; 
- filtro de Kalman para a esti,mação do vetor de estado e as previsões. 

É importante mencionar que esta -tormulaçá'o é geral; na realidade 
todos os modelos apresentados anteriormente podem ser colocados sob a forma de 
espaço de estados, Por outro lado, a confiabll idade dos resultados depende grande­
mente da existência de séries históricas longas, o que nern sempre existe na prática. 
Uma apl icação interessante deste método é apresentada num artigo recente de Ca­
meron, (1981); envolvendo as séries: Produto Nacional' Bruto Canadense e as séries 
de base monetária (M1 e M2). 

RE FERÊNCIAS ADICIONAIS: 

Aoki, (1976); Cameron & Mehra, (1976 e 1980); Kubrusly, (1981). 

5 . CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Mostramos neSte trabalho tudo aquilo que no nosso e ntendimento é 
de relevância na área de análise e previsão de séries temporais. Àquelas metodologias 
de maior uso corrente procuramos dar ao leitor uma descrição um pouco mais deta­
lhada. Entretanto, para todos os métodos aqui apresentados foi nossa preocupação 
fornecer uma l ista de referências bibliográficas atualizada e de fácil acesso, permi­
tindo assim que os detalhes referentes aos diversos métodos sejam facilmente ob­
tidos. 

Como palavra final, propositadamente não foi mencionado explici­
tamente no texto os modelos de regressão linear como uma técnica de previsão. Isto 
não foi feito pelo simples fato que muitas das metodologias apresentadas incluem, 
como caso particular, os modelos de regressão. Este é ocaso por exemplo da formu-
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lação do modelo linear dinâmico usada nos modelos Bayesianos e Espaço de Estado 
aos quais podemos facilmente dar uma interpretação de um modelo de regressão 
linear (estática ou dinâmica). 
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