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Como ¢ fartamente sabido, seja por inexisténcia ou por mul-
tiplicidade de taxas de juros que anulem a fungio valor atual,
a aplicagdo do critério da taxa interna de retorno para o caso
de projetos de investimento do tipo ndo-convencional pode
entrar em colapso. No presente trabalho é apresentada a deri-
vacdo formal de uma nova condicio de suficiéncia para a
existéncia e unicidade de taxas internas de retorno positivas
associadas a projetos com mais de uma variagio de sinal na
seqiiéncia de fluxos de caixa. Finalizando-se, é efetuada uma
comparacio entre esta nova condi¢io de suficiéncia e as res-
pectivamente devidas a Soper e a Norstrom, ficando eviden-
ciado que nenhuma dentre elas ¢ dominante.

1. Introducao

Seja § > 0 a inversio inicial e n, denominado de vida econémica, o inter-
valo de tempo ao longo do qual serio manifestadas as conseqiiéncias de

* Isentando-o de responsabilidade por qualquer erro remanescente, agradeco a Alberto de Mello

¢ Souza por criticas e sugestoes.
** Do IPEA/INPES.

R. bras. Econ., Rio de Janeiro, 29 (4) :57-66, out./dez. 1975




um determinado empreendimento, ou projeto de investimento. Repre-
sentando-se por Q;, 1 = 1, 2, ..., n, o lucro relativo ao j-ésimo periodo da
vida econdémica, formese a chamada seqiiéncia de fluxos de caixa liqui-
dos: {—S, Q1, Qa, --. Qu}. Sendo i a taxa periédica de juros compostos
considerada, o valor atual do projeto sera:

V@) = S+ L QU+ )

Por definicio, a taxa interna de retorno, :*, associada ao projeto em
apreco € a taxa que anula o seu valor atual; ou seja, é a taxa de juros tal
que ¥ (i*) = 0. No caso mais geral, tendo em vista que taxas com signi-
ficagdo econémica sdo numeros reais nio inferiores a 1-1009, por periodo,
segue-se que a determinagio de taxas internas de retorno ¢é equivalente
a busca de raizes da seguinte equacdo:

-s+.2:31 QU+ =0,i>—1 @

Ora, excetuando-se 0s casos em que exista somente uma variagio de
sinal na seqiiéncia dos fluxos de caixa liquidos, ! nio s6 poderd nio exis-
tir uma solug¢io de (2), como ainda, se existir, tal solu¢io pode nio ser
unica. Tais possibilidades levaram a que fossem desenvolvidas condig¢es
de suficiéncia para a existéncia e unicidade de taxas internas de retorno,
entre as quais se destacam as devidas respectivamente a Soper (1959) e a
Norstrom (1972).

Restringindo-se a atengdo ao campo das taxas positivas, que é o de
real interesse pritico, o propésito do presente trabalho é o de apresentar
uma nova condig¢io de suficiéncia para a existéncia e unicidade de taxas
internas de retorno.2 Encerrando-se a andlise, sera efetuado um confron-
to entre esta nova condicdo e as anteriormente aludidas.

1 Para tais casos, que correspondem ao que é genericamente chamado de projeto de investimento
convencional, pode-se garantir a existéncia e unicidade da taxa interna de retorno. Vide, por
exemplo, de Faro. 1972 p. 62-78.

2 Conquanto a anilise aqui desenvolvida seja apresentada como original, é imperativo mencionar
que 2 condi¢io de suficiéncia dela derivada aparece, acompanhada de outras proposi¢des ainda mais
gerais, sem porém nenhuma comprovacic formal de suas respectivas validades, em um trabalho nio
publicado de Pistoia (1974).
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2. A funcdo valor futuro

Considerada a taxa ¢, a fungio valor futuro, ou montante na época n,
associada a um projeto de investimento cuja seqiiéncia de fluxos de caixa
liquidos é {— S, Q;, ..., Qa.}, ¢ definida através da relacdo:

PO=-SU++ L Qu+d 3)

Em face da expressio (2), é de conclusio imediata que existe a se-
guinte relagio entre as fungdes valor atual e valor futuro associadas a um
mesmo projeto de investimento:

Ve =0+ "P@ 4)
Como (1 4 i#)~® ¢ 0 para qualquer ¢ > 0, segue-se entdo que:
Lema A: V (i) = 0 se, e somente se, P (1) = 0.
Como conseqiiéncia do lema A, conclui-se que a taxa interna de re-

torno associada a um projeto de investimento pode ser alternativamente
definida como a taxa de juros que anula a fung¢do valor futuro.

n
Lema B: Se — S + Y Q;>0 entio existird ao menos uma taxa de
i=1

juros positiva para a qual a fungdo valor futuro se anula.

Para i — 0, segue-se de (3) que:

PO=-8+ L ¢

Por outro lado, tomando-se o limite quando a taxa de juros ¢ feita
infinitamente grande, tem-se que:
im P () =1lim — S (14 H*» < 0
1> © 1> @
Logo, sendo a fungdo valor futuro um polindmio em ¢, e portanto

uma funcgio continua, segue-se que se P (0) > 0 havera a0 menos uma
taxa * > 0 tal que P (i*) = 0.

Lema C: Se P (0) > 0 e se a fungdo valor futuro for estritamente de-
crescente no intervalo considerado, entio existird somente uma taxa in-
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terna de retorno (positiva), :*, e a fungdo valor atual serd estritamente
decrescente no intervalo definido por i ¢ (0, i*].

A primeira parte do lema é uma conseqiiéncia imediata do que foi
visto no lema anterior e da monotonicidade de P (i). Quanto 4 segunda
parte, observe-se que:

dve) _ d N I . dP ()
Ti-—di[(l+z) P(z)]— n(l +79) PO+ QA +1) "——

Ora, da continuidade da fungdo valor futuro seguese que teremos
P (1) = 0 para i ¢ (0, i*], ¢, juntamente com a hipétese anterior, decorre
que:
dv (@)
di

<0,176(0, i*]

Lema D: Seja K() = —nS+ X (n— ) Q1 +49 7. Se K@) <0
i=1
para i > 0, entdo a funcio valor futuro serd estritamente decrescente no
intervalo considerado.

De (3) tem-se que:

PO s+ + E @D AT

i =

(1+ z')"“[— S+ E (-5 u+ z)“"]

i=1
=1+ 7K@

£ entdo obvio que K (i) < 0 => dP (i)/di < 0,i > 0.

3. Condicdo de suficiéncia baseada em uma propriedade da fungao k(i)

Considerando-se um projeto de investimento com mais de uma variagio

de sinal em sua seqiiéncia de fluxos de caixa, e talque— S 4 i Q; > 0,
j=1
defina-se: ’
M=max {Q;j=1,...,n} )

1
3 A relevincia da imposicio de tal condigio é discutida em de Faro % Mello e Souza. 1976.
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Concentrando-se a atengiio no exame da funcio X (i), e levando em
contra os lemas apresentados no item anterior, segue-se que uma nova
condigio de existéncia e unicidade para taxas internas de retorno posi-
tivas pode ser estabelecida a partir da seguinte proposicio.

Teorema
Se for verificada a condicdo
—2S4+M (n—-1)<KO 6)

entdo teremos que K (1) < 0 para i > 0.

Demonstragio

Forme-se a func¢io Ky (i) obtida quando se substitui em K (i) cada
um dos Q; por M. Tendo em vista a definicio expressa por (5), € o fato
de que estamos considerando o caso de projetos com mais de uma va-
riagdo de sinal na seqiiéncia de fluxos de caixa liquidos, é 6bvio que:

KnG)=—nS+ X - MU+ >KGE,i=0 @)

i=1
Derivando-se com respeito a i, tem-se que:
dKy @) [di=—ME jm—7)A+D)771<0,i>0
i=1

Por conseguinte, se Ky (0) < 0=> Ky (1)< 0, i > 0; donde de (7),
seguese que K (1) < 0, > 0.

Ora:
K@ = —nS+M ¥ (n~J)
= —nS+ Mn®— Mn (n+1)/2
=[-28+M(n—-1]n/2
Logo:

—28S4+M (n—-1)<<O0 => Ky (0) < 0.
c.q.d.
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4, Confronto com as condi¢coes de Soper e de Norstrom

Considere-se um projeto de investimento dito do tipo nio-convencional;
isto ¢é, tal que sua seqiiéncia de fluxos de caixa liquidos, {— S, Q,, ..., Qa},
apresente mais de uma variagio de sinal.

Na sua forma generalizada, sendo i* > 0 e tal que V (i*) = 0, as
condicdes de suficiéncia de Soper para que i* seja a Unica taxa interna de
retorno positiva associada ao projeto em aprego, podem ser expressas
como *

[Q,.>0

'Is>_}'ﬁ QU+® i k=1,2,...,n—1" ®)

i=1
Por outro lado, sendo

Ao= _—S
Ak+1=Ak+Qk+l)k=0117'°-)n*1 ©

forme-se a seqiiéncia de fluxos de caixa cumulativos:

(Ao, Ay, ..., Ay} (10)

Entdo, segundo Norstrom (1972), o projeto considerado apresentard
uma e somente uma taxa interna de retorno positiva se houver exatamente
uma variagio de sinal na seqiiéncia de fluxos de caixa cumulativos e se
o produto 4, 4, < 0.5

Para o confronto entre as condi¢des de Norstrom e de Soper e a que
resulta do teorema, consideremos, sucessivamente, os seguintes exemplos
numéricos de projetos de investimento, 4, B, C e D, definidos por suas
respectivas seqiiéncias de fluxos de caixa liquidos:

A:{—2,1,4,—4,16}

¢ Ver de Faro. 1975.

n
8 Em ambos 0s casos, as condi¢oes de suficiéncia s6 serio satisfeitas se — S + ZQJ > 0. Note-se
i=1
também que, como apontado em de Faro (1973), nenhuma das duas condi¢bes ¢ implicada pela
outra.
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Nesse caso n — 4 e, como pode ser facilmente verificado, para
i* = 1009, por periodo temos que V (i*) = 0; ou seja, 1009, por periodo
¢ uma taxa interna de retorno positiva associada ao projeto 4. Examinan-
do-se as condi¢es de Soper vemos que as mesmas sdo satisfeitas, eviden-
ciando-se assim a unicidade da taxa interna considerada, pois que:

Q"=Q4=16>0

k=1>8=2> )EQ 1+ 7"=104+1)""'=05

k=2>S=2> i QU+#) 7 =05+41+1)"2=15

3
k=3>8=2>3% QA+#)7=15-41+7)""=1
=1

Por outro lado, como M — 16, tem-se que:

— 2SS4 M(n—1)=—44+16 X 3 =144> 0

o que indica que a condigio derivada do teorema ndo ¢ satisfeita, embora
1009, por periodo seja efetivamente a tnica taxa interna de retorno

positiva associada ao projeto 4. ¢
B: {—9,7,7, -3}

Agora, como Q, = Q3 = — 3 < 0, as condiges de Soper nio sio sa-
tisfeitas. Entretanto, observando-se que M = 7, tem-se que:

—254+M (n—-1N=—1847X2=—4<0
Conseqiientemente, a condigio derivada do teorema é satisfeita, ga-
rantindo-se, assim, que ao projeto B também se associa uma Unica taxa
interna de retorno positiva.?

C:{—1,8 —1,4)

8 O fato de que a condigio de Soper tenha sido satisfeita implica que esta taxa interna seja Gnica
mesmo para o intervalo mais geral definido por i >-L

7 Observe-se que tal taxa é de 19,51% por periodo e que a condi¢glo de Nostrom também é
satisfeita.
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Construindo-se a seqiiéncia de fluxos de caixa cumulativos tem-se
que:

{4, 4y, As, A3} = {— 1,2, 1, 5}

Por conseguinte, como esta seqiiéncia apresenta uma unica variagio
de sinal, € o produto 4, 4, = — 3 < 0, segue-se que a condi¢io de Nor-

strom ¢ satisfeita. Portanto, ao projeto C, associa-se uma inica taxa in-
terna de retorno positiva.

Todavia, como M — 4, tem-se que:

~285 4+ M®n—1)=—244%X2>0

o que significa que a condigdo de suficiéncia derivada do teorema ndo
¢ satisfeita.

D: {—83,83 —23 —1)

Para esse caso a condicdo de suficiéncia de Norstrom nio é satisfeita,
pois que a seqiiéncia de fluxos de caixa cumulativos

{AO’ Al) A2r AS) A4’ A5, A6} = {_ 8; - 5; o 2; 19 - 1: 2: 1}

apresenta 3 variacdes de sinal.

Por outro lado, sendo M —3, tem-se:

— 24+ M@n—1)=—164+3%5<0.

Por conseguinte, visto que a condigio de suficiéncia derivada do teo-
rema foi verificada, podemos garantir que ao projeto D também se asso-
cia uma unica taxa interna de retorno positiva.

Os resultados obtidos permitem com que o confronto entre as con-
di¢Ges de suficiéncia em exame possa ser sumariado como indicado no
quadro 1. Neste, para cada projeto, ¢ indicado se as condigdes de sufi-
ciéncia consideradas sio ou nido satisfeitas, apresentando-se ainda o valor
de sua respectiva taxa interna de retorno positiva, :*. Aparecem também
ai incluidos os resultados advindos das andlises dos projetos E: {— 1, 6,
— 12, 8} e F: {— 20, 89, — 128, 60} aos quais, respectivamente, associam-se
exatamente uma e trés taxas internas de retorno positivas.
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Quadro 1

Confronto entre as condigdes de suficiéncia

Projeto ‘ Soper ' Norstrom Teorema i* (%)
A Sim Néo Nao 100
B Nao Sim Sim 19,51
C Sim Sim Néo 209,46
D Nao Nao Sim 5.82
t Néo Nio Néo 100
F Nao Nio Nao 20, 25 e 100

5. Conclusao

A condigio de suficiéncia aqui desenvolvida apresenta-se como um
valioso instrumento auxiliar no processo de implementagio do critério da
taxa interna de retorno para a avaliagdo econdmica de projetos de investi-
mento do tipo nio-convencional. Isso porque, sendo satisteita, ficam ga-
rantidas a existéncia e a unicidade de uma taxa interna positiva, requi-
sitos bdsicos para o emprego do critério. Além do mais, fica também
assegurado que a fungio valor futuro seja estritamente decrescente para
taxas positivas. Por seu turno, esta ultima propriedade garante que, livre
dos percalcos apontados por Kaplan (1967), seja eficiente o uso do algo-
ritmo proposto por Fisher (1966).

Por outro lado, como evidenciado através do exame dos exemplos
numéricos, nio existe superioridade entre a condic¢io de suficiéncia deri-
vada do teorema e as respectivamente devidas a Soper e a Norstrom.
Tal fato nos leva a sugerir que, em face da sua simplicidade, possivel-
mente antes da de Norstrom, a verificagio desta nova condigdo seja
incorporada ao algoritmo formal apresentado em de Faro (1974).
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