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Virias entidades advogam a utilizagdao das tdbuas de insumo
produto para planejamento econdémico, como por exemplo a Cepal
|38/, |39]. O Bureau of Labour Statistics tem envidado grandes
esforcos e recursos para aprimorar os dados das tibuas de que
dispbe relativamente a2 Economia Americana, bem como realizado
substanciais trabalhos de pesquisa em térno de varios problemas
aue permanecem insoliveis, empregando a ultima disponivel. Varios
paises ja enveredaram pelo caminho da obtencaoc de dados para a
elaboracio de tabuas que representem suas economias. Outros
publicaram tabuas prévias, como é o caso da Espanha que ja conse-
guiu uma com reduzido niimero de setores |47].

Algumas experiéncias nacionais foram reunidas no volume edi-
tado por T. Barna |5/.

Utilizagées do modélo de Leontief a problemas mais restritos
que o planejamento econdémico global tiveram aparente sucesso;
isto aumenta o interésse pelo estudo de suas aplicacdes e defi-
ciéncias. O exemplo de previsio de padrdes de emprégo para a
economia americana é especialmente ttil em economias capitalistas
|18| bem como o da absorcdo de grande numero de imigrantes
que enfrentou o govérno de Israel |21|. Do outro lado estio os
casos extremos de planejamento em economias socialistas |27| ou
de planejamentos regionais como o estudo realizado pelo govérno
americano para a Itdlia Meridional |9] e |10].

(*) <«A Survey of the Literature on Input-Output Analysis with special
veference to the problem of errorss. University of Birmingham
(England), Maio 1959.

Dissertac¢io para o griu de Master of Social Science.

(**) Professor Catedratico da Faculdade de Ciéncias Econdémicas da Univer-

sidade do Parana.
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O modélo permite uma descricao geral de uma economia de
producio e fornece elementos detalhados acérca da interdependén-
cia estrutural dos setores produtivos: a produ¢io de uma tonelada
de ago exige certa quantidade de carvao; para produzir esta quanti-
dade de carvdo é necessdrio consumir ago, o que val exigir mais
carvdo e conseqiientemente mais ago e assim por diante |12|. Se
todos éstes efeitos diretos e indiretos forem conhecidos, é possivel
estimar os efeitos sébre todas as industrias, da expansao (ou con-
tragio) de uma industria particular. Neste sentido se tem um
exemplo simples de um modélo de equilibrio geral com possibilidade
de aplicacdo de modelos teéricos que dependiam de volumosos
calculos numéricos.

O objetivo que temos em vista neste artigo é o de pesquisar
os resultados obtidos relativamente a influéncia dos erros sobre as
solucbes numéricas, bem como de verificar até que ponto as so-
lugdes obtidas com as tabuas de insumo-produto se comparam van-
tajosamente com solugdes dadas por meios de técnicas mais sim-
ples, como regressio multipla, nas tentativas de previsio.

A falta de literatura em lingua nacional relativa ao assunto,
cremos justificar a apresentagdo de um trabalho desta natureza.

O artigo esta subdividido em quatro sec¢des: na primeira des-
crevemos o modélo, as fontes possiveis de erros e as influéncias
dos erros sobre as solugdes finais. A segunda da mais atengao ao
problema da agregagio; a terceira dirige-se para a questao da uni-
versalidade das hip6teses fundamentais; por fim, a quarta apre-
senta descricio de testes efetuados com as tdbuas americanas por
diversos autores. Seguem conclusdes.

Imprimimos ao trabalho um carater de formalismo matema-
tico. Os aspectos econ0micos mais importantes emergem CoOmo
interpretagio das propriedades matemaiticas do modélo. Algumas
hipéteses de natureza econémica siao apresentadas logo de inicio —
sdo os postulados sdbre os quais éle se apdia. Esta apresentacgio
limita o interésse e a extensio do trabalho, porém atribui mais
precis@o a argumentacio. A leitura proveitosa do trabalho exige
conhecimentos de élgebra de matrizes.

O MODELO E ERROS

1. — DESCRICAO GERAL DO MODELO.

Consideremos a economia subdividida em n “industrias pe-
quenas” (*) e as transagdes entre elas (e dentro das préprias
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industrias, isto €, transagdes em bruto) em unidades fisicas. Se j,
k sdao as indistrias supridoras e insumidoras respectivamente e
X;x a quantia do produto de j vendido a k; se for possivel medir
estas quantias para j, k variando a n.?® industria, formamos uma
tabua de n? elementos nao-negativos que chamamos matriz de tran-
saghes e representamos por

X = ||xal| G, k=12 ..., n) (1)

Manteremos a conven¢do de atribuir letras mintsculas aos
elementos de vetores ou matrizes e letras maitisculas aos préprios
vetores ou matrizes; quando seja necessario, os elementos serdo
especificados por subscritos j, k denotando linha e coluna ou
industrias que ofertam e demandam respectivamente. Além disso,
duas barras verticais indicam matriz.

Como consideramos apenas “indiistrias” a matriz (1) ndo for-
nece todos os elementos do fluxo de mercadorias, incluidos no
produto de cada uma. Temos que considerar o grupo de unidades
exdgeno ou nido produtivo constituido pelas familias, govérno, inves-
timentos e exportagio. (**) Cada industria j vende seu produto
em parte as demais industrias (transacdes inter-industriais) e em
parte ao grupo exdgeno (vendas a demanda final). Consideremos
&ste ultimo componente do produto e com éle formemos uma
coluna de elementos y; (parte do produto em unidades fisicas
que vai ou flui da industria j diretamente a demanda final)
para j variando entre ! e n; esta coluna ¢ chamada “vetor de
demanda final” ou “césta de bens”. (Basket of goods).

Desta consideragio temos:

X + X2 + ... F X T Y = X (2)
para j = 1,2, ..., n, isto ¢, um sistema de n equagdes que pode
ser pdsto sob a forma

n
kglxik +y =X (i=12...,n) (3)

ou, em forma matricial :
Hxlt [11 + [yi] = [x] (4)

(*) Empregamos as expressfes de |8 para uniformizar a terminologia
também ao tratar do problema da agregacao.

(**) O tratamento das exportagdes ndo é mesmo em tddas as tibuas. Nio
consideraremos porém aqui ésse problema que estd bem explanado em
|10| e |16], adaptado a circunstincias distintas.
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em que agora ||xu|| é a matriz quadrada de (1), [1] é um vetor
coluna de n unidades, [y;] é vetor coluna cujas n componentes sio
as vendas por tédas as industrias a demanda final e [x] um vetor
coluna cujas n componentes sio os produtos de tdodas as n in-
dustrias.

Note-se que para (2), (3) ou (4) apresentarem sentido eco-
ndémico, devemos ter:

Xk 20 a)
yi =20 b)
x; 20 c) (5)

O modélo que (4) representa é o modélo “aberto” e “estatico”
de Leontief |28]. ’

No modélo “fechado”, o setor exégeno era considerado como
“produtivo”, isto é, de acordo com nossa terminologia, como uma
industria a qual correspondessem elementos Tédas as tabuas
existentes sio do primeiro tipo.

O modélo ¢ estatico porque as inversdes estdo incluidas no
vetor de demandas e nido existe térmo algum para exprimir as
velocidades de alteragao do produto |1| |31].

Como fizemos com o vetor de demanda final, podemos consi-
derar cada industria k demandando produto de todas as
j = 1,2, ..., n. Isto significa simplesmente que a industria k
compra quantidades diferentes em unidades fisicas diferentes (to-
neladas, metros, litros, kwh, metros cubicos, unidades etc.). Se
as transagdes sdo efetivamente consideradas em unidades fisicas,
elas deixam de ser homogéneas quando consideradas como insumo
ao passo que eram homogéneas como produto ou em outras pala-
vras, ndo sao aditivas ao longo de colunas (as colunas de (4) mas
o sdo ao longo de linhas. A tnica forma de satisfazer essa con-
dicdo de homogeneizacio tanto para insumos como para produtos é
através da valoragio em unidades monetarias. Esta €, na verdade,
a forma como os elementos da matriz de transagoes e do vetor de
demanda final sdo obtidos geralmente, com a vantagem adicional
de permitir uma rapida afericio das Estatisticas de Renda e Pro-
duto Nacionais |36|. Podemos entdo dizer que a industria k com-
pra da indastria j (ou que j vende a k) quantidades x;.
(j,k = 1, 2, ..., n) medidas monetarias e que a equacido (4) e as
condicdes (5) permanecem validas nessas novas unidades. Daqui
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por diante sempre nos referiremos a (4) e (5) como se fossem
definidas em térmos de valor.

i. as funcdes de producio de tédas as industrias sdo lineares e
homogéneas ;

ii. ndo existem produtos simultineos (*) (joint products); e
chamemos

Ajx = fjk (6)

Ak

os coeficientes de producio que representam o valor dos insumos
da industria j necessarios para produzir uma unidade em valor
do produto da induastria k. Quando todos os coeficientes de pro-
ducgio, dados por (6) forem substituidos em (2) teremos o siste-
ma (4) transformado no seguinte:

a1 X,” 4+ aw X 4+ ...+ an X%+ Yy, = x5
A X,° 4+ Q:2 X2 + ... + @m X% + ¥ = X% (7)
An X,° 4+ @ X 4+ ... 4+ 2naX% 4+ Y = X%

o qual, em forma matricial se torna:
AXe + Ye = X° (8)

ao qual acrescentemos um superscrito ° para indicar que a matriz
de transacdes, o vetor de demanda final e o vetor de produtos
utilizados na estimacdo dos coeficientes de produgio sdo referen-
tes a um certo ano-base. A matriz A em (8) é a matriz estrutural
ou de “coeficientes tecnolégicos”, é quadrada de ordem n e seu ele-
mento tipico é fornecido por (6), em que x;x e xx devem ser enten-
didos medidos no ano-base.

Se a condicdo de Hawkins-Simon ¢ satisfeita |12|, a equacio
(8) pode ser escrita na forma

X = (I —A)*'Y = BY° (9)

em que I é a matriz identidade de ordem n, dando a “solucdo” no
ano base.

(*) £ esta uma hipétese pouco realista ao passo que(i) exprime uma simples,
identidade contdbil em qualquer ano. Em alguns casos de produtos simul-
tineos é possivel separar o produto e melhorar as condicées (quando
existem distin¢Ges claras de departamentos ou subsididrias). Em outros
podem ser tratados como insumos negativos |30] (producio de eletricidade
como subprodutos de ago).
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Supondo mais: iii. que ndo ha substituicio entre
insumos em todas as industrias;
o que implica a fixacao da estrutura produtiva representada pela
matriz A, e portanto da inversa de Leontief correspondente. (*)
Desta forma podemos compor novos vetores de demanda final
(diferentes do observado no ano base) e com uma equacio como

X* = XY (10)

tentar uma solucido geral, isto €, niveis de atividade correspon-
dendo a este vetor Y e a uma inversa de Leontief dada obtida
de uma matriz estrutural fixa.

Abandonamos o superscrito sobre Y e X para acentuar que
ambos representam respectivamente qualquer vetor de demanda
final obtido através de condigbes que sao exdgenas ao préprio mo-
délo e o vetor de produtos calculados através de uma estrutura
produtiva “congelada”. Ao mesmo tempo acrescentamos um supers-
crito * a X para indicar que € um vetor estimado e nao observado
experimentalmente.

Podemos imaginar que os componentes do vetor X* difiram
de seus valéres observados concretamente. Se X* foi obtido pelo
produto de um certo vetor de demanda final, que pode ser um
vetor correspondente a um ano qualquer, afastado do ano-base e
observado experimentalmente, por uma inversa de Leontief, como
em (10), e se X é o vetor correspondente com seus componentes
resultando de medidas efetivamente realizadas naquele ano, éles
podem diferir, isto é,

X¥—X . 0 (11)

em que 0 é um vetor nulo.

Desejamos investigar as fontes das discrepancias entre X* e
X e se possivel os sinais das diferencas expressas por (11).

2. — OS ERROS.

Ao examinar as equagdes (6), (9) e (10) identifiquemos algu-
mas ébvias fontes de érro para em seguida verificar os seus efeitos.

(*) A matriz A = [a,,| que aparece em (8) e (9) é a matriz estrutural,
a inversa de (I — A), isto é B = (I — A)! é chamada a inversa de
Leontief correspondente a A.
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Observemos que (6) fornece os coeficientes de producao e portanto
a matriz estrutural com base em dados coligidos durante um certo
ano-base arbitrariamente escolhido.

A partir da matriz calculamos seu como mostra a equagao (9)
e uma vez conhecido éste seu produto por um vetor de demanda
final diferente daquele que foi observado no ano-base, fornece o
vetor X* correspondente (10).

Somos assim levados a considerar as seguintes possiveis fontes
de erros.

a) A matriz inversa de Leontief B pode conter erros de duas
espécies :

1. A matriz estrutural A contém alguns elementos com erros
os quais afetardo a inversa de Leontief correspondente; tais erros
provém de qualquer um ou de ambos os elementos que aparecem
em (6) e cuja divisdo fornece os aj:.

2. O método de calculo da inversa pode introduzir erros: ao
passar de (I — A) para (I — A)* numerosas multiplicacées sao
efetuadas (sao da ordem de n? onde n é a ordem da matriz estru-
tural) e a necessidade de limitar o namero de casas decimais dos
algarismos empregados em tais operagbes (limite ésse que ¢ uma
contingéncia da maquina de calculo empregada) pode causar acu-
mulo de erros; por outro lado em determinadas circunstincias a
inversa ¢ obtida através do emprégo de expressoes aproximadas de
solugbes convergentes também causando erros.

B) O vetor de demanda final pode conter erros de observa-
¢do ou ser, digamos, muito afastado da realidade futura se é o
caso de uma projecdao ou previsao de valores futuros.

3) As hipdteses podem ndo corresponder 2 realidade e a
equacao (10) nao ser valida enquanto que (9) é o resultado de uma
identidade contabil originada em (7) e (8) e cuja validez independe
das hipéteses. Neste caso, mesmo se o vetor de demanda final
“estimado” é correto, os resultados obtidos através de (10) podem
ser desprovidos de significado.

A hipoétese (iii) € crucial porque implica a validez da mesma
inversa de Leontief e portanto da mesma matriz estrutural mesmo
tendo havido substitui¢do entre insumos de um ano para outro.

Uma ulterior fonte de erros deve ser considerada: até agora
descrevemos nossa economia como se estivesse subdividida em n
industrias que chamamos “industrias pequenas”; devemos notar
que isto jA implica uma certa dose de “agregacdo” (*) porque tal
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ndmero n nao se refere as unidades produtoras ou firmas efeti-
vamente existentes mas a uma combinagdo delas de maneira a se
ter estruturas mais ou menos homogéneas de produtos ou de insu-
mos. Mesmo esta ndo ¢ a forma como as tdbuas sdo construidas.
A economia € geralmente subdividida em N < n “indastrias grandes”
(também chamados “setores” produtivos) em que N pode ser da
ordem de 40 ou menos, as tdbuas americanas mais detalhadas sio
da ordem de 200 setores. Surgem entdo setores apresentando de-
nominagdes genéricas do tipo ‘“Produtos Alimenticios e de Agri-
cultura”, “Industria do Ago”, “Industria da Construgao”’, etc.
Entio:

3) As matrizes com que se opera efetivamente sio agregadas;
isto pode ser uma fonte de erros por si ou no momento em que
seja necessario conhecer as partes componentes dos setores que se
acham agregados.

3. — ERROS NA MATRIZ ESTRUTURAL.

Tentemos identificar as fontes de erros na matriz estrutural
dada por (8). Observando as equac¢des fundamentais (6) e (10)
podemos considerar, sempre no ano-base, o seguinte:

i. — Os elementos da matriz de transacdes intersetoriais X°jx
podem conter erros devidos a falhas no processo de coleta de dados
mesmo quando imaginamos que tanto o vetor de demanda final Y°
quando o vetor de produtos X° estejam corretos |15|. E hipdtese
plausivel porque X° baseia-se em estatisticas de melhor qualidade,
as dos elementos de Y° seguindolhe no grau de precisdo, os de
|1x°;x|| sendo os menos precisos.

ii. — todos os trés conjuntos de elementos, isto é, da matriz
de transacdes intersetoriais, do vetor de demanda final e do vetor
de produtos no ano-base, utilizados no calculo dos a;« podem conter
erros, seja isolada, seja simultineamente.

Consideremos separadamente cada caso:

i. — quando apenas a matriz de transagdes intersetoriais con-
tiver erros, chamemos x';x seus elementos, onde

x‘;jk = X% + V% (12)
sendo x°x« os valores verdadeiros, porém desconhecidos, das transa-

(*) Num sentido que tornaremos mais claro em seguida.
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coes, e v’ erros no ano-base; o sinal dos erros pode ser positivo
ou negativo e mesmo alguns ser nulos.

A partir da hipétese que somando os x;, aos valéres corretos
de demanda final (ao longo de linhas) formamos o produto final
desprovido de erros, obtemos:

x| [1] + [ys] = [x%] (13)
em que outra vez, |x ;.| é a matriz quadrada, [1] ¢ uma coluna de
unidades

[v;] e [x;] s@o vetores coluna.

Dai obtemos:

X5

a ik = - ou a‘y = ax + €k
X'k

isto é, os coeficientes estruturais contém um elemento érro e;x que
se origina apenas de v’z em (12).

A equagido (13) indica que em qualquer linha os erros devem
compensar-se, isto €, se houver qualquer v°;. > 0 para lagum k = r,
havera pelo menos um v°;; < 0 correspondendo a pelo menos um
k = s, tais que

Ve + 2 v, = 0

ST

Isto é equivalente a dizer que os erros em qualquer linha tém
soma Zzero.

A ser isso verdade, os elementos da matriz estrutural a’ con-
terdo erros por excesso ou por falta em qualquer linha de tal ™
maneira que erros de sinais opostos aparecam em pelo menos dois
elementos. Se, como é o caso que estamos estudando, as tabuas
sdo obtidas em unidades monetdrias, o mesmo efeito aparece ao
longo das colunas, isto ¢, qualquer érro em um elemento a‘;. sera
compensado em algum ou em todos os demais elementos da mesma
coluna k de tal maneira que

€ + X €% = 0
Veremos em seguida quais serdo os efeitos destes erros nos

elementos da inversa. Antes de passar & secdo seguinte devemos
mencionar o seguinte: pode ocorrer que nao haja érro de espécie
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alguma seja em x°jx ou em x°% (caso limite hipotético) mas na
operacao de dividi-los um pelo outro seja necessario aproximar o
quociente a um certo numero de casa decimais ou de algarismos
significativos, em cujo caso se estardo introduzindo erros nos ele-
mentos da matriz estrutural.

ii. — Passemos ao caso geral.

a. — Suponhamos que no ano-base nossa matriz foi obtida
com os elementos do vetor de produtos contendo erros de qualquer
espécie (alguns estoques por exemplo, foram reduzidos e o fato
nao foi registrado pelas estatisticas de producdo). Expressemos
formalmente esta condi¢gdc como segue:

X =X+ 8 (14)

onde X* é o vetor coluna de produtos no ano-base, X° o verdadeiro,
mas desconhecido vetor e S° um vetor coluna de desvios em relagao
aos valodres corretos, cujos elementos supomos serem todos ndo —
nulos, isto &,

S'>0 ("

Teremos entdo para todos os elementos de A® (onde * indica
a existéncia de erros):

a'n = (15)

Torna-se claro que se (18) ¢ verdadeira, devendo coexistir si-
multineamente com (8) que por sua vez provam de (4), sendo
todos os seus elementos expressos em unidades monetarias, os ele-
mentos de S° devem ser compensados no outro térmo de (4), quer
nas transagdes intersetoriais, quer no vetor de demanda final ou
mesmo em ambos. Isto se torna claro através da expressio

Hxoie + sl [1] + [y] = [x% + s%]
fornecendo, em (20):

X%k + S%k X%k S%k
a‘jk == =: + (16)

xok + S”'c xok + Sul: XOE: + S”k

(*) Para qualquer vetor M, convencionamos que M=0 se todos os seus ele-
mentos forem iguais a zero: M > 0 se todos os seus elementos, forem
positivos ou nulos;

M > 0 quando pelo menos um elemento é positivo — v. 144l
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onde verificamos que o érro s°% sera por si mesmo causador de um
erro em a°;: (para todos j) o qual o torna menor que o verdadeiro
valor a;x enquanto que o elemento compensado s°;x que corresponde
a s%, isto &,

tendera a aumentar a ;..

Tudo que podemos dizer ¢ que seus efeitos aparecem em
diregbes opostas, mas que s°% aparece no denominador (e para um
valor particular de k pode ser nulo) enquanto que s°jx no nume-
rador de (16) correspondendo a compensagao para um s°% (j=k)
portanto qualquer um pode ser maior do que outro, € os erros em
a;; podem ser de sinal positivo ou negativo.

b. — Analise similar é valida quando os s°; sio compensados no
proprio vetor de demanda final nio na matriz estrutural.

Teriamos entdo, simultineamente cpm (14):
Y =Y + 8

0 que fornece:
Hxos ] [1T + Ly + s%51 = [x + 8]

Verificamos que em (15) apenas o denominador é diferente,
sendo aumentado de uma quantidade s°; > 0, e o efeito sera o de
reduzir os verdadeiros valores dos coeficientes a;. Corresponde
éste ao menos provavel dos casos de deslocamento de dados
(misalocation).

O caso mais provavel ocorre quando os erros no vetor de
demanda final sdo compensados na prépria matriz estrutural como
indicado abaixo:

(x5 — %] [11 + [y* + 51 = [x%]

Entédo, se os s°%: tém todos o mesmo sinal, os erros nos a
terdo também o mesmo sinal. Os sinais serdo diferentes no caso
de ocorréncia simultinea de sinais opostos em s°;.

Todos éstes casos focalizam a necessidade de estimagio acura-
da tanto dos elementos do vetor de demanda final quanto nos do
vetor de produtos no ano-base a fim de evitarem-se erros devidos a
deslocamentos de elementos dentro desses vetores.



44 REVISTA BRASILEIRA DE ECONOMIA

4. — EFEITOS DOS ERROS SOBRE A INVERSA.

Iniciaremos esta andlise pela introducao de método devido ao
Dr. J. Wise. (*)

De acordo com |15| chamamos A uma matriz estrutural cujos
elementos nao contém érros e A° a uma matriz estrutural obser-
vada concretamente e que € igual a matriz A mais outra matriz
de érros E nio vazia e da mesma ordem que A.

Estas matrizes gozam das propriedades seguintes:
A" = A + E
E pela definicao de inversa de Leontief:

B = (I —A)*? (17)
B = (I—A")? (18)

para ambas A e A’ supondo que satisfacam as condigdes de
Leontief.

A inversa B" contera portanto erros devidos a E, os quais
formam uma outra matriz de erros D que ¢ dada por:

D =B —B = B(I—EB)'—B = BEB(I — EB)* = (19)
= (I—BE)*—B = (I — BE)* BEB (20)

Consideremos agora os produtos EB ou BE. Representam éles
os produtos escalares de linhas (colunas) da matriz de erros por
colunas (linhas) da inversa de Leontief:

EB = lzil Cii, by i | = “Cjkl (21)
1
Introduzindo algumas hipéteses simplificadoras sobre as ex-

pectancias:

Expect (ex) = O

k

ou Expect (ex) = 0
h]

2

e var{e) = &%,

(*) Comunica¢do pessoal.
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sendo constante a varianca de erros para tdédas as linhas (ou
colunas);

var(b) = 8%

sendo constante a varian¢a para tddas as colunas (ou linhas) da
inversa;

reb?-‘o

isto ¢, havendo uma correlagido entre elementos das colunas (linhas)
da matriz de erros; e os elementos de linhas (colunas) da inversa
verdadeira.

Tomemos agora max3. 8,;r «» = nc para o valor extremo do
elemento tipico do produto matricial EB e formemos esta matriz
como sendo:

EB = nc[1] |[1] = ncii’ (22)
em que i = [1] é um vetor coluna de unidade ei’ = |1 seu
transposto.

Nestas condigdes, como elemento o tipico de D (19) é dado por

by — by =2 bjil €1, bi:k + Z bjs1 € 1, bi,_,iz i, bi‘k + ..
i RN

12 1234 (23)

desenvolvendo em série de poténcias (I — EB)™ |41}, e
substituindo (22) em (23) e voltando a forma matricial, obte-
mos uma progressao geométrica que fornece:

nc

B°'—B = Bii’ (24)

1-n®c

Esta expressio pode ser também obtida com o produto BE
e (20) conduzindo a resultado semelhante. E possivel que éste
enfoque traga alguma contribuigdo para a analise do comporta-
mento dos erros na inversa de Leontief porque (24) fornece um
valor extremo para os erros em B. Seria de interésse verificar os
efeitos de abandonar certos valores despreziveis em A (fazendo-os
iguais a zero) em (21) e sdbre os elementos de B° — B.

Esta maneira de encarar o problema fornece também um mé-
todo simples de obter uma expressao devida a Waugh |40| citada
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em |15|. Consideremos que todos os elementos na matriz de erros E
sejam iguais a e por exemplo. Entao

E = eil’
sendo a correspondente matriz de erros na inversa de Leontief, de
acérdo com (19) e (20), dada por: -

B"— B

eBii'B(I — ¢ii'B)" =
= e(Bi)(i'B)}(I —eii'B) "' =
= e(Bi)(i'B)(I — eS)"' = (25)

Onde os produtos Bi e i'B representam somas de elementos
de linhas e colunas da matriz B respectivamente, de maneira tal
que o elemento tipico em (25) pode ser colocado sob a forma:

. eR, C
b — b = 1—_-; (26)

onde R; e Ci sdo as somas dos elementos da j.* linha e da k.* coluna
da inversa verdadeira B, ¢ S é a soma de todos os seus elementos.

Outro extremo pode ser obtido conforme Evans |13|. E o caso
em que exprimimos o érro maximo e em funcao da maior soma
dos elementos de uma coluna e a ordem da matriz necessaria a
manter, na inversa estimada, tédas as somas de colunas entre zero
e a unidade, isto ¢, a fim de obter:

1>C. >0
ne > 0

por adiciao: 1 > C, + ne > 0

1—-C
portanto: C ———m
n
Esta e a condigdo 1 — eS > 0 nos fornecem
s <« — =& (27)
—_— 7
1 _— Cm

condicio esta obtida por simples restrigio sobre o sinal, dadas a
ordem da matriz e a maxima soma de elementos de colunas.
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Nestas expressoes C, ¢ qualquer soma de elementos de coluna
de A, n a ordem da matriz e S, como anteriormente, a soma de
todos os elementos da inversa.

Passemos agora as condi¢bes mais restritas estudadas por
Evans [16].

Com objetivo de simplicidade de raciocinio € sem prejuizo para
a generalidade, suponhamos que E seja composta de apenas um
clemento nio nulo.

Chamemos ésse elemento de e, ; entdo

100 ... 0 ...0]
E=:00..0..0]
00 ... e ... O]
00... 0 ...0l

e, de (7), obtemos o elemento caracteristico de A" que ¢ dado por
a‘y = a;n + e
em que os e sao definidos como

(0 para

{;
F1.

{ (N =
s
‘\

p
q
(es, paraf{j =p

(k =p

Passemos agora a obtencéo dos efeitos de E sobre a inversa B®.
De (17) e (18) temos:

B = I — (A + E)'"=[(I —A)— E!'" =
= (I —A)" I —E(J—A)'" =
= B(I —EB)"' = (I BE)’ B —

As matrizes correspondentes de erros na inversa serio dadas
por (19) ou (20) respectivamente.

Desenvolvendo em série (19) ou (20) obtemos o elemento ti-
pico do érro na inversa de Leontief correspondendo ao efeito de
€pq, como sendo igual a:

b; b,
b’ — by = _Dip € Dk (28)
1 — e by
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Desta expressido verificamos que se

qp

todas as diferencas entre elmentos da inversa estimada e da ver-
dadeira serdo positivos ou nao serdo afetados (*) dependendo de
ser qualquer elemento by, ou by nulo.

Por outro lado, se e, < 0 os erros fornecidos por (28) serio
negativos ou permanecerao inalterados.

Consideremos agora o vetor de produtos estimado por meio de
uma inversa contendo erros. Entao, de acérdo com o que foi dito,

X 4= B'Y
ou
X"y = S (b;- = eyr) y- (29)
Se tomarmos entdo apenas e, > 0, obtemos:
X+ 2> X (30)

em que agora X, ¢é vetor de produtos avaliado com uma inversa
contendo um erro de sinal é positivo e X é correto.

De maneira andloga, se um e;, < 0, teremos

X <X (31)

em que X ¢é o vetor de produtos avaliado com uma inversa con-

t ndo um érro de sinal negativo e X é correto.

Se erros de sinal positivo e negativo existem simultineamente
na inversa de Leontief, chamando X . o vetor de produtos a cal-

culados com a sabida existéncia de tais erros; entdo a aplicagdo
reiterada de (30) e (31) nos garante que

X, > X

. +

> X_

(*) Uma das propriedades das matrizes inversas de Leontief |35|, |43/ con-
siste em que tcdos os seus elementos sio nao-negativos ¢ ambas B* ¢ B
sio do mesmo tipo. Tdédas as matrizes para as quais o maior valor
préoprio de det. (I — A) = 0 seiam menores do que a unidade
participam desta propriedade. Em particular, desenvolvendo (I — A)?
em séries de potencias de A, |41}, se verifica a validés da propriedade.
Para propriedades destas matrizes, v. |43.
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Resultados analogos foram atingidos por Dwyer e Waugh |14]
com referéncia a inversio de matrizes em geral e nio apenas a
matrizes de Leontief. Estes autores encontraram restri¢des para
0s erros na matriz inversa de Leontief (nossa expressdo (28)) dada
a matriz de erros E. No caso particular em que E se compée de
elementos iguais com o mesmo sinal, todos os elementos na in-
versa correspondente contém erros do mesmo sinal que os ele-
mentos de E (sua tabela III, pag. 300 {14|). E interessante observar
que éstes autores ndao pareciam conhecer na época os resultados
acima apresentados e obtidos por Evans. Referem-se também ao
caso de todos os elementos de uma matriz estrutural de Leontief
conterem erros na mesma propor¢io. Ambos 0s casos sio extre-
mamente afastados da realidade apés se ter conhecimento dos re-
sultados de Evans.

5. — ERROS DE CALCULO.

O problema aqui é de natureza diferente. Dispomos de uma
matriz estrutural a partir da qual, por métodos convenientes, obte-
mos a correspondente inversa de Leontief e desejamos investigar a
natureza e¢ a ordem dos erros que sio introduzidos durante a
inverséo.

Ha dois métodos fundamentais de obter uma solugdo ou a
inversa. Um é o chamado da “solugdo geral” o qual consiste na
inversio direta da matriz de Leontief e a partir desta obter-se o
vetor de produtos. Em outras palavras, por um processo algé-
brico conveniente estimamos (I — A)'Y simplesmente.

O outro é o da solugdo particular baseado na propriedade das
matrizes de Leontief de serem passiveis de expansio em séries de
poténcia, conforme foi demonstrado por Waugh |41| e outros.

Cada método tem seu campo de aplicacao préprio e apresen-
ta diferentes fontes de erros. Mencionaremos cada uma especifi-
camente.

i. — Consideremos o primeiro método. Desde que haja sido
obtida a matriz A, a sua inversa correspondente ¢ calculada e
utilizada para tédas as solu¢ées. Todos os erros contidos nos ele-
mentos de A sdo mantidos congelados na inversa e quaisquer cor-
recoes exigem inversdo completamente nova o que aumenta consi-
deravel os custos de computo os quais podem mesmo atingir niveis
proibitivos. Quando o método de solugdo geral é utilizado, é pos-
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sivel calcular a inversa pelo método de eliminagio (*) ou mediante
variantes do método de Gauss-Doolittle dependendo geralmente a
escolha da ordem da matriz de que se dispoe e dos equipamentos
mecéanicos ou eletrénicos de calculo.

E também teoricamente possivel desenvolver em séries de po-
téncias ; diretamente porém éste método nio parece adequado para
as técnicas modernas de cOmputo eletrénico. Para maiores escla-
recimentos sdbre o assunto, vale a pena ler a controvérsia levan-
tada por Saibel e Berger e Evans em artigos de carater polé-
mico |46].

Logo adiante faremos referéncia com maiores detalhes ao mé-
todo de desenvolvimento em séries de poténcias ao tratar do mé-
todo da solucgado particular.

Devido a dificuldades de calculo, a solucao geral ¢ usualmente
obtida quando a ordem da matriz que se considera é elevada,
como ¢ o caso da matriz do B.L.S. (Bureau of Labour Statistics)
cuja ordem € 190 x 190.

ii. — O método da solugiao particular. Todas as matrizes A que
tenham o maior valor préprio de sua equagio caracteristica menor
do que a unidade, podem ser desenvolvidas em série de poténcias
125!, 135|, |40|, |43|. A mesma propriedade se prova com base em
certas propriedades das normas !41|. Na verdade nao existe dis-
tincio entre os valéres proprios e as normas das matrizes de
elementos positivos, 43|.

A fim de apresentar uma rapida demonstragio das proprieda-
des tundamentais de tais tipos de matrizes e de sua propriedade
de serem desenvolviveis em série de poténcias, nos basearemos na
definigdo de normas.

Definimos normas, de acérdo com Waugh e Neumann [41] e
Goldstine |33|, de qualquer matriz P com elementos pi;:

3 i
o que fornece imediatamente:

ipi;i < N(P")

(*) Este método, descrito por Neumann e Goldstine |33} consiste na transfor-
mac¢do da matriz A de um sistema linear mno produto de outras trés,
isto , A = BCD em que D é uma matriz semi-diagonal superior, C é
diagonal e B é semi-diagonal inferior.
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(notemos que aqui as barras verticais significam médulo do ele-
mento p;; ou seu valor absoluto).

Em geral podemos definir normas de variadas maneiras e nao
apenas por (32). Suas propriedades no entanto, sendo inde-
pendentes da defini¢io adotada, sdo principalmente as seguintes:
dadas duas matrizes quaisquer P e Q, sao validas as relagdes
seguintes :

N(P + Q) < N(P) + N(Q)
N(PQ) < N(P) N(Q) (33)

portanto:
N(P=) < [N(P)|™
Consideremos agora que N(P) < 1; entdo de (33):

N(1 + P+ P+ ...) < N(I) = N(P) + N(P*) + ...
< 1 4+ N(P) + IN(P)|* + ...

N
1 — N(P)

Significa isto que se P tiver sua norma definida por (32)
menor que a unidade, a matriz (I — P)?* pode ser desenvolvida
em série de poténcias de P.

Uma condi¢do adicional exige que (I — P) seja matriz nao-
singular |25), isto é:

det (I1—P)=1|I—P| =0

que é condicdo necessaria a existéncia de sua inversa.

Para a matriz A satisfazendo as propriedades acima, teremos
entao :

(I—A)'=I+A+A+ A+ .. = XA

Quando a série ¢ rapidamente convergente ¢ possivel tomar
térmos até a ordem de, digamos, um certo m onde m ¢ alguma
poténcia convenientemente escolhida de tal modo que o érro come-
tido ao tomar apenas m + 1 térmos da série seja pequeno.
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Neste caso, o erro devido a inversio seria entido dado pela
matriz
00
E= I A

k—m+41

E possivel determinar a poténcia m necessaria para obter um
certo erro minimo |41|, cuja expressdo é obtida a partir das se
guintes transformagées Gbvias:

, IN(A)[=
N(B'—B) < T3 (34)
por (29):
laijl < N(A)

que exprime ser qualquer elemento da matriz menor que sua
norma, de tal forma que (34) nos fornece:

Ib" — b| < N(B* — B) (35)

Se desejarmos que N(B® — B) seja restrita, podemos achar
um m tal que

N(B* — B) < e
portanto

IN(A)[™
1 —N(Ay ~°

a partir do que obtemos:

loge + log (1 — N(A))

m
- log N(A)

Esta expressido nos assegura que, em virtude de (35) nenhum
elemento na inversa estimada ¢ menor que e.

O desenvolvimento em série de poténcias pode ser simplificado
através do emprégo de determinadas analogias algébricas |41] e
permite também algumas aferi¢bes muito simples.

Apés esta introdugdo, consideraremos a solu¢dao particular ou
o método iterativo de solucao. Suas propriedades e caracteristicas
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foram intensamente analisadas por Evans |6| e sua aplicagdo de
forma explicita foi recomendada por Chenery |10| e pela Cepal
391,

Suponhamos que um certo vetor de produtos esteja disponivel
nara o qual procuramos uma solugdao correspondendo a uma eco-
nomia cuja matriz estrutural é dada e igual a A. Por aproxima-
¢Oes sucessivas obtemos estimativas da solugio:

X® = Y + AY

X® = Y 4+ AX® = (I + A + A) Y

(36)
X® = Y 4 AX¢0 = (1 + A+ A+ ... +A)Y

onde o superscrito (m) indica a m* iteragao. Na m* aproxima-
¢ao sucessiva teremos ja atingido um certo grau de precisio, porém
¢ possivel estimar o resto da série e assim aumentar a precisio da
esiimativa final. Consiste na estimativa da razio ds uma pro-
gressdo geométrica que ¢ dada por (36) quando m é infinitamente
grande e a série é convergente.

Tal razdo ¢ uma estimagio aproximada do maior valor préprio
de A. Quanto melhor seja a estimativa de tal valor mais aproxi-
mada serd a estimativa do resto da série.

Variagoes do método foram apresentadas por Evans |17] em

algumas das quais ¢ aumentada a velocidade de convergéncia do
Processo.

O ponto importante para o qual se deve chamar aten¢do con-
siste em que em tdodas as fases do método da solucdo particular
introduzem-se erros na inversa.

Se paramos em uma certa poténcia m, o erro sera dado pela
soma de todas as poténcias a partir de m+1; mesmo se prossegui-
mos o processo até estimarmos o maior valor préprio para obter
o resto, ainda teremos erros. Tais erros sio de natureza compu-
tacional e nada tém a ver, seja com as hipéteses do modélo,
seja com os erros contidos nos elementos de A que sdo de natureza
estatistica.
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6. — A NATUREZA DOS ERROS DEVIDOS A
APROXIMACOES.

Parece haver sido crenga bastante generalizada, quando o mé-
todo de Leontief foi langado ao publico, que erros de aproximacgao
ou de natureza computacional tinham tendéncia a acumularem-se
no processc de inversio. Em um artigo extraordinario, Neumann
e Goldstine |33| estudaram os efeitos dos erros em inversiao de
matrizes de ordem elevada e demonstraram que os erros finais
eram limitados. Sua conclusao final ¢ode ser sumarizada em
poucas linhas.

Chamemos 8 a base da representa¢do numeérica e por s 0 nu-
mero de algarismos representativos mantidos consistentemente du-

rante todos os calculos executados no processo de inversao. Seja A
a matriz considerada e > sua inversa aproximada, como também
um fator de escala 2° que podemos desprezar, e n a ordem de A.

Pelo método de eliminagio, um extremo superior é encontrado

para a matriz formada pelas diferencas entre os produtos de A por
sua inversa calculada a matriz identidade, isto é,

AS — I| < 2,000 n'B*

para o modulo da diferenga.
Se chamamos de e;; os elementos de AS — I, temos também : (*)

max |e;| < |AS — 1]
iji

Tomamos max e;; como erro final maximo permissivel e sendo
éste menor do que B° onde p é um dado nimero — desejavel —
de algarismos significativos, obtemos:

BP>e = 2,000 n**
B?>2000 n* 2°
(*) Neumann e Goldstine, |33} pig. 1045 ¢ Waugh, 41! pag. 147. Para uma

discussio de normas e extremos, vide também Dwver e Waugh (41}, Yong
142| e Debreu e Herstein |43].
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Para 8 = 10, (*) isto é, o sistema decimal, tomando logaritmos
em (37) obtemos:

s — p > log (2,000 n*)
e portanto,
s—p > 4logn + 3,301

Esta expressao nos diz que as diferencas entre o numero de
casas decimais exigidos apds inversao deve ser pelo menos igual
a 4 log n + 3,301.

Este ponto foi mencionado por Christ |11| o qual notou além
disso que as hip6teses de Neumann e Goldstine sdo excessivamente
conservadoras quando apenas se tém em vista matrizes de Leontief
por causa de suas propriedades especiais (matrizes de elementos
nao-negativos muitos dos quais nulos por nao haver transacoes di-
retas entre certos setores produtivos).

Estes mesmos autores determinaram também o namero de mul-
tiplicacdes executadas durante o processo de inversao e outra vez
devemos chamar atencio para o fato que as matrizes de Leontief
que tém geralmente cérca de metade de seus elementos igual a zero,
o numero encontrado deve ser grandemente reduzido em pratica.
[11], |15].

7. — PROCEDIMENTO PARA CORRECAO. (**)

Consideremos a inversa de Leontief B e sua primeira estima-
tiva, dada por B..

Esta contera alguns erros de cilculo e fazemos entio

B, =B + D (38)
em que D é uma matriz de erros.

B' = B, + D, (39)

¢ uma melhor aproximagdo de B do que B.. Se a partir de (39) for
possivel melhorar a estimativa de D,; seja D, e assim por diante,
podemos, por meio de um processo iterativo reduzir os erros em
nossa estimativa da inversa.

(*) Em computacdes eletronicas digitais usualmente se toma g = 2 ou 10.

(**) Agradego a Mr. W. M. Gorman por dirigir minha atencho para éste
aspecto do problema.
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B,B*B, — B. = B,B'D, =
(B + D,) B'D, =
= Do + DOB.IDU (40)

Vejamos como ¢ isto possivel: em (38) premultipliquemos por
B,B! (notemos que B' = (I — A) é conhecida e que nas hipé-
teses consideradas ndo contém erros) a fim de obter

Se todos os elementos de D, forem despreziveis, hipotese ra-
zoavel de formular, entdo os elementos de D,B*D, sendo com mais
forte razio despreziveis, podemos supor ser uma matriz nula, por-
tanto (40) fornece:

D, = B, (B'B, — I)
logo
Bl - B.) + D, = BDB“‘B«

Se o procedimento continuar e se os elementos das matrizes
D. convergirem rapidamente com m, obtemos para a expressio
geral da inversa corrigida:

B:a = (BOB‘I) m—f—lB“

Enfoque ligeiramente diferente que provém de um arranjo di-
verso dos térmos em (40) foi apresentado por Hottelling |22B):
se B, € uma aproximacao da inversa de L. = (I — A), formamos as
seguintes matrizes

B, = Bu.(2 — LB,)
B. B.(2 — LB.)

!

m not

B, = B_, (2—1B_)

em que 2 = 21 é matriz quadrada com todos os elementos da dia-
gonal principal iguais a 2, os restantes sendo iguais a zero.

B converge para L' se em C = I — LB, (41), todos os valéres
proprios tiverem moédulo menor que a unidade, o que significa que
suas poténcias tendem para a matriz nula.

E aparente que erros de cédlculos ndo apresentam dificuldades
sérias no método de insumo produto.
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8. — ERROS NO VETOR DE DEMANDA FINAL.

Nossa analise de erros na solugio de um sistema de Leontief,
isto ¢, nas componentes de um vetor de produtos para um dado
vetor de demanda final, conforme (10), ficou concentrada na matriz
estrutural e a correspondente inversa de Leontief. Devemos consi-
derar também uma fonte diversa de erros.

A equacao (10) sugere que € possivel prever as componentes
do vetor de demanda final para um ano futurc, t digamos, e obter
os produtos necessarios para satisfazé-lo. Se compararmos os va-
lores efetivamente observados naquele ano obtemos uma idéia dos
desvios de nossas previsdes. Tal método contudo sé permite veri-
ficagdo apds térmos chegado ao ano t e néle observado os produtos
correspondentes. A forma mais simples de obter uma verificagio
imediata consiste em projetar em diregao ao passado, isto ¢, fixar
a estrutura de produgio na forma como é dada por uma matriz A
e sua inversa de Leontief e a ela aplicar um vetor de demanda
final (o qual pode ser observado em um ano passado) a fim de
obter os produtos; comparar o resultado obtido com os produtos
observados.

No primeiro caso, produzimos o vetor de demanda final por
consideragdes que sdo exdgenas ao sistema. No segundo ndo temos
idéia da precisao das medidas anteriores. A culpa da ocorréncia de
erros foi sempre atribuida a estrutura de produgido, os célculos
necessarios a inversao e as hipdteses sobre que se apoia o modélo,
raramente a erros que posam existir no préprio vetor de demanda
final.

Dois aspectos nos parecem surgir claramente quando tratamos
de examinar as diferentes possibilidade de erro devidas ao vetor
de demanda final. Em primeiro lugar, quando se obtém a estima-
tiva dos produtos correspondente 2 uma dada demanda final, se a
matriz estrutural ainda permanece compativel com a nova compo-
sicdo interna do “product mix” (*) todos os erros que podem apa-
recer tém que ser considerados como originarios do interior da
prépria demanda final e o problema é trivial, consistindo simples-
mente em uma transferéncia de erros de uma para outra fonte.

Em segundo lugar, pode ocorrer que as novas componentes do
vetor de produtos obtidas do vetor de demanda final dado, sejam

(*) «produet — mix» é a expressio em lingua inglésa para um setor pro-
dutivo agregado.
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incompativeis com a matriz estrutural original. Tal problema surge
porque todas as matrizes sdo agregadas em variados graus, confor-
me ja mencionamos, e a discrepancia devida a agregagao (aggrega-
tion bias |37|) existira independentemente de qualquer erro na
matriz estrutural.

O problema da identificacdo das diferentes fontes de erros ¢ a
possibilidade de os separar permanece questdo aberta. Apesar de
que o primeiro caso acima citado parece trivial, em alguns testes
executados com o modélo de Leontief, encontraram-se erros € a
unica fonte de que nunca se cogitou, aparentemente, foi o vetor
de demanda final. Retornaremos a éste problema, ao chegar a
descrigao de tais testes.

Um ultimo ponto nesta se¢ao. Os erros podem ser devidos ao
dinamismo inerente ao sistema econémico. Se um planejador pro-
jeta um certo vetor de demanda final, a tinica condi¢ido real sob a
qual aquela demanda final poderia ser testada seria a de uma
politica econdmica rigida fosse empregada, independentemente dos
acontecimentos nos intervalos de tempo decorridos entre a data em
que foi executada a projecdo e a data em que o vetor de demanda
final seja observado.

Il — ERROS DE AGREGACAO

Um argumento adicional em favor de um sistema que acaba-
mos de descrever, conhecido como modélo de Leontief, reside prin-
cipalmente na necessidade pratica de alguma subdivisao das Esta-
tisticas de Renda e Produto Nacionais de forma a obterem-se re-
sultados mais detalhados referentes a diferesntes setores produti-
vos ou supridores. Se tal processo ¢ conduzido muito longe, as
hipéteses essenciais de ndo existéncia de substituicdo entre insumos
nio mais permanecera valida e perde sentido o tentarmos aplicar
a solucdo de Leontief. Dificuldades praticas também nos detém
na tentativa de obter matrizes muito detalhadas, por isso nos con-
duzir ao caso limite de unidades individuais e portanto a matrizes
de ordem muito elevada as quais sdo dificeis de manejar sob o
ponto de vista de computos.

A outra face do problema consiste em que o emprégo de ma-
trizes agregadas significa perda de detalhe ¢ também introdugao
de erros no sistema. Novamente, como foi indicado por véarios
autores, diferentes padroes de agregacdo dao origem a solucdes di-
ferentes.
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Como se apresenta hoje o problema, temos um dilema a enfren-
tar. Ou agregamos e tentamos contornar as consegqiiéncias, ou em-
pregamos material detalhado (solu¢do que pode ser impraticavel
devido a dificuldades de obtengdo de dados) enfrentando dificul-
dades ainda mais sérias de natureza tanto pratica quanto tedrica.
A tnica saida consiste no emprégo de matrizes agregadas.

Na realidade ha dois problemas a considerar. O primeiro é o
da discrepancia devida a agregacio propriamente dita e o segundo,
o da desagregacdo, o qual consiste na separacdo de alguns setores
agregados em suas componentes.

Tentaremos apresentar uma analise formal dos véarios casos e
finalmente, entre os testes que foram executados com o modélo de

Leontief, introduziremos a descrigio de algum trabalho empirico
sobre a agregacdo.

1. — DEFINICOES.

Consideremos uma matriz de transagbes nao agregada ||z°||
obtida a partir de uma equacido como (4) com todos os seus ele-
mentos em unidades monetarias:

Hzowl| [1] + [y = [2%5] (42)
(ik =123, ...,n)

que tornece, em térmos dos coeficientes de produgao:
Y = (I —A) Z (43)

Os setores sio em numero de n e podem ser denominados
pequenas industriais conforme ja observamos, Theil |37| emprega
a denominacdo de firmas e Balderston e Whitin |8| de pequenos
setores.

Se¢ a agregagdo ¢ obtida por simples adigao |30|, obtemos dire-
tamente, adicionando por exemplo as trés pequenas industrias de

ordem n-2, n-1 e n apés notar que estamos considerando dados refe-
rentes ao ano base, os elementos agregados:

Wi = Z2%« (jk -~ n — 2) (44)

para as transacoes intersetoriais das pequenas indistrias nao agre-
gadas.
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ipz = e T ., 2 .k  n2j
won-ﬂ,k = Zon-:.‘.l; + zon-l,:; + Zon;.; \_],L el n—2)
vJOlﬁ~2,n—2 = Zon»:,n-:‘ + ZOn-:,n-l + zon-i,x: o Zozt«l.:z-:‘ " ch-l,u-l ”
+z° , + 2. + Z° + z° (45)

para as transacgoes intersetoriais das trés pequenas industrias agre-
gadas;

L¢] — 0 . - ()
Via =¥ n-2 ' y n-1 + yon

v('i — }'Oj (j ;;‘_: n— 2) ‘\46,
para as componentes do vetor de produtos.
wo = z°
3 i
\‘\,'Orr,, = Zon_: + Z)n-l 4 ZOZ‘. (j = (n_Z)) (47)

para as componentes do vetor de produtos.

Se, a partir da matriz agregada (n-2 setores e da matriz nio
agregada (n pequenas industrias) calculamos os coeficientes de pro-
ducdo e se A for a matriz estrutural nao agregada, obtemos (43)
para a primeira e

Ve = (I — G) We

para a tultima onde V° e W° foram definidos em (44), (45), (46) e
(47). Desde logo os elementos de G serdao fornecidos por

- — wo,.k
gx = o

os quais substituidos nos fornecem, apés simples rearranjo de
térmos:

gj,n—: = aj,n-zﬁn-:? + aj‘n-l 'Bn—l + ajn Bn
gn-2,k = an-z,k + an-l.k + ank
gr-z n-2 =
(an-z.n—z + an-l.n-2 + al\,n-z)'8n-2 - (an-2,n-1 . an-:’,n-l - an.n-l)'gn-l +

+ (an—il,n + an-l,n + ann)Bn (48)
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onde:
Z a
H-a
Bn-! = A
Z
n-1
Bu-l = A
n (49)
BZ\ = A
e
de tal maneira que
A= Zz:-‘.: + Zn-l T Z.. (50)
B .+ B +B =1 (51)

n-1 n

Estes coeficientes representam as proporc¢des dos produtos de
cada pequena industria componente no produto total do novo setor
formado pela agregagio.

QO procedimento pode ser apresentado de forma mais compacta
pela utilizacio da nomenclatura matricial. No caso simples acima
introduzido, definimos:

T= (52)

matriz retangular de ordem {(n-2) x n subdividida em uma sub-
matriz identidade de ordem n-3, no canto superior esquerdo, uma
linha de zeros seguida de trés unidades em sua witima linha, todos
os restantes elementos sendo iguais a zere, formando uma submatriz
de ordem (n-3) x 3, ¢

‘: I(n-:? : 0 i
s = | n2 | (53)
' : n-l |

que ¢é retangular, de ordem n x (n-2) com os trés ultimos elementos
de sua ultima coluna iguais aos coeficientes de proporgio de pro-
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dutos conforme a definicio expressa por (49), (50) ¢ (51), os
restantes tendo um significado obvio. Estas duas matrizes T e S
tém a propriedade de produzir tddas as transformacoes definidas
em (44) a (51) pelas quais sdo obtidos os setores agregados.
Através de premultiplicacdo de Z° e Y° por T, obtemos respecti-
vamente W° e V°, isto €,

w' = TZ" (54)
Ve = Ty (55)

e S surge naturalmente apos havermos obtido W° e V°, manten-
do-os a satisfazer uma equagio como (42), depois da agregacio,
isto ¢, fornece:

I—G)=T{I—A)S
porque

TS =1

a matriz identidade de ordem (n-2) a partir da relacao (51), e
G = TAS (56)

como podemos verificar facilmente em (48). Notamos que (43)
fornece a solugio nio agregada

Z2 =(I—A)*'Y
e com G, temos igualmente :
We = (I —G)rVve

E possivel generalizar estas matrizes T e S |37| de agregacao.

Consideremos para éste fim, o padrio de agregagao de n in-
duastrias pequenas para N inddstrias ou setores. Sejam J ou K
quaisquer setores tipicos de tal maneira formados que sejam com-
postos de um grupo de pequenas industrias, geralmente jXJ ou
k=K, isto €, setores J ¢ K sao compostos de tdodas as pequenas
industrias j e K que a éles pertencem.

O resultado desta convengio consiste em térmos o vetor de
produtos transformado, de Z° com n industrias pequenas produ-
tivas, em W°, com N ( < n ) setores produtivos. De maneira ana-
loga Y sera transformado em V, conforme (54) e (55). O proce-
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dimento genérico de definir éste padrao de agregacio é através da
matriz T (similar a (52)):

1...10 ...00 ... 00 ... 0 |[
0..01..10...000 ...0 l

T = - | (57)
|
0..00..00..01 . 1 ’

onde, em cada linha temos uma seqiiéncia de unidades e os ele-
mentos restantes iguais a zero. Cada uma destas seqiiéncias de uni-
dades representa os setores a serem agregados: j=J para todos

os J. A primeira linha tera entao n unidades se o setor agregado I
contiver n_ industrias pequenas em geral a linha J tera n; unidades
correspondendo as n, pequenas industrias ai contidas. A matriz T
€ entio de ordem N xn. Como vemos facilmente, o padrao de
agregacao definido por T, fornece:

We = TZ° (58)
Ve = TY® (59)
de maior generalidade que (54) e (55).

Além disso, como W® e Y° devem ser préprios de um modélo
de Leontief, tanto quanto as industrias ndo-agregadas, obtemos

também :

(I—G)yW = Vv

We = (I — G)*'V (60)
onde a matriz identidade 1 é de ordem N.

Ao aplicar (58) e (59) a (60) veremos que a matriz estrutural
agregada G subentende a matriz S de ordem n x N, que é composta

dos elementos seguintes:

Cada coluna contém zeros e os pesos correspondentes as pro-

porgdes dos produtos no ano-base das n; industrias néle agregadas:
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'Bn 0 0 k
BIBI o 0 !
0 ﬂII,l 0
. |
. (61)
0 IInII ¢ !
i
¢ 0 ceee By
. . . !
| 0 0 e Noy
Notemos que (61) surge da mesma forma que (53) e agora:
X B.=1
=]
sendo validas as relacoes seguintes:
i. — tomemos (43) e agreguemos:
TY® = T(I — A)Z° = V° (62)

porém o mesmo V° & obtido por aplicagdo de (I — G) ao vetor de
produtos agregados W° = TZ°, isto é,

Vo= (I — GW = (I — G)TZ° (63)
igualando obtemos:

T —A) = (I —G)T

ou TA = GT (64)

Observemos que esta relacao apenas ¢ valida quando estiver-
mos considerando vetores observados no ano-base.

De maneira anéloga a (56),
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TAS = GTS = G (65)

ii — A partir de (57), (61) e (65) obtemos o elemento tipico
de G:

nkx nJ

g&x = 2 2‘. aj!:BKk
keK j<J

que representa uma média ponderada dos coeficientes de produgao
ndo agregados, sendo os pesos as proporc¢des de produtos no ano

base (proporcio do produto da pequena industria k dentro do
setor K).

ili — Definimos igualmente um térmo de que vamos ter neces-
sidade logo em seguida, os “coeficientes semi-agregados”. Premul-
tipliquemos a matriz A pela matriz agregacao T; corresponde isto
ao mesmo que formar uma nova matriz retangular de ordem N xn
cujos elementos estdo agregados apenas com relagio a industrias
supridoras.

TA = X ajk = H ng ” (66)
jeJ

(os microcoeficientes técnicos derivados de |37|).
Analogamente, posmultiplicando por
ST = L
obtemos: AL = AST

cujo elemento tipico é:

g = = (ajk B k)
k:K

formando uma matriz quadrada de ordem n com n_ elementos ao
longo de t6da linha, os quais sdo independentes de k.

2. — A TENDENCIOSIDADE DEVIDA A AGREGACAO.
Consideremos qualquer ano diferente do ano-base e que as duas

matrizes estruturais, agregada e nao agregada, estio disponiveis, o
que implica a existéncia das duas matrizes agregagdo T ¢ S.
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Como se torna claro em (62) e (63), ha duas maneiras diferen-
tes de estimar as componentes do vetor agregado de produtos: ou
obtendo primeiro a solugdo agregando em seguida pelo emprégo de
(58), ou agregando primeiro e obtendo em seguida a solugdao por
meio de (63). Exceto no ano-base, as duas solugbes nao coinci-
dirdo e as diferengas entre os valores obtidos por meio de cada um
dos procedimentos sdo chamadas ‘“Tendenciosidades devidas a
agregagdo”’ de acordo com Theil [37|. (*)

Obtemos entio:
E=W—W=|(I—G)'T—TA—A)'|Y=PY (67)

onde W = (I — G)'TY (68)

corresponde a “Agregar e em seguida resolver”.

e W =T(I—A)Y (69)

a “resolver e em seguida agregar”, e
P=((I—G)'T—T(I—A)" (70)

¢ chamada a ““matriz da tendenciosidade devida a agregacio’’.

Em virtude de que ambos (I — G)* e (I — A)™* sdo inversas
de Leontief, seus maiores valores préprios tém médulo menor que
a unidade (e/ ou suas normas satisfazem as condi¢des para desen-
volvimento em série de poténcias).

Na matriz P (70), desenvolvemos ambas as inversas do segundo
membro apds substituicio de G por TAS, obtendo:

P=|I+TAS + (TAS)*+ ... [T—T|I+A+A*+ ... |=

=T|I+AL+ (AL*+ ... | —T|I+A+ A 4 ... | =
=[(AL —A) + | (AL)* — A2 | + ...]
=P, + P + P, + ... (71)

onde:

P, = T |[(AL) — A"|

(*) No artigo de Theil, uma expressio mais geral para ¢ érro foi obtida, peis
éle considera o efeito de discrepincias na matriz estruturzl causando
erros adicionais A tendenciosidade devida & agregacio.



OS ERROS EM SISTEMAS INSUMO-PRODUTO LEONTIEF 67

¢ a matriz de tendenciosidade de ordem r devida & agregacdo e em
particular,

P, = T(AL — A) (72)
¢ a matriz de tendenciosidade de primeira ordem devida a agre-
gacao.

A matriz P fornecida por (71) goza da propriedade de que
uma combinacao linear conveniente dos elementos de suas linhas
é igual a zero:

P(I—A)S =0 (73)

como é facilmente demonstrado.
Analisemos a matriz de tendenciosidade de primeira ordem

devida a agregagdo (72):

P, = T(AL — A), cujos elementos tipicos sao fornecidos por:
PG =3 (g —ay) = g — &5 (74)
jelJ

de tal maneira que a tendenciosidade ¢ dada finalmente pelo pro-
duto P,Y, isto é, consiste em:

PIY = l z y].( (gJK— ng) l (75)
keK

Podemos verificar que a matriz de tendenciosidade de primeira
ordem, quando multiplicada por S (61), fornece uma matriz nula,
isto €,

PIS =0 (76)
3. — CASOS PARTICULARES.
H4 casos em que a tendenciosidade devida a agregagao ¢ igual

a zero. Passemos a examina-los.

a. — Os elementos da matriz estrutural nao-agregada A sao
independentes das industrias supridoras e insumidoras para todos
os pares de setores agregados, (isto €, au: é independente de j e k
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para todos os J e K) — corresponde isto ao caso de “estrutura
homogénca de insumo-produto”. Tersmos entao:

AL = A

de tal forma que P, = O e também P, = 0 (r = 1,2, ...) ou que
tdodas as tendenciosidades devidas & agregacgdo sdo iguais a zero, e
portanto, P = 0. Este ¢ um caso extremo e dificilmente encon-
trado em pratica, (exceto, talvez, quando tenhamos iniciado, em
situacdo extrema, a agregar a partir de unidades individuais).

b. — Os coeficientes semi-agregados g, sdo independentes das
industrias insumidoras dentro de cada setor e para todos os setores
— corresponde isto a “estrutura de insumos homogénea” ou a
mesma estrutura de custos. Teremos entao a partir de (74):

Bk — 8, =0

Porém esta relacao significa que TA = GT (64) de tal forma
que a tendenciosidade devida a4 agregacio de primeira ordem ¢
igual a zero, por (75), isto ¢,

PY =0

Podemos provar que se a tendenciosidade devida a agregacio
de primeira ordem fér igual a zero, tédas as demais sio também
a zero. Este caso é menos restritivo que o anterior.

c. — Devemos mencionar que o caso de estrutura homogénea
de produtos ndo corresponde a tendenciosidade nula. Isto ¢,
quando os g, sdo independentes das induastrias supridoras dentro
de cada setor e para todos os setores, a tendenciosidade nao &
nula.

! .

d. — Quando tédas as componentes do vetor de demanda final
em qualquer ano forem proporcionais as componentes no ano-base,
a tendenciosidade devida a agregagdo ¢ nula. Em outras palavras,
quando o novo vetor é um multiplo escalar do vetor no ano-base,
nao havera tendenciosidade alguma.

Se, dada uma escala R, tiverms:
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onde o superscrito indica o vetor no ano-base, como anteriormenté,
entao:

Y = (I—A)Z
e a tendenciosidade é fornecida por:
PY = RPY® = RP(I — A)Z° = 2

Esta relagdo é verdadeira porque no ano-base as relagbes se-
guintes sao validas:

SWe = Z°
de tal maneira que
PY = R{P(I1 AYS]Z° =0

em virtude de (73) ¢ de (76) no caso particular.

e. — O caso da agregacdo perfeita. Consideremos que a inversa
de Leontief correspondente 4 matriz estrutural nio agregada ¢ dada
e que a premultiplicamos pela matriz agregacdo T, isto é, obtemos:

B® = T(I —A)? (77)
cujo elemento tipico chamamos b®’ por motivo de semelhanca
com (66). S

Nossa matriz (/7) é retangular. Empregamo-]a para agregar
o vetor de demanda final, isto é, em vez de premultiplicar Y por T
como fizemos anteriormente, obtemos:

B® Y = V*

cujo elemento tipico sera:

Vo= gy, (78)

E facil verificar que éste procedimento nio da origem a ten-
denciosidade alguma aplicando as equacoes (68) e (69). Mediante
éste método de ponderar os elementos de vetor de demanda final
fomos capazes de eliminar completamente a tendenciosidade.

Devemos lembrar que para obter os pesos b, necessitamos da
existéncia da inversa, a qual é entdo agregada, de acérdo com (77).
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Uma simplificacio é possivel se utilizarmos os dois primeiros térmos
do desenvolvimento em série de poténcias da inversa:

T(I — A)* = T(I + A) (79)

o érro introduzido por éste procedimento dependera da velocidade
de convergéncia de (79).

4. — SELECAO DE DIFERENTES PADROES DE AGREGA-
CAO. CRITERIO.

Fisher [20| apresentou recentemente um método que permite
decidir entre diferentes padroes de agregacido aquéles que melhor
servem a certos propdsitos objetivos. Apresenta-lo-emos sumaria-
mente.

Consideremos a tendenciosidade devida a agregacao dada por
(67) e coloquemos seu elemento tipico sob a forma:

=% (b, —b, )Yr (80)
rel

para J = 1,2, ..., N, onde b, sdo os elementos da inversa
(I—G)te bJr os de T(I—A)* ou os coeficientes inversos semi-

agregados.

Procuramos minimizar certas fun¢des da tendenciosidade devi-
da a agregacdo, fornecida por (80).

Fagamos a hipdtese que os elementos que compdem o vetor
de demanda final sao varidveis aleatdrias cujas expectancias sao
os valores no ano-base:

E(y.l) = yoj (] - 1) 21 L) n)

onde novamente o superscrito se refere ao ano-base e a expectancia
cobre uma série de anos. '

Definamos agora duas somas de quadrados da tendenciosidade:
C, = (&) J=12..,N) (81)

que ¢é chamada a “previsdao de objetivo especial” e
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N
C = C, * E(&) (82)

=
J=1
chamada a ‘“previsdo com objetivo geral”.

Consiste entdo o problema em selecionar um padrao de agre-
gacdo (matrizes T e S (57) e (61)) tais que tornem minimas as
expressoes (81) ou (82).

Se estivermos interessados nos efeitos s6bre a industria da
construgdo de alteragbes sofridas pela industria do carvao, entio,
para um J especifico, (no caso o J que especifica a industria
da construgio), escolhemos um padrao que o minimize o C; cor-
respondente. Se estivermos interessados em interrelagdoes gene-
ralizadas sem mengao especial a qualquer industria particular, es-
colhemos o padrao de agregagdao que minimiza C.

Facamos algumas hipdteses simplificadoras: sejam
var. (y;) = 8 E(ys)

onde 8§ é um fator constante e, como em (81) e (82). E indica
a expectincia matematica ou o valor médio; e

cov, (y;, o) = 0

paratodos os j, k = 1,2,...,nej = k.

As expressdes C, (81) e C (82) podem entao ser simplificadas
em:

n
E(62,) =2 (b,gy — b, )2 var (y ) +
r=1
=3 (by—b, ) (b, —b, )cov.(y,,y,) =
r=k
rel
kK
n
=3 (b, —b, )2 Ey)=C (83)
r=1
N n
e C=x = (b,—b ) Ey,) (84)

Co
Il
—
-
i
|
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Ambas (83) e (84) podem ser ainda simplificadas pela aproxi-
macido de utilizar apenas os primeiros dois térmos do desenvolvi-
mento em série de poténcia da inversa de Leontief. Teriamos entdo:

by, — bJr = B — 4 (85)
Outra simplificagdo consiste em usar a expressio
b — b, (86)

em lugar de

ka - b.n:
onde 2y b,
- k:X
bJK = .
= Y
kK

Este procedimento simplifica (78) e (79) além de tornar mais
simples os calculos que conduzem a escolha final.

Na Secdo IV voltaremos a éste ponto ao fazer referéncia a
alguns resultados numeéricos obtidos com éste processo.

Devemos notar a importancia de dois pontos. Primeiro, que
as hipéteses simplificam as expressoes utilizadas em célculos nu-
méricos porém estdo longe da realidade; nio ¢ demais dizer que
os valores dos elementos do vetor de demanda final no ano-base
fosse tipico do periodo considerado de uma forma um pouco im-
precisa; com referéncia as covariangas serem iguais a zero, depa-
ramos ja com uma hipotese que ndo pode ser valida porque isso
significaria completa impossibilidade de substituicio entre dois
insumos quaisquer ou mesmo que pares dec insumos quaisquer pu-
dessem ser complementares. Em segundo lugar, que quando ti-
véssemos duas ou trés ou mesmo mais padrdes entre os quais
decidir qual o melhor, o procedimento seria util, porém nao forne-
ceria indicagio alguma sobre como “descobrir” o melhor padrao a
introduzir entre os que devem ser analisados.

5. — DESAGREGACAO.

Uma ultima palavra no problema inverso ainda dentro do capi-
tulo de agregacio: o da desagregagdo. O caso consiste no seguinte:
dispomos de uma matriz agregada a partir da qual uma solugio é
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encontrada correspondendo a um vetor de demanda final também
propriamente agregado. De posse déste vetor de produtos, dese-
jamos decompor seus elementos em suas componentes. Em outras
palavras, conhecendo as necessidades gerais da industria do aco,
por exemplo, podemos desejar tais necessidades em térmos de
chapas, produtos laminados, agos, ferramentas, etc.

Se, além da inversa agregada, conhecemos também a matriz S
(61) que contém a informacao acérca das proporgdes dos produtos,
em cada setor agregado, das industrias componentes, postulando
além disso, que tal composi¢ao permanece a mesma na nova so-
lugao, devemos apenas realizar a subdivisdo proporcional dos agre-
gados. Com referéncia ao titulo “Erros no vetor de demanda final”
lembramos que o procedimento de subdivisdo proporcional prova-
velmente introduz erros que sdo devidos ao fato de que S tera seus
elementos em constante modifica¢do ao longo do tempo de tal forma
que nio sé o processo de subdivisdo introduz erros como também
a propria solugao estara incorreta. A hipétese simples de sub-
divisdo proporcional é conhecida como de “estabilidade” de setores
produtivos agregados (product-mix).

Quando nada sabemos acérca de S, significando isto que téda
a informacido referente as proporgoes dos produtos tenha sido per-
dida durante o processo de agregacdo, ou a solugdo é impossivel
ou devemos ser suplementados com informacao adicional. Fei |19]
estudou os varios casos, baseando seu estudo em operadores au-
mentadores convenientes. E éste um problema ainda largamente
aberto para estudo e pesquisa.

III — AS HIPOTESES FUNDAMENTAIS

Desejamos fazer referéncia, aqui, a validez das hipéteses feitas
atras e as quais sdo basicas nos sistemas de Leontief, permitindo
a utilizacdo das equacées (6), (7), (8) e (10).

Como ¢ facil verificar, as hipéteses ndo gozam de validez uni-
versal mas em circunsiancias especiais podemos demonstrar serem
vilidas — algumas delas ao menos. Da mesma forma, em certos
casos, hipéteses mais elaboradas podem ser utilizadas como € o caso
de coeficientes de producdo lineares em aproximacido a relacbes
funcionais entre insumos e produtos em.lugar de simples propor-
cionalidade, caso estudado por Evans |[15].
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Consideremos cada uma das hipéteses e tentemos analisar os
casos especiais de validez de cada uma como também as condigdes
sob as quais podemos provar que sejam validas.

Distingamos trés hipéteses:

(i). — Fungoes de producao lineares e homogéneas. E esta
uma hipotese simplificadora e que permite a construcdo concreta
do modélo. E muito pouco provavel que seja valida em tédas as
indastrias e para todos os intervalos de producio porque isto signi-
ficaria a impossibilidade, seja de rendimentos crescentes, seja de
rendimentos decrescentes. Uma possibilidade de descrever as fun-
¢oes por hipoteses mais realisticas consiste na substituicdo da
hipétese de homogeneidade por uma relagdo linear. Entao, o térmo
constante pode ser incluido na demanda final e a relagao funcional
considerada como uma aproximac¢io de uma curva de carater mais
geral na vizinhanga do ponto tangéncia.

(ii). — A negagdo da possibilidade de produtos simultaneos
(joint products). E também muito pouco realistico supor que esta
condicdo seja valida em todos os setores. Contudo, como foi refe-
rido por Malinvaud |[30] e Evans |16|, muitos casos podem ser
tratados de tal forma que sejam reduzidos os efeitos de sua exis-
téncia notéria. Podemos dizer quz em geral os problemas praticos
com que deparamos na obtenc¢ao de uma tabua sao multiplos e que
¢ dificil separar multiprodutos quando sabidamente existeimn.

(iii). — Nao existéncia de substituicdo entre insumos.

Eis a hipdtese crucial por ser aquela que permite a utilizagio
de uma matriz obtida em um ano-base para solugées empregando
vetores de demanda final referentes a diferentes periodos de tempo.
Em alguns casos podemos provar que a substituicio nio se dara
como conseqiiéncia de postulados mais fundamentais. O notavel
teorema enunciado e provado por Samuelson |34| e demonstrado
para casos mais gerais por Arrow e Koopmans |4|, |26|, estabelece
que quando existe apenas um fator escasso que seja nio produtivel
e as fungées de producao sio lineares e homogéneas, os coeficientes
de producio resultardo da condi¢io de maximizagio de lucros em
todos os setores de uma economia em concorréncia perfeita.

Ainda aqui outro ponto deve ser mencionado com referéncia 2
substituicao devida a alteragdes de precos. Existe o argumento da
existéncia de inércia no sistema econdémico dificultando a adaptagao
ao prevalecerem condigées diferentes:; isso atenuaria os efeitos de
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substituigées. Também, como foi demonstrado por Arrow |3|, sob
certas condigdes programas Otimos sido independentes de precos,
proporcao formulada por Chenery [10].

1V — TESTES EFETUADOS COM TABELAS DE
INSUMO-PRODUTO.

Virios autores, a comegar por Leontief, serviram-se de tabelas
existentes para comparar resultados.

Entre os trabalhos mais recentes realizados neste sentido, po—'
demos distinguir claramente duas categorias de testes; primeiro,
aquéles que verificam as solugbes obtidas com o sistema de insumo
produto (Leontief |28i, Evans |15, Barnett |7|, Hatanaka |22| e
segundo, aquéles que enfrentam principalmente o problema da
agregacio (Balderston e Whitin |8}, e Fisher |20|). Passemos a uma
descri¢do sumaria dos mesmos e dos resultados obtidos.

1. — LEONTIEF.

Usando a tabua relativa ao ano de 1939 para a Induastiria
Americana agregada de 38 para 13 setores, realizou projegbes para
trds a fim de obter “previsées” dos produtos para os anos de 1919
e 1929 para os quais vetores de demanda final eram disponiveis.
As mesmas previsozs foram realizadas pelo emprégo de outros dois
métodos, “expansdo” do Produto Nacional Bruto e “expansio” da
demanda final (ver o sumario do teste de Barnett para uma expli-
cacdo déstes métodos).

As unidades comuns foram reduzidas a precos fixos de 1939.

Foram realizadas comparagées em térmos do érro-padrao das
previsdes, isto €, a raiz quadrada do valor esperado dos quadrados
das diferencas entre produtos previstos e atuais para todas as
industrias.

Os erros de previsdao obtidos com o sistema de insumo-produto
foram os menores quando comprados com aquéles obtidos com
os outros dois métodos.

A tabua utilizada neste teste era sabidamente deficiente ¢ os
testes realizados subseqiientemente com emprégo da tabua de 1947
deveriam apresentar resultados mais dignos de confianga. Também
nio foi considerada a hipétese de modificagbes na estrutura produ-
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tiva que pudessem haver ocorrido no. intervalo -de dez ou vinte
anos coberto pelas projegGes.

Foi éste um teste pioneiro cujo valor é hoje mais histérico
que cientifico.

2. — EVANS.

Constituiram os testes realizados por Evans, um conjunto de
natureza mais especifica.

Em seu artigo publicado em Econometria |15 tentou medir os
efeitos de erros de diferentes dimensdes e origens e sob distintas
hipéteses sObre a tibua de 44 setores para a Econdmia Americana,
cujos elementos foram considerados, para efeito dos testes, como
verdadeiros.

Em primeiro lugar, um érro proporcional de ; foi atribuido a
uma linha dos coeficientes (isto significa que todos os coeficientes
que forem nulos ndo terdo érro e também que nenhuma compen-
sacdo existe, o que é um caso extremo).

Entio:

A partir de (28) 8 ;a;x = a’;x uma expressido é obtida para a
porcentagem de érro no r° elemento do vetor de produtos com
a hipétese adicional que apenas yx = o no vetor de demanda final,
todos os demais sendo iguais a zero:

Xr — Xr _ by & Xi aj; b (86)
Xr "~ b (1 — 85 3 a5 b))

O setor “Produtos Fabricados de Metal” foi escolhido para
incorporar o érro 8; porque tinha transagdées com a maioria dos
demais setores ao longo tanto de linhas quanto de colunas. Este
foi o setor j.

A expressdo (86) fot entdo avaliada para diferentes valores de r
sob sua forma simplificada:

X'r —_ r rj bj' - 851\'
X, iba | 1 — (b — 1) |

(onde . 8,x é o simbolo de Kronecker).
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O érro suposto foi §; = 5%, produzindo erros nos demais se-
tores que foram explicados da forma seguinte:

“Se apenas veiculos a motor aparecessem no setor auténomo,
as nccessidades de produtos de ferro ¢ aco seriam sobre-estimadas
por-pouco menos que um por cento em virtude do érro uniforme
de cinco por cento em “produtos fabricados de metal”. Apenas
onde as exigéncias em produtos fabricados de metal para manter
uma outra atividade unica estio sendo estimadas, o érro excede
cinco por cento e mesmo aqui, por apenas uma quantia pequena.”

Outra aplicacio foi a de determinar a restri¢do dos elementos
da inversa por meio da expressio (26). As maximas somas de
linha e coluna foram fornecidas como também a soma total de
todos os elementos, a partir do que o efeito maximo de aproxi-
magio nos elementos da matriz estrutural na quinta casa decimal
encontrou-se ser igual a 0,00011 (para a matriz de 44 setores)
perém, deve ser lembrado, no caso extremo de mais de 1900 erros
de aproximacio todos de mesmo sinal.

Na matriz de 190 setores o efeito maximo correspondente 2
aproximagao na quinta casa decimal foi de 0,00021, na hipétese de
que mais de 36.000 erros de aproximacao fossem de mesmo sinal.

A restrigdo para a soma de todos os elementos de uma inversa
de Leontief (27) encontrou-se ser, para a matriz de 44 setores,
igual a 4249 quando o valor efetivamente encontrado foi 96,0.
Outros testes seguindo a mesma linha foram executados com a
tabua de 44 sctores do Bureau of Labour Statistics os quais estdao
expiicados no texto do artigo referido.

3. — BARNETT.

Foram utilizadas as projecoes dos produtos obtidas em 1947
para o ano de 1950 por Cornficld, Evans e Hoffenberg |18/, e uma
matriz de 40 setores referente 4 Econémia Americana, ano de 1939,
com algumas corre¢des ébvias introduzidas nos coeficientes. Duas
hipéteses alternativas foram feitas relativamente & demanda em
1950, uma, que foi chamada modélo de “consumo” e a outra de
modélo de “investimento”. Ademais foram introduzidas corregoes
nos resultados a fim de garantir pelo emprégo. Estes eram os
dados disponiveis e os objetivos a atingir.
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Barnett féz uso de certas hipoteses analogas as do referido
estudo e projetou os mesmos produtos empregando técnicas dis-
tintas. Foram estas: regressdo multipla, em que as equagdes em-
pregadas foram:

Produto de industrias especificas = a + b(PNB) + c(tempo),
onde PNB significa Produto Nacional Bruto e a, b, ¢ constantes;

Expansdo do PNB, em que foi feita a hipétese de que o produto
em qualquer industria particular cresceria na mesma proporgio
do PNB;

Expansdo da demanda final, onde o crescimento do produto

total de industrias especificas é proporcional ao crescimento da
demanda final.

Finalmente, os produtos obtidos efetivamente em 1950 foram
comparados com as projegoes obtidas com os quatro métodos.

Seus resultados sdo extensos, mas merecem ser resumidos. As
expansdes do PNB e da demanda final produziram os maiores
desvios em relacdo aos valores observados. Os resultados obtidos
por meios de regressic multipla e de insumo-produto (dois con-
juntos de resultados para cada um) foram comparaveis, os obtidos
com regressio multipla fornecendo “melhores” projecdes quando o
valor do produto da industria é ponderado. O resultado se inverte
(talvez nao significativamente) quando as proje¢des nao sio pon-
deradas.

Os erros médios expressos como porcentagem do produto da
industria em 1939 estdo reproduzidas abaixo:

Erro médio — % do valor da industria
no produto em 1939

Técnica de l | Ponderado pelo valor do

projecao i Modélo produto da inddstria es- | Nio ponderada
utilizada i pecifica em 1939

I! Investimento ! 14 ! 30
Regressio - ‘ -
Miltipla | Consumo | 22 ‘g 42

' |

i Consumo 29 l 32
Insumo-pro- | ‘ 7 .
duto [ Investimento 30 l 35

FONTI: Barnett 7, pag. 202,
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A lista de industrias em que cada projecdo foi a melhor ¢é a

seguinte :
Insumo-produto Insumo-produto Regressio
(Modélo de consumo) {Modélo de investimento) menor PNB

Equipamento de trans-
porte, ne.

Metais nido ferrosos e
seus produtos

Comunicacdes.

Construcio.

Construgao naval.
Magquinaria.

Veiculos a motor.
Editorial e grafica.
Produtos texteis.
Borracha.

Demais manufaturas.
Transporte ferroviario.

Agricultura e pesca.
Processamento de 2ali-
mentos.
Metais ferrosos.
Aeronautica.
Ferro e Ago, n.e.
Producdo e refinagdo de
petréleo.
BMineracdao de carvao.
Quimica.
Madeira e
dutos.
Mobiliario e outros de
madeira.
Poipa de
papel.
Vestuirio.
Couros.

seus pro-

madeira e

4. — BALDERSTON & WHITIN.

Foi éste, tanto quanto nos foi dado descobrir, o primeiro teste

realizado com agregagdo em tdbuas de insumo-produto.

Seu obje-

tivo foi relativamente vago porque se propuseram verificar se na
verdade diferentes agregagdes produziriam diferentes resultados
conforme féra sugerido pelo préprio Profesor Leontief:

“um sistema de agregacdo que possa servir como base
aceitavel para a anilise da interdependéncia entre as
induastrias de Papel e de Automdveis, pode ser constatado
que seja completamente ineficiente se a utilizarem para
estimar os efeitos indiretos da construgdo de casas,
sdbre, digamos, as importagdes de borracha”.

(Professor Leontief em ‘“Recent Studies in the
Study of Interindustrial Relationships”, citado de

1181).
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A tdbua utilizada foi a de 18 setores representando a econémia
Americana em 1939. Trés padrdes de agregagdao foram tentados,
em tédas as duas industrias “Metais” e “Borracha” foram manti-
das sem agregacdo. As diferencas entre os resultados obtidos com
éstes dois padroes foram entdo comparadas. Os resultados finais
provaram que o Professor Leontief estava correto em afirmar que
padrdes diferentes de agregacdo produziriam solucgdes diferentes.
As diferengas entre coeficientes na inversa agregada foram da
ordem de até 50% em relagio ao menor em quaisquer dos trés
padrdes. Os erros absolutos nio foram grandes, porém foi dificil
julgar a sua importancia porque esta depende do propdésito que se
tem em vista. Um critério para uma decisdo neste sentido foi
desenvolvido por Fisher |20|. Sua escolha de industrias para
agregacao formando a tabela de oito setores foi inteiramente arbi-
traria, porque os critérios para escolha, mencionados por Theil
137] (vide nossas observacdes nas paginas 29 a 34), nao podem ser
aplicados quando as tabuas iniciais ja estdo tdo agregadas ao
ponto de contarem com apenas 18 setores. Senso comum foi o
critério utilizado, em contraposicdo ao de Fisher que é sistematico.

5. — FISHER.

A matriz Americana relativa ao ano de 1939 foi utilizada, redu-
zida para 18 setores. Dez padrées diferentes de agregacdo foram
utilizados para reduzi-la de 18 para 8 setores, como no caso ante-
rior. Os padroes foram comparados entre si € com outros trés
que ja haviam sido utilizados por Balderston e Whitin |8]. O em-
prégo da tabua de 18 setores foi preferido por estar a mao, bem
como sua inversa, e também em razio de suas dimensdes redu-
zidas e ao fato de ja haver sido usada anteriormente para testes de
agregacdo. Os padroes foram testados de acérdo com seu critério
de previsio de objetivo especial (81) de forma a fornecer minimo
C, em quatro industrias J diferentes as quais eram:

(1) Metais ferrosos;

(2) Borracha;
Pequenas industrias, Agricultura e Pesca e Alimentagio;
Fumo e produtos derivados, Combinadas;

(4) Um conglomerado de cinco induastrias menores : Quimicas
inclusive munic¢ées, Demais manufaturas, Comércio, Negé-
cios e Servigos Pessoais e Nio-distribuidas.
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No total oito padrdes, sendo quatro com a expressao geral
simplificada resultante de (83) e quatro com a simplificagdo resul-
tante de (86). Nestes casos, uma industria é fixada préviamente
e o problema consiste em localizar as demais nos sete setorzss agre-
gados. Dois padrdes adicionais foram testados segundo o critério
de previsao com objetivo geral de acérdo com (84). Como o pro-
cedimento pode dar origem a um grande namero de solugées e para
facilitar as escolhas, um critério adicional foi empregado que se
baseia no fato de que as entradas diagonais eram predominantes
em valor em comparagao as entradas ndo diagonais de maneira a
ser possivel aproximar a matriz original a uma matriz diagonal.
Um déstes padrées foi utilizado para minimizar a expressao geral
(83) e o outro para minimizar a expressdo simplificada resultante
de (83) e (85).

Seus resultados foram que “em todos os casos estudados (cada
uma das quatro industrias chaves separadas e tédas as industrias
combinadas) em térmos do critério C (84), um padriao de agre-
gacio foi melhor que os n° 1, 2, 3 (de Balderston e Whitin) empre-
gando idéias de distdncia minima. Isto é, um dos padrdes de
agregacdo 4 a 13 forneceu sempre um valor mais baixo de C do
que qualquer um dos padrdes 1, 2 ou 3.

» KN n

Todos os seus resultados indicam que o critério desenvolvido
permite a escolha de padrdes que produzem menores erros.

6. — HATANAKA.

O ultimo teste de que tivemos noticia foi executado por Mr. M.
Hatanaka em um trabalho apresentado a4 Econometric Society em
Dezembro de 1957. Infelizmente apenas um resumo de seu traba-
lho final nos foi posto a disposicdo em forma mimeografada pelo
préprio Mr. Hatanaka.

Trabalhou éle com a matriz americana relativa ao ano de
1947, com uma restricio. A matriz estrutural foi subdividida em
blocos e em uma das submatrizes os coeficientes foram modifi-
cados, para introduzir as adogbes previsiveis de novos processos
tecnolégicos.

As previsdes para os anos de 1949, 1950 de produtos indi-
viduais por meio do método de insumo-produto foram comparadas
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com previsdes para os mesmos anos poi meio de técnicas de re-
aressio multipla.

Os erros obtidos com o método de insumo-produto foram me-
nores que aquéles obtidos com regressao maultipla.

CONCLUSAO

Parece fora de duvida que os erros de natureza computacional
nio constituem sério inconveniente para a utilizagdo do método de
insumo-produto, como sugerem os enfoques de Evans e Waugh.
Alguma pesquisa seguindo as sugestdoes de Wise talvez possam
langar luz s6bre mais de um novo aspecto do problema dos erros.

Erros nos coeficientes de produgio exercem influéncia sobre
os elementos da inversa e portanto sdbre a solucdo. Desde que
possamos considera-los como existindo com sinais opostos espa-
Thados no interior da matriz estrutural, os efeitos dos que tém o
mesmo sinal sao aditivos havendo porém uma tendéncia para que
os sinais opostos produzam efeitos de sentidos inversos na solugio.

Os dados no ano-base devem ser tao corretos quanto seja pos-
sivel de maneira a permitir a reducao dos erros introduzidos de
inicio na matriz estrutural, prestando-se cuidado especial ao vetor
de demanda final e as transagbes intersetoriais.

Quando previsdes forem executadas, devemos devotar atengao
as estimativas dos elementos do vetor de demanda final.

Se quaisquer alteracdoes forem notérias nos coeficientes de
produgao, provindo de tendéncias cognosciveis ou em modificagées
ocorridas nos processos produtivos, devem ser elas introduzidas
nas tabuas, pela forma sugerida por Stone [36] e utilizada por
Hatanaka |22a|.

Os argumentos em favor de uma tiabua completa quando outras
estatisticas menos dispendiosas ainda ndo estejam disponiveis
devem ser cuidadosamente ponderados com consideragées de custos.
Principalmente porque até o presente técnicas de regressio multi-
pla tém provado ser tdo boas para propdsitos praticos.

Este argumento se aplica em particular a paises subdesenvol-
vidos. Pouca atencdo tem sido devotada ao dual, em um sentido
de programagao linear, de uma solugdo direta |5|. Ambas com-
binadas poderiam ser extremamente uteis na detencdo de engarra-
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famentos estruturais permitindo conduzir a maneiras de elimi-
na-los.

O tnico problema que permanece quase intransponivel é o dos
erros de agregacdao e nao vemos maneira de o contornar senio
por meio de revisdo periddica de toda a tibua de que disponhamos,
verificando e reverificando os resultados com elas obtidos. Na rea-
lidade éste topico ainda necessita que com éle sejam realizadas
cuidadosas pesquisas. Cremos residir néle o ponto crucial de
fraqueza do método de insumo-produto.

Descrigao completa de uma econémia, tal como a que forne-
cem as tabuas, pode ser excelente instrumento em economias pla-
nificadas e pode ter muita utilidade também para o setor privado,
sendo fora de duvida a sua utilidade para o economista tedrico.

SUMMARY

The purpose of the paper is to investigate results obtained
with regard to the influence of errors on numerical solution, as
well as to compare, with reference to the use in forecasting, solutions
reached through input-output tables with solutions arrived at by
the use of simpler techniques, such as multiple regression.

In the first section of the paper, the author describes the
model, the possible sources of errors and the influence of errors
on final solutions. The second section, deals with the problem of
aggregation; the third one, with the question of the universality
of the fundamental hypothesis; and, finally, the fourth section,
indicates experiences that have been carried out with the use of
American input-output tables, by several authors. At the end of
the article, the author indicates his conclusions.
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