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1. Introdução 

A literatura econométrica contém um bom número de estimadores para 

os parâmetros de equações estruturais de um modelo de equações simul­

tâneas. Quanto à informação que utilizam, estes estimadores podem ser 

classificados em duas classes: os de informação limitada e os estimadores 

de informação completa. Os estimadores de informação limitada levam em 

conta apenas a informação que diz respeito a uma particular equação do 
modelo, enquanto os estimadores de informação completa incorporam toda 

• o autor deseja agradecer os comentários e sugestões de Clovis de Faro e Maria da Conceição 
Silva a uma versão preliminar deste trabalho. ApÓS a conclusão desta versão, chegou as minhas 
mãos a revista Econometrica de julho de 1976 que contém um paper de autoria de J. Daniel 
Khauoon intitulado An indirect leas/ squares estimator for overidentified equations, no qual o esti­
mador indireto generalizado de mínimos quadrados é derivado com o auxílio da matriz inversa de 
~(oore-Penrose. A deriução que apresento aqui foi obtida independentemente pelo autor do presente 
trabalho, em um papa preparado para o Curso de Econometria lI, oferecido pelo Prof. Arnold 
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a infonnação contida no modelo. Um dos estimadores de informação 
limitada é o estimador indireto de mínimos quadrados. É bastante conhe­
cido o fato de este estimador ser restrito a equações estruturais exatamente 
identificadas. No segundo item deste trabalho mostramos que o estimador 
indireto de mínimos quadrados pode ser generalizado de tal maneira a 
tornar viável a sua aplicação também no caso de equação estrutural supe­
rindentificada. O estimador indireto generalizado de mínimos quadrados 
é consistente, porém não é assintoticamente eficiente. Como os demais 
estimadores de infonnação limitada, as propriedades deste estimador, para 
pequenas amostras, não são conhecidas. 1 

Uma proposição bastante familiar, na literatura econométrica, é a 
de que a estimação dos parâmetros estruturais de uma equação estrutural 
pressupõe a identificação da equação. Entretanto, devido ao fato de que é 
possível obterem-se estimadores dos parâmetros da equação estrutural quan­
do a condição de ordem é satisfeita mas a condição de posto (rank) deixa 
de ser observada, é bem possível que alguns dos modelos encontrados na 
econometria aplicada não sejam identificados. O terceiro item cuida 
deste problema, lembrando que alguns testes de hipóteses foram elaborados 
com o intuito de eliminar a possibilidade da estimação de parâmetros 
não-identificados. 

Uma das justificativas, talvez a única do ponto de vista teórico, para 
o uso de mínimos quadrados ordinários na estimação de modelos de equa· 
ções simultâneas não-recursivos é quando o modelo é grande ou a amostra 
é pequena. Em outras palavras, quando o número de variáveis predeter­
minadas é maior que o número de observações, um caso bastante comum 
em modelos econométricos, a estimativa de mínimos quadrados em dois 
estágios reduz-se a mínimos quadrados ordinários. O último item deste 
trabalho reproduz esta propriedade demonstrando-a, porém, a partir de 
um enfoque diferente do originalmente empregado para a sua derivação. 

2. Identificação e mínimos quadrados indiretos 

Com o objetivo de tornar a exposição mais clara, repetimos a seguir o 
bem conhecido teorema na literatura econométrica que diz respeito à 
identificação de uma equação estrutural quando se sabe, a priori, que 

1 Algumas propriedades, para pequenas amostras, já são conhecidas para estimadores de informação 
limitada, Por exemplo, para o estimador de mínimos quadrados em dois estágios, \'eja Mariano 
(1972) . 
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alguns coeficientes da equação em estudo são iguais a zero. 2 Sem perda 
de generalidade, a primeira equação de um sistema de L equações simul­
tâneas com K variáveis predeterminadas pode ser escrita, 

(2.1) 

onde Yl' um vetor LI x 1, e ~l> um vetor Kl x 1, são os parâmetros estru­
turais a serem estimados. A matriz [Yl 1 Y]l é a matriz das variáveis endó­
genas incluídas na equação (2.1) de ordem T x (1 + LI): onde T é o 
tamanho da amostra, ou seja, o número de observações. A matriz X = 
[Xl I Xo], de ordem T x (Kl + K l ), é a matriz de variáveis predetermi­
nadas do sistema de equações simultâneas e K 2 = K - Kl variáveis pre­
determinadas que são excluídas da equação (2.1). O vetor UI é um vetoz: 
T x 1 de erros aleatórios, o qual, 'por hipótese, tem valor esperado zero 
e matriz de variância-covariância igual a aI /, onde / é a matriz identidade. 

A matriz Zl = [YI : Xl] e o vetor õ\ = [y'l ! Wd. 
A forma reduzida das variáveis endógenas incluídas na equação (2.1) 

pode ser escrita, 

[ : y 1 = [X : X 1 [71"11 Yl I 1 1, o 

.71"01 
(2.2) 

onde 'lrll e 'lrOl são vetores coluna de ordem Kl x I e K 2 x I, respectivamente. 
As matrizes fI 10 e Iloo são matrizes de ordem Kl x LI e K 2 x Lv respectiva­
mente, e a matriz [VI : VI] é a matriz de ordem T x (I + LI) de erros 
aleatórios da forma reduzida. 

Pós-multiplicando ambos os lados da equação aCIma por [l 
obtemos: 3 

(2.3) 

• A demonstração apresentada aqui usa a regra de normalização do coeficiente da variável >". 
Esta regra, ou Quaqluer outra, não é necessária para o estudo da identificação. Entretanto, para o 
nosso propósito, esta regra é extremamente conveniente. Para o estudo do problema de identificação 
sem fazer uso de regras de normalização veja, por exemplo, Koopmans & Hood (1953). 

3 Estamos usando a propriedade de que v, - VIYI = UI a qual pode ser derivada como se segue. 
O modelo de L equações simultâneas pode ser escrito em SUa forma estrutural na forma yr = XB + U. 
A. matrizes r e B são matrizes de parâmetro. de ordem L x L e K x K, respectivamente. A matriz 
de variáveis endógenas y é de ordem T x L. A matriz U = [uI' 2, ... , U Ll de erros aleatório. é de 
ordem T x L. A forma reduzida é obtida a partir da forma estrutural pós· multiplicando ambo. os 
lado. da equação estrlltural por r-I: y = XBr-1 + ur-l = x Il 1 + V, onde Il, = Br-l e V = 
or- l . A primeira coluna de r corresponde aos coeficiente. da. "riá\'eis endógenas na equação (2.1) 
e é dada pelo vetor [1 ! - 1'1' : O']'. Do fato que vr = U concluímos que VI - V Y, = U,. 
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Comparando as equações (2. I) e (2.3) temos que, 

71"11 - lllO 1'1 = fJ1 

71"01 - lloo 1'1 = O 

ou usando notação matricial: 

(2.4) 

(2.5) 

Com a finalidade de simplificar a notação, denominamos Q a matriz 
de ordem (K1 + Kz) X (Ll + K 1) que apareceu no lado direito da equa­
ção (2.5): 

Q = [lllO I] 
lloo O 

[ll D] (2.6) 

onde: 

A expressão depois do segundo sinal de igualdade em (2.6) é uma 
forma alternativa de escrever a matriz Q, que será útil mais adiante em 
conexão com o estimador indireto generalizado de mínimos quadrados. 

D - , ['. '] A' d enommamos por 71" o vetor 71" = 71"11 I 71"01' sS1m, po emos escrever a 
a equação (2.5) como: 

7I"=Qch (2.7) 

A equação estrutural (2.1) será identificada, quando for possível 
calcular os coeficientes W, e y', da forma estrutural a partir do conheci­
mento dos coeficientes 71"', da forma reduzida. 4 Isto é, a equação (2. I) 
será identificada, se e somente se a equação (2.7) tiver uma única solução 

• Não se deve perder de vista o fato de que identificação não é um problema relativo somente a 
modelos de equações simultâneas. De um modo geral, o problema de identificação existe quando um 
dado conjunto de observações y pode ser gerado por diferentes funções de densidade de probabilidade, 
isto ~, p (y,lJ) - p (y I q,l, onde IJ e q, são diferentes parâmetros. Neste caso, não se pode discernir 
a partir da amostra qual dos dois modelos está gerando as observações y. O modelo é dito não­
identificado e os parâmetros não são identificados. Para uma explicação mais detalhada veja Zellner 
(1971) p. 253·8. 
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para o vetor Ô. Portanto, a condição necessana e suficiente para que a 
equação (2.1) seja identificada é que a matriz Q tenha o posto (rank) 
igual ao número de colunas (LI + K I), e que o vetor 71' pertença ao espaço 
gerado pelas colunas de Q, ou equivalentemente, 

p [IIoo] = P [rol lloo] = LI (2.8) 

onde p representa o posto da matriz indicada entre colchetes. Uma con­
dição necessária para a condição (2.8) ser satisfeita, denominada condição 
de ordem, é a seguinte: 

(2.9) 

É importante notar que a desigualdade acima pode verificar-se para 
uma equação estrutural e esta equação não ser identificada, porque a 
condição (2.8) não é observada. De qualquer forma, a desigualdade (2.9) 
é bastante popular, pois serve para, numa primeira aproximação, estudar 
se uma equação estrutural é identificada ou não, dado que sua aplicação 
é bastante simples: o número de variáveis predeterminadas excluídas da 
equação deve ser, pelo menos, igual ao número de variáveis endógenas 
incluídas, menos uma. Entretanto, o uso indiscriminado desta condição 
pode acarretar um erro bastante grave, como o de se estimarem os parâ­
metros de uma equação não-identificada. No próximo item mostraremos 
como tal fato pode ocorrer. 

2.1 Identificação exata e superidentificação 

No restante deste item admitimos que a condição (2.8) é satisfeita e que, 
portanto, a equação (2.1) é identificada. 

A expressão (2.7) contém um sistema de K equações lineares com 
(LI + K 1) incógnitas, os elementos do vetor Ôl' A solução deste sistema 
é dada por: 

(2.10) 

Na hi'pótese de a condição de ordem (2.9) traduzir-se pela igualdade 
K = KI + LI' a matriz Q é uma matriz quadrada de posto completo. 
Portanto, a solução (2. 10) reduz-se a: 

(2.11) 
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Neste caso, a equação estrutural (2.1) é dita ser exatamente identi· 
ficada. Por outro lado, quando a condição de ordem se traduz pela desi­
gualdade K > KI + LI e os valores estimados da forma reduzida, diga­
gamos Q e ~, são substituídos na expressão (2.7), obtemos diferentes 
valores para ÔI de acordo com o subconjunto de KI + LI equações que 
for selecionado das K equações que formam o sistema (2.7). Neste caso, 
a equação estrutural (2.1) é superidentificada. É importante obsernr 
que, na solução do sistema (2.7) dada por (2.10), é irrelevante o fato 
de a equação ser exatamente identificada ou superidentificada pois a solu­
ção é única quando substituímos os valores de Q e .rr em (2.10). 

2.2 O estimador indireto generalizado de mínimos quadrados 

o estimador indireto generalizado de mínimos quadrados (lI é obtido 
quando substituímos os valores de Q e 11" em (2.10) pelos estimadores 
fi e 1r de forma reduzida, isto é, 

51 = «(t Q)-1 Q' ;., 

onde a matriz Q é expressa por 

Q = [fI: Dl 

e os estimadores :ri e .rr da forma reduzida são: 

fI = (X' X)-1 X' Y1 

;. = (X' X)-1 X' Yl 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

Denominamos o estimador Ôl de estimador indireto generalizado de 
mínimos quadrados por dois motivos. Em primeiro lugar, porque este esti­
mador é obtido indiretamente através dos estimadores fi e ir. Em segundo 
lugar porque, no caso particular de a equação estrutural ser exatamente 
identificada, Ô1 reduz-se ao tradicional estimador indireto de mínimos qua­

drados: 
.... --1 A 

Ôl = Q 11" (2.16) 

Cuidemos, agora, de obter expressões algébricas para o estimador Ô1 

em função das matrizes de observações X e [YI l Yll . Usamos a relação 
(2.13) para escrever o estimador Ô1 da seguinte forma: 

51 = [fI' ~ fI' D]-l [fI'] ;. 
D' II D' D D' 

(2. ] 7) 
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Em seguida, substituímos os valores de iI e ~ dados em (2.14) e 
(2.15) na expressão (2.17) e obtemos: I) 

[ 

Y; X (X' X)-2 X' Y 1 

X; X (X' X)-z X' Yl 

Y; X (X' X)-2 X' 

I 

• [Y~ X (X' X)-2 X'l Yl 

X~ X (X' X)-2 X' 

ou, usando uma notação mais simples: 6 

2.3 Propriedades do estimador 81 

(2.18) 

(2.19) 

Substituímos o valor de Yl> dado pelo lado direito do segundo sinal de 
igualdade de (2. I), em (2. 19), e obtemos: 

81 = 151 + [Z~ X (X' X)-2 X' ZI1-I Z~ X (X' X)-2 X' UI (2.20) 

De acordo com algumas hipóteses tradicionais no estudo dos esti­
madores dos parâmetros de um sistema de equações simultâneas temos 
que 7 

l · r Z~ X (X' X )-2 X' ZI J-l é f' 't pzm L-T- -T- T fiI a, e 

[ 
Z' X (X' X) -2 X' ] 

plim + --T- ---,jP- é igual a zero. 

Aplicando estes resultados a (2.20) concluímos que, 

(2.21) 

o que significa dizer que o estimador indireto generalizado de mínimos 
quadrados é consistente. 

• Embora não seja tão 2bvio, é possível mostrar que: D' fi = X', X (X' Xl-o X' Yr A demonstração 
é bastante simple.: D' rr = D' (X' X)-, X' Y, = D' X' X (X' X)-, (X' X)-, X' Y, = X', X (X' 
X)-"X' Y" tendo em vista que D' X' = X". Similarmente, calcula·se o produto D' íi. 
• Para obtermos (2.19) a panir de (2.18) usamos o fato de que: X', X (X' Xl-o X' X = D' 
X' X (X' X)-'X' X D = I, pois D' D = I. 

1 Estas hipóteses estão listadas em Theil (1971) capo 10. 
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A distribuição assintótica da variável aleatória yT (ÔI - ôt) pode 
ser obtida com o seguinte procedimento. Da expressão (2.20) temos que: 

- ~ [Z~ X (XI X )-2 X' ZI J-l Z; X (XI X )-2 X' UI v'T (01-01)= -- -- -- -- -- --
T T T T T v''F 

(2.22) 

Por outro lado, as hipóteses a que nos referimos abaixo de (2.20) 
nos possibilitam afirmar que: 

. [Z~ X (XI X )-2 X' ZI J-l Z; X (XI X )-2 
phm -T- -T- -T- -T- -T- = G 

onde G é uma matriz cujos elementos são finitos. Em seguida, lançamos 

mão do teorema que afirma que a distribuição assintótica de X' u1/yT é 
normal com valor esperado zero e matriz de variância-covariância igual a 

( X'X) 01 plim -'-r- . 8 Podemos, então, concluir que a distribuição assin-

tótica de yT (Ô1 - ô1) é normal com média zero e matriz de variância­
covariância Var ÔI igual a: 

111 G [plim ( X~ X)] G' = Var 01 (2.23) 

Embora o estimador indireto generalizado de mínimos quadrados te­
nha a propriedade de ser consistente, SI não é assintoticamente eficiente, 
porque a variância deste estimador é diferente da variância do estimador 
ele mínimos quadrados em dois estágios, o qual é assintoticamente efi­
ciente. Com o objetivo de demonstrar esta proposição 9 comecemos por 
simplificar a notação denominando por P a matriz: 

(2 _ 24) 

Em seguida. introduzimos a matriz ~ definida por: 

(2.25) 

• Veja Theil. op. cito p. 487 . 

• A demonstração que apresentamos abaixo é em grande parte baseada em Dhrymes (1974). quando 
este compara OI estimadores de dois e três estágios. 
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Concluímos, da expressão anterior, que a matriz ~ satisfaz a equação: 

1lP = O (2.26) 

A matriz (2.23), a parte do escalar 0"1> pode ser escrita em termos da 
matriz F, definida em (2.24), da seguinte forma: 

(2.27) 

onde o símbolo Plim foi suprimido com a finalidade de não sobrecarregar 
a notação. Contudo, tanto a matriz F como as demais que aparecem de­
pois da expressão (2.23) de\'em ser entendidas como limites em probabi­
lidade (plim). 

O lado direito da igualdade (2.27) pode ser escrito levando em conta 
a expressão (2.25) da seguinte maneira: 

(F' p)-1 P' ( X~ X) -1 P (P' p)-1 = 

[( 
, X' X )-1 ,X' X ] (X' X )-1 

= P -T- P P -T- + 1l o -T- (2.28) 

o [ X~ X P (p' X~ X p) -1 + 1l' ] 

A expressão acima pode ser simplificada, tendo em vista que ~ P = O. 

O resultado desta simplificação é: 

(P' p)-1 P' ( X~ X) -1 P (F' p)-1 = 

( X' X )-1 (X' X )-1 P' -- P +1l -- 1l' T T 

(2.29) 

A 'primeira matriz que aparece no lado direito da expressão (2.29) 
é a matriz de variância-covariância Var ÔI do estimador de mínimos qua­
drados em dois estágios (a parte do escalar 0"1): 

( X' X )-1 [Z~ X (X' X )-1 X' ZI J-l . P' -- P = -- -- -- = VaI' 01 (2 30) T T T T . 

Portanto, a expressão (2.29) nos diz que: 

VaI' 51 = VaI' 81 + 1l '-> ( 
X'TX )-1 A' (2.31) 
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. (X' X )-1 , _ _ _ _ . 
Lembrando que a matrIZ --1-'- e uma matrIZ posltlva defJmda, 

(
X' X -1 

conduímos que a matriz /). --T-) /).' é pelo menos positiva semide-

finida, o mesmo ocorrendo, portanto, com a matriz Var SI - Var b1- Se­
gue-se, então, que o estimador 81 não é, em geral, assintoticamente efi­
ciente. No caso particular de a equação estrututral ser exatamente iden­
tificada, a equação (2.31) reduz-se a: 

(2.32) 

porque a matriz P é uma matriz quadrada de posto completo e de (2.25) 
temos que P = O. 

A estatística 

(2.33) 

é um estimador consistente da variância 0'1' A prova desta propriedade é 
bastante simples. Substituindo (2.1) em (2.33) obtemos: 

U~ Ui _ u; ZI (~I _ <I) _ (8 - 51) , Z~ UI 
SI = -T- T U U T 

+ (51 - 51) , Z;TZI (ã l - 51) 

(2.34) 

A partir de (2.34) concluímos que 

, 
. UI UI ' plim 81 = pllm --T- = UI (2.35) 

baseados no fato de que plim (Ô 1 - Ôl) = O e de que plim lI 1 Ut/ T = 0'1' , 
É fácil derivar a partir de (2 _ 23) e de (2.33) os erros-padrões (assin­

tóticos) da estimativa do estimador indireto generalizado de mínimos 
quadrados. Isto é, a partir de (2.23) e (2.33) concluímos que os erros­
padrões da estimativa dos elementos do vetor SI são dados pelas raízes 
quadradas dos elementos da diagonal principal da matriz: 

380 

81 [Z/ X (X' X)-2 X' Zl]-l Z/ X (X' X)-a X' Zl • 

• [Zl' X (X' X)-2 X' Zl]-l 
(2.36) 
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É um fato bem conhecido que o estimador de mmlmos quadrados 
em dois estágios depende da regra de normalização adotada, isto é, de 
qual é a variável endógena escolhida para ser a variável "dependente" na 
equação estrutural em estudo. O mesmo não ocorre, entretanto, com o 
estimador de máxima verossimilhança de informação limitada. O estio 
mador de mínimos quadrados indireto generalizado tem em comum com 
o estimador de mínimos quadrados em dois estágios o fato de que ambos 
dependem da regra de normalização. Obviamente, quando T ~ 00 a regra 
de normalização deixa de ser relevante. 

Cabe, também, assinalar que o estimador indireto generalizado de 
mínimos quadrados não pertence, em geral, a classe·k de estimadores, a 
qual é definida por: 

[
Yr' YI -, k [/1 [rI 

(Ôl)'" 
XI Y I 

onde 

OI = [I - X (X' X)-1 X'] Yl 

(2.37) 

e k é um escalar arbitrário, o qual pode ser estocástico ou não. 10 Compa. 
rando-se as expressões (2.37) e (2.18), a conclusão mencionada no início 
deste parágrafo é obtida. 

3. Identificação e estimação 

O estimador de mínimos quadrados em dois estágios (MQ2E) pode ser 
derivado de diferentes maneiras. Para o propósito deste item o enfoque 
algébrico parece· nos o mais indicado. A equação (2.2) combinada com a 
equação (2.5) pode ser escrita: 

I [
II

lO YI = [Xl I X o] 

IIoo ~] [::] + /'1 
(3.1) 

,.) Por exemplo, quando k == O temos o estimador de mínimos quadrados ordinários; fazendo k = I 
em (2.37) obtemos o estimador de minimos quadrados em dois estágios. Quando k = I' e I! é a 
menor raiz da equação: 

onde: 

M = [- X (X' X)-'-X' 311 = [-Xl (Xl' Xl -1 Xl" 

o estimador da classe k coincide com O estimador de máxima verossimilhança de informação limitada. 
Para um estudo detalhado da classe k veja, por exemplo, Theil op. cit. cap. 10. 
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Se os valores de lllO e lloo fossem conhecidos, poderíamos aplicar o 
método de mínimos quadrados ordinários (MQO) à equação anterior. O 
estimador assim obtido seria dado por: 

di = [Q' X' XQj-l Q' X' YI (3.2) 

Entretanto, devido ao fato de que lllO e lloo sào parâmetros que têm 
de ser estimados, visto não serem conhecidos a priori, o estimador (3.2) 
não 'pode ser aplicado na prática. Todavia, o problema é facilmente con­
tornado usando-se a matriz 

~ [frIO n 
Q= J 

fIa0 O 

ao invés da matriz Q em (3.2), onde fIlO e lloO são os estimadores de mí­
nimos quadrados da forma reduzida (2.2). Desta maneira, obtemos o esti­
mador de :'IIQ2E: 

~l = [Q' X' Xj-l Q' X' Yl (3.3) 

Sob certas condições de regularidade, o estimador de MQ2E é consis­

tente e yT ÔI - ÔI) tem uma distribuição assintótica normal. 11 Uma 
destas condições é a de que a equação estrutural (2.1) seja identificada, 
o que significa afirmar que, de acordo com (2.8) o posto de lIoo é igual 
a LI' Obviamente, o estimador de l\1Q2E (3.3) não existe quando a con­
dição de ordem não é satisfeita, pois esta é uma condição necessária para 
a identificação da equação estrutural (2. I). 

No que diz respeito à existência de uma estimativa de MQ2E concluí­
mos, baseados na expressão (3.3), que tal estimativa não existe quando a 
condição de ordem não é satisfeita. Porém, se a condição de ordem é 
satisfeita e a condição de posto não é - o que significa dizer que a 
equação (2.1) não é identificada - uma estimativa de MQ2E é facilmente 
obtida porque o posto de fia0' em pequenas amostras, é igual a LI com 
probabilidade um. Este fato pode conduzir a um procedimento comple­
tamente sem sentido: o de se estimarem os parâmetros de uma equação es­
trutural não-identificada. Por outro lado, a existência de tal possibilidade 
evidencia a importância da aplicação de teste de hipótese para saber se o 
modelo está corretamente especificado. É interessante observar que em 

II Veja Theil op. cit. cap. 10. 
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econometria aplicada tais testes, em geral, não são aplicados. O pesqui. 
sador contenta-se em aplicar a condição de ordem, esquecendO-se da condi­
ção de posto. Isto não quer dizer que testes com a finalidade de testar 
a condição de posto não existam. Os testes existem e podem ser encontra­
dos na literatura econométrica. 12 Todavia, livros-textos como os de Johns­
ton (1972) e Kmenta (1971), para citar dois livros bastante populares em 
cursos de econometria, simplesmente nem sequer menCionam a existência 
destes testes. 

4. Multicolinearidade, amostras pequenas, modelos grandes 

Swamy e Holmes (1971) e Fisher e Wadycki (1971) provaram, indepen­
dentemente, que, ao contrário do que era afirmado na literatura econo­
métrica, o estimador de mínimos quadrados de dois estágios existe e é 
único quando o posto da matriz de variáveis predeterminadas não é igual 
ao número de colunas desta matriz. Ademais, eles provaram que, na hipó­
tese de o número de observaçeõs ser menor que o número total de variáveis 
predeterminadas, o que corresponde ao caso de amostras pequenas ou de 
modelos grandes, o estimador de l\IQ2E reduz-se a mínimos quadrados 
ordinários (MQO). A prova destas proposições baseou-se na generalização 
do estimador de l\fQ2E através do conceito da matriz inversa generalizada. 

A seguir, reproduzimos alguns dos resultados derivados por aqueles 
autores, usando um enfoque diferente, devido a Basmann (1957), o qual 
não requer o uso da matriz inversa generalizada. Mais adiante, uma com­
paração entre os dois enfoques é apresentada. 

4.1 O enfoque clássico linear generalizado de Basmann 

O estimador de MQ2E pode ser obtido a partir de uma classe de estio 
madores d definido pelas seguintes relações: 13 

d = A YI 

A = (CZ1) I (CZI)]-l (CZ1)' 

C' C = C = C' 

12 Veja Koopmans & Hood. op. cit. p. li8·85. 

(4.1 ) 

(4.2) 

(4.3) 

13 O e,timador indirelO generalizado de mínimos quadrados não pertence à classe definida por 
(4.1) - (4.3). A comprovação desta afirmação pode ser feita comparando·se d = [Zl' CZll-l Zl' 
C' 1'1 com (2. 19) e notando que C' C ;t! C == C'. 
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Quando a matriz C é dada pela expressão 

c = X (X' X)-l X' (4.4) 

o estimador dJ 

d = [Z~ X (X' X)-l X' ZI]-l Z~ X (X' X)-l X' Yl (4.5) 

é o estimador de MQ2E, o qual é assintoticamente eficiente na classe defi­
nida por (4.1) - (4.3). É óbvio que se a matriz (X' X)-l não existe, o 
estimador (4.5) de MQ2E também não existe. 

Quando a matriz X não é uma matriz de posto completo de coluna, 
o que ocorre na presença de multicolinearidade, ou ainda quando temos 
somente um pequeno número de observações, podemos escrever a matriz 
X da seguinte forma: 

X = [Xr i X.l, 

onde a matriz X r de ordem T x 1" tem posto igual a 1". Neste caso, podemos 
usar um estimador de MQ2E dentro da classe de estimadores definida por 
(4.1) - (4.3), com a matriz C definida por: 

(4.6) 

o estimador assim obtido é um estimador menos eficiente (assinto­
ticamente) que aquele dado por (4.1) - (4.4). O procedimento usual, 
quando multicolinearidade está presente, é o de escolher um subconjunto 
das variáveis predeterminadas, o que equivale a usar um estimador com a 
matriz C dada por (4.6). 

No caso de amostras pequenas, o número de ,"ariáveis predetermi­
nadas, K J é menor que o número T de observações, e, obviamente, a ma­
triz X' X não possui inversa. Dentro da classe de estimadores definida por 
(4.1) - (4.3) - (4.6), podemos selecionar um estimador d de MQ2E no 
qual a matriz X r tenha o posto 1" igual a T. Da expressão (4.6) concluímos 
que, se p (X r ) = T a matriz C = IJ e de (4.1) e (4.2) segue-se que a 
estimativa deste estimador de MQ2E é 

(4.7) 

A partir de (4.7), concluímos que a estimativa do estimador de 
MQ2E coincide com aquela obtida através de mínimos quadrados ordi-
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nários. Observe, entretanto, que no enfoque apresentado na página ante· 
rior o estimador de MQ2E, que dá origem a este resultado, é diferente do 
estimador usual de MQ2E e, portanto, é menos eficiente (assintotica­
mente) que (4.5). 

4.2 O enfoque da matriz inversa generalizada 

O uso da matriz inversa generalizada para resolver o problema encontrado 
quando o posto da matriz de variáveis predeterminadas não é igual ao 
número de colunas desta matriz (inclusive os casos de multicolinearidade 
e de amostras pequenas) conduz à seguinte generalização do estimador 
de MQ2E. Ao invés de (4.4) a matriz C passa a ser definida pela expressão 

c = X G X', (4.8) 

onde C é uma inversa generalizada da matriz X' X, isto é, X' X C X' X = 
X' X. Portanto, (4.1) - (4.3) e (4.8) fornecem o estimador de MQ2E 
generalizado, o qual é único, embora a matriz C não seja única. Esta pro­
priedade baseia-se numa proposição, bem conhecida da álgebra linear, 
que nos diz ser a expressão (4.8) invariante quanto à escolha da matriz 
C.H 

Com a finalidade de comparar os dois enfoque:. apresentados, admi­
tamos que o posto da matriz X seja igual a r e que X = [Xr : X.], X r é 
uma matriz cujo posto é igual a ,- e em conseqüência as colunas da 
matriz X. são combinações lineares das colunas da matriz Xr. Devido ao 
fato, já mencionado acima, de que (4.8) é invariante quanto à escolha 
da matriz C, podemos escolher, sem perda de generalidade, a seguinte 
inversa generalizada de C: 

(4.9) 

onde as matrizes nulas aparecendo em (4.9) têm a ordem apropriada. Ui 

É fácil verificar que substituindo (4.9) em (4.8) obtemos: 

(4.10) 

" Veja, por exemplo, Searle (1971). ~ interessante observar que, se usarmos a inversa de Moore­
Penrose, a qual é única, ao invés de G, os mesmos resultados são obtidos. 

" Para demonstrar que G é uma inversa generalizada de G usamos o fato de x',X.=X',Xr (X'rXr)-l 
X'rX" 
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A expressão (4.10) é igual à (4.6). Portanto, o estimador de MQ2E 
generalizado é equivalente ao estimador de MQ2E obtido quando inclui­
se apenas um subconjunto de variáveis predeterminadas, observando-se a 
seguinte relação quanto ao 'posto da matriz X: 

P (Xr) = P (X) = I" (-1.11) 

Entretanto, se acrescentarmos à classe de estimadores (4.1) - (4.3), 
(4.8) a condição de que 

P (X) = K para T> To (4.12) 

os dois estimadores passam a ser diferentes, pois o estimador de MQ2E 
generalizado é assintoticamente eficiente (quando T ~ co, P (X) = K). 
Na verdade, é esta maneira peculiar de definir o estimador de MQ2E gene­
ralizado que dá margem à afirmação de Fisher e Wadycki de que "1'wo 
stage least squares estimators (even when they are ordinary least squares 
estimators for the original T) possess consistency and asymptotic efficiency 
under the usual assumptions". lG 
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