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1. Introdugao

A literatura econométrica contém um bom numero de estimadores para
os pardmetros de equagbes estruturais de um modelo de equagdes simul-
tineas. Quanto i informagio que utilizam, estes estimadores podem ser
classificados em duas classes: os de informacio limitada e os estimadores
de informagio completa. Os estimadores de informagio limitada levam em
conta apenas a informagio que diz respeito a uma ‘particular equagio do
modelo, enquanto os estimadores de informag¢do completa incorporam toda

* O autor deseja agradecer os comentirios ¢ sugestdes de Clovis de Faro e Maria da Conceigio

Silva a uma versio preliminar deste trabalho. Apés a conclusio desta versio, chegou as minhas
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Khazzoon intitulado An indirect least squares estimator for overidentified equations, no qual o esti-
mador indireto generalizado de minimos quadrados é derivado com o auxilio da matriz inversa de
Moore-Penrose. A deriva¢gio que apresento aqui foi obtida independentemente pelo autor do presente
trabalho, em um paper preparado para o Curso de Econometria 1I, oferecido pelo Prof. Arnold
Zellner na Universidade de Chicago em marco de 1974. O enfoque que adoto ndo faz uso da inversa
de Moore-ePnrose. Entretanto, os resultados s3o idénticos aos de Khazzoon.
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a informacio contida no modelo. Um dos estimadores de informaciao
limitada ¢é o estimador indireto de minimos quadrados. E bastante conhe-
cido o fato de este estimador ser restrito a equagdes estruturais exatamente
identificadas. No segundo item deste trabalho mostramos que o estimador
indireto de minimos quadrados pode ser generalizado de tal maneira a
tornar vidvel a sua aplica¢gdo também no caso de equagdo estrutural supe-
rindentificada. O estimador indireto generalizado de minimos quadrados
¢ consistente, porém nio ¢ assintoticamente eficiente. Como os demais
estimadores de informagio limitada, as propriedades deste estimador, para
pequenas amostras, ndo sio conhecidas. !

Uma proposi¢io bastante familiar, na literatura econométrica, é a
de que a estimagio dos parimetros estruturais de uma equagio estrutural
pressupoe a identificagdo da equagio. Entretanto, devido ao fato de que ¢
possivel obterem-se estimadores dos pardmetros da equacdo estrutural quan-
do a condigio de ordem ¢ satisfeita mas a condi¢do de posto (rank) deixa
de ser observada, ¢ bem possivel que alguns dos modelos encontrados na
econometria aplicada nio sejam identificados. O terceiro item cuida
deste problema, lembrando que alguns testes de hipéteses foram elaborados
com o intuito de eliminar a possibilidade da estimacio de parametros
nio-identificados.

Uma das justificativas, talvez a tnica do ponto de vista tedrico, para
o uso de minimos quadrados ordindrios na estimagio de modelos de equa-
¢bes simultdneas ndo-recursivos ¢ quando o modelo é grande ou a amostra
¢ pequena. Em outras palavras, quando o nimero de varidveis predeter-
minadas ¢ maior que o numero de observagdes, um caso bastante comum
em modelos econométricos, a estimativa de minimos quadrados em dois
estigios reduz-se a minimos quadrados ordindrios. O ultimo item deste
trabalho reproduz esta propriedade demonstrando-a, porém, a partir de
um enfoque diferente do originalmente empregado para a sua derivagio.

2. ldentificagdo e minimos quadrados indiretos

Com o objetivo de tornar a exposi¢io mais clara, repetimos a seguir o
bem conhecido teorema na literatura econométrica que diz respeito a
identifica¢io de uma equagio estrutural quando se sabe, a priori, que

1 Algumas propriedades, para pequenas amostras, ji sio conhecidas para estimadores de informacio
limitada. Por exemplo, para o estimador de minimos quadrados em dois estigios, veja Mariano
(1972) .
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alguns coeficientes da equagdo em estudo sdo iguais a zero.? Sem perda
de generalidade, a primeira equagio de um sistema de L equagdes simul-
taneas com K varidveis predeterminadas pode ser escrita,

n=Yim+Xibt+tuwu=28+y @21

onde v;, um vetor L; x 1, e f§;, um vetor K; x 1, sdo os parametros estru-
turais a serem estimados. A matriz [y, | Y]; ¢ a matriz das varidveis endé-
genas incluidas na equagio (2.1) de ordem T x (1 4 L;): onde T é o
tamanho da amostra, ou seja, o numero de observa¢des. A matriz X =
[X; | Xo), de ordem T x (K, + K,), é a matriz de varidveis predetermi-
nadas do sistema de equag¢des simultineas e K, — K — K, varidveis pre-
determinadas que sio excluidas da equagio (2.1). O vetor u; é um vetor,
T x 1 de erros aleatérios, o qual, por hipétese, tem valor esperado zero
e matriz de variincia-covariincia igual a ¢, I, onde I ¢ a matriz identidade.
AmatrizZ, = [V, ; Xj]eovetor &, = [y | f1]-

A forma reduzida das varidveis endégenas incluidas na equacio (2.1)
pode ser escrita,

, T IT .
WVl = XX [ V] @.2)

w1 gy

onde 7;; € mg, sdo vetores coluna de ordem K, x 1 e K, x 1, respectivamente.
As matrizes IT,, e Ty, sdo matrizes de ordem K; x L, e K, x L, respectiva-
mente, € a matriz [v; ; V] é a matriz de ordem T x (I 4 L,) de erros
aleatérios da forma reduzida.

Pés-multiplicando ambos os lados da equagdo acima por [1 § — v',],
obtemos: 3

1= Y v =Xi(mpn — Oy v1) + X, (o1 — oo v1) + %1 2.3)

2 A demonstragio apresentada aqui usa a regra de normaliza¢gio do coeficiente da varidvel y,.
Esta regra, ou quaqluer outra, nio é necessiria para o estudo da identifica¢gio. Entretanto, para o
nosso propdsito, esta regra é extremamente conveniente. Para o estudo do problema de identificagdo
sem fazer uso de regras de normalizagdo veja, por exemplo, Koopmans & Hood (1953).

3 Estamos usando a propriedade de que v, — Viy, = u; a qual pode ser derivada como se segue.
O modelo de L equagdes simultincas pode ser escrito em sua forma estrutural na forma YI' = XB + U.
As matrizes T' e B sio matrizes de parimetros de ordem L x L e K x K, respectivamente. A matriz
de variiveis endégenas y é de ordem T x L. A matriz U = [u;, 2, ..., u;] de erros aleatérios é de
ordem T x L. A forma reduzida é obtida a partir da forma estrutural pés-multiplicando ambos os
lados da equacio estrmtural por I'1: ¥ = XBT-1 + Ul = XII, + ¥, onde I, = Bl e V =
UT-1. A primeira coluna de T' corresponde aos coeficientes das variiveis endégenas na equagio (2.1)
e é dada pelo vetor [1 !~ v’ ! 0')’. Do fato que VI' = U concluimos que v, — V vy, = u,.

MODELOS ECONOMETRICOS 373



Comparando as equagdes (2.1) e (2.3) temos que,

711 — I 71 = B; @.4)

mor — Hop v1 =0

ou usando nota¢dao matricial:

|_7l' 11 Oy I){m
= 2.5)
Lroy Loy 01 LB

Com a finalidade de simplificar a nota¢io, denominamos Q a matriz
de ordem (K; + K,) x (L, + K,) que apareceu no lado direito da equa-
¢ao (2.5):

HIO I
Q= = [II D] (2.6)
My O

onde:

Iy, | I
o= 1OJ e D=
Moo 0
A expressio depois do segundo sinal de igualdade em (2.6) ¢ uma

forma alternativa de escrever a matriz Q, que serd 1til mais adiante em
conexdo com o estimador indireto generalizado de minimos quadrados.

. ’ 4 .
Denominamos por 7 o vetor x’ = [ry; | mpy] - Assim, podemos escrever a
a equagdo (2.5) como:

1I’=Q 51 (27)

A equagio estrutural (2.1) serd identificada, quando for possivel
calcular os coeficientes §’s e y’, da forma estrutural a partir do conheci-
mento dos coeficientes »’, da forma reduzida.* Isto é, a equagio (2.1)
sera identificada, se e somente se a equagido (2.7) tiver uma tunica solugdo

4 Nio se deve perder de vista o fato de que identificacio nio é um problema relativo somente a
modelos de equa¢des simultineas. De um modo geral, o problema de identifica¢gio existe quando um
dado conjunto de observacdes ¥ pode ser gerado por diferentes fungdes de densidade de probabilidade,
isto &, p (y/0) = p (y!P), onde & e ¢ sio diferentes parimetros. Neste caso, nio se pode discernir
a partir da amostra qual dos dois modelos esti gerando as observacbes y. O modelo é dito nio-
identificado e os parimetros nio sio identificados. Para uma explicacio mais detalhada veja Zellner
(1971) p. 253-8.

874 R.B.E. 2/77



para o vetor §. Portanto, a condigdo necessaria e suficiente para que a
equacio (2.1) seja identificada é que a matriz Q tenha o posto (rank)
igual ao numero de colunas (L, + K,), e que o vetor » pertenga ao espago
gerado pelas colunas de Q, ou equivalentemente,

p (oo} = p [wo1 o) = L, 2.8)

onde , representa o posto da matriz indicada entre colchetes. Uma con-
digdo necessaria para a condigdo (2.8) ser satisfeita, denominada condigio
de ordem, ¢ a seguinte:

K—-K, >L, (2.9)

E importante notar que a desigualdade acima pode verificar-se para
uma equagio estrutural e esta equacio ndo ser identificada, porque a
condigio (2.8) nio é observada. De qualquer forma, a desigualdade (2.9)
¢ bastante popular, pois serve para, numa primeira aproximagio, estudar
se uma equacdo estrutural é identificada ou nao, dado que sua aplicagdo
¢ bastante simples: o numero de varidveis predeterminadas excluidas da
equacdo deve ser, pelo menos, igual ao nimero de variaveis enddgenas
incluidas, menos uma. Entretanto, o uso indiscriminado desta condigio
pode acarretar um erro bastante grave, como o de se estimarem os pard-
metros de uma equagio ndo-identificada. No proximo item mostraremos
como tal fato pode ocorrer.

2.1 Identificagao exata e superidentificacao

No restante deste item admitimos que a condicio (2.8) ¢ satisfeita e que,
portanto, a equagio (2.1) ¢ identificada.

A expressio (2.7) contém um sistema de K equagSes lineares com

L K,) incdgnitas, os elementos do vetor §;. A solucio deste sistema
1 1 Og > g
¢ dada por:

=@ @' Q « (2.10)

Na hipétese de a condigio de ordem (2.9) traduzir-se pela igualdade
K = K, 4 L;, a matriz Q ¢ uma matriz quadrada de posto completo.
Portanto, a solugdo (2.10) reduz-se a:

H=Q ' @)'Qr=Q ' r (2.11)

MODELOS ECONOMETRICOS 375



Neste caso, a equagdo estrutural (2.1) é dita ser exatamente identi-
ficada. Por outro lado, quando a condigio de ordem se traduz pela desi-
gualdade K > K; 4 L; e os valores estimados da forma reduzida, diga-
gamos Q e #, sio substituidos na expressio (2.7), obtemos diferentes
valores para §; de acordo com o subconjunto de K; -+ L, equagdes que
for selecionado das K equag¢des que formam o sistema (2.7). Neste caso,
a equagdo estrutural (2.1) ¢ superidentificada. E importante observar
que, na solugio do sistema (2.7) dada por (2.10), ¢ irrelevante o fato
de a equacdo ser exatamente identificada ou superidentificada pois a solu-
¢do ¢ unica quando substituimos os valores de Q erem (2.10).

2.2 0 estimador indireto generalizado de minimos quadrados

O estimador indireto generalizado de minimos quadrados &, ¢ obtido
quando substituimos os valores de Q e = em (2.10) pelos estimadores
II e % de forma reduzida, isto ¢,

=@ 7@ 2.12)
onde a matriz Q é expressa por
Q=1i{D)] (2.13)
e os estimadores Te # da forma reduzida sio:
=X X'XY, (2.14)
=X XXy (2.15)

Denominamos o estimador d; de estimador indireto generalizado de
minimos quadrados por dois motivos. Em primeiro lugar, porque este esti-
mador ¢ obtido indiretamente através dos estimadores [J e #. Em segundo
lugar porque, no caso particular de a equagdo estrutural ser exatamente
identificada, 81 reduz-se ao tradicional estimador indireto de minimos qua-
drados:

5,=Q7" x (2.16)
Cuidemos, agora, de obter expressdes algébricas para o estimador 3,

em funcio das matrizes de observagdes X e [y, i V,] . Usamos a relacio

(2.18) para escrever o estimador 3, da seguinte forma:

. [ D] .
5 = ) ,r 2.17)
p1ippl Lp



Em seguida, substituimos os valores de II e # dados em (2.149) e
(2.15) na expressio (2.17) e obtemos: 5

- [Yl X X X)j Xy, VVXxx?lxy Xl]‘l . @18
XX XXy, I
XX X)tx
. [X{ X (X' X)2 X’]
ou, usando uma notac¢io mais simples: ©
W= X XXX Z)' XX X)Xy (2.19)

2.3 Propriedades do estimador 8,

Substituimos o valor de y;, dado pelo lado direito do segundo sinal de
igualdade de (2.1), em (2.19), e obtemos:

=6+ 2 XX XN0XZ)IT' 2 XX XX w (2.20

De acordo com algumas hipoteses tradicionais no estudo dos esti-
madores dos pardmetros de um sistema de equagbes simultineas temos
que 7

T
’ ’ -2 4
plim [ZITX (XTX) XTul] é igual a zero.

Aplicando estes resultados a (2.20) concluimos que,

’ , -2 v ~1
plim II:ZITX (XTX) X Zl:| é finita, e

plim §, = & (2.21)

o que significa dizer que o estimador indireto generalizado de minimos
quadrados ¢ consistente.

¢ Embora nio scja tio obuo, é possivel mostrar que: D’ fi= X', X (X’ X)X’ Y,. A demonstragdo
¢ bastante simples: D’ i=p XXH1XY =D X X (X X)-1 (X X)1XxXv,=X,X X
X)-2X’ Y, tendo em vista que D’ X’ = =X, Sxmxlarmeme calcula-se o produto D’ II.

6 Para obtermos (2.19) a partir de (2.18) usamos o fato de que: X', X (X’ X)2 X' X = D
XX (X’X)32X"XD=1IpoisD D=1

Estas hipdteses estio listadas em Theil (1971) cap. 10.
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A distribuigio assintdtica da varidvel aleatéria /T (5, — 9;) pode
ser obtida com o seguinte procedimento. Da expressio (2.20) temos que:

— X (X X\2X 72,1 2, X (X X\ X
VT G-y = [ 22 (BF) TR AR (BX) T X

2.22)

Por outro lado, as hipéteses a que nos referimos abaixo de (2.20)
nos possibilitam afirmar que:

h.m[z{X (X'X)‘2 X’ZI]_I Z X (X'X)“2=G
? T T T T T

onde G ¢ uma matriz cujos elementos sio finitos. Em seguida, lancamos

mio do teorema que afirma que a distribuicio assint6tica de X’ u,/\/T é
normal com valor esperado zero e matriz de varidncia-covariincia igual a

I XX
g, pam (——[——
totica de \/T (8, — &,) ¢ normal com média zero e matriz de variincia-
covariincia Var , igual a:

).8 Podemos, entdo, concluir que a distribui¢do assin-

G [plim ZT—X ]G’ = Var §, (2.23)

Embora o estimador indireto generalizado de minimos quadrados te-
nha a propriedade de ser consistente, 8§, nio ¢ assintoticamente eficiente,
porque a variincia deste estimador ¢ diferente da varidncia do estimador
de minimos quadrados em dois estdgios, o qual ¢ assintoticamente efi-
ciente. Com o objetivo de demonstrar esta proposi¢io? comecemos por

simplificar a nota¢do denominando por P a matriz:

XX\ Xz
= 2.
p ( T ) T (2.24)
Em seguida, introduzimos a matriz A definida por:
(P PP = (P’XX ) P’(X X)+A (2.25)

® Veja Theil. op. cit. p. 487.
o A demonstracio que apresentamos abaixo é em grande parte bascada em Dhrymes (1974), quando
este compara os estimadores de dois e trés estigios.
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Concluimos, da express3o anterior, que a matriz A satisfaz a equagio:

AP=0 (2.26)

A matriz (2.23), a parte do escalar ¢, pode ser escrita em termos da
matriz P, definida em (2.24), da seguinte forma:

XX\ . _ - X X\ R
G(———T——)G—(P'P)l T) P (P P)! (2.27)

onde o simbolo plim foi suprimido com a finalidade de nio sobrecarregar
a notagiio. Contudo, tanto a matriz P como as demais que aparecem de-
pois da expressio (2.23) devem ser entendidas como limites em probabi-
lidade (plim).

O lado direito da igualdade (2.27) pode ser escrito levando em conta
a expressio (2.25) da seguinte maneira:

’ -1
(PP P (———XTX PP Pl =
’ -1 ’ ’ -1
[ P M_ p) P’ X ] _)_(_T_X_ . (2.28)
.[XTX (P, XX P) +A,]

A expressio acima pode ser simplificada, tendo em vista que A P = 0.
O resultado desta simplificagio é:

X X\
T

7] -1 7] -1
(P’——-X X P) +A(X X

A ‘primeira matriz que aparece no lado direito da expressio (2.29)
¢ a matriz de varidncia-covariincia Var 9, do estimador de minimos qua-
drados em dois estdgios (a parte do escalar ¢,):

X’X Tt [z X (X’X)“ X’Z,]“_ .
( P) [ T T T = Var 6; (2.30)

Portanto, a expressdo (2.29) nos diz que:

’ -1
X X A

1
(P Pt P PP P '=

(2.29)

Var §, = Var 5, + A ( (2.31)
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XX

-1
Lembrando que a matriz ( ) ¢ uma matriz positiva definida,

T
, . XX\t .. .

concluimos que a matriz A 7 A’ ¢ pelo menos positiva semide-

finida, o mesmo ocorrendo, portanto, com a matriz Var 8, — Var 9,. Se-

- & -~ ’ . - -
gue-se, entdo, que o estimador §; ndo é, em geral, assintoticamente efi-
ciente. No caso particular de a equagio estrututral ser exatamente iden-
tificada, a equagio (2.31) reduz-se a:

Var §, = Var 3, (2.32)

porque a matriz P ¢ uma matriz quadrada de posto completo e de (2.25)
temos que P —= 0.

A estatistica

L
T

8 =

=21 8)" (= Zy 6y) 2.33)

¢ um estimador consistente da varidncia o;. A prova desta propriedade é
bastante simples. Substituindo (2.1) em (2.33) obtemos:

r ’ A ’

up 1 Uy Zy A 8 — &) Z

8 = 1T‘ _ 1T1 (61—51)—( 1)T 1Y
, 2.34)

s , 21 Z
+ (61— 8) " (31— 8)
A partir de (2.34) concluimos que

plim s, = plim il-TIL = u (2.35)

baseados no fato de que plim (51 — ;) = 0 e de que plim Uy w /T = o;.

E fdcil derivar a partir de (2.23) e de (2.33) os erros-padrdes (assin-
téticos) da estimativa do estimador indireto generalizado de minimos
quadrados. Isto é, a partir de (2.23) e (2.33) concluimos que os erros-
padrdes da estimativa dos elementos do vetor 81 sio dados pelas raizes
quadradas dos elementos da diagonal principal da matriz:

SZ/ XX X)X Z)' 2/ XX X)X Z, -
, L et (2.36)
2 X (X X)X ZY
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E um fato bem conhecido que o estimador de minimos quadrados
em dois estigios depende da regra de normalizacio adotada, isto €, de
qual é a varidvel enddgena escolhida para ser a varidvel “dependente” na
equacgdo estrutural em estudo. O mesmo nido ocorre, entretanto, com o
estimador de mdixima verossimilhanca de informagio limitada. O esti-
mador de minimos quadrados indireto generalizado tem em comum com
o estimador de minimos quadrados em dois estdgios o fato de que ambos
dependem da regra de normaliza¢do. Obviamente, quando T — « a regra
de normalizagio deixa de ser relevante.

Cabe, também, assinalar que o estimador indireto generalizado de
minimos quadrados nio pertence, em geral, a classe-k de estimadores, a
qual ¢ definida por:

Y, .-k, 0, vW'Xx1'Ty/—-k 0/
@ = , ) , no (2.37)
X, 7 X, X; X,

onde

Oh=I-XX X'X1Y,
e k ¢ um escalar arbitrario, o qual pode ser estocdstico ou nio. ** Compa-
rando-se as expressoes (2.37) e (2.18), a conclusio mencionada no inicio

s

deste pardgrafo ¢ obtida.

3. Identificacao e estimagao

O estimador de minimos quadrados em dois estigios (MQZ2E) pode ser
derivado de diferentes maneiras. Para o propdsito deste item o enfoque
algébrico parece-nos o mais indicado. A equagio (2.2) combinada com a
equagdo (2.5) pode ser escrita:

M, I
1 10 71
= [X1 1 X)) + o (3.1)
Mo 04 LB
1 Por exemplo, quando k = 0 temos o estimador de minimos quadrados ordinarios; fazendo & = 1
em (2.37) obtemos o estimador de minimos quadrados em dois estagios. Quando X — pn e u é a

menor raiz da equacgio:

=0

’ ’

LT L3

v My Yi-u v’ My ¥
1 1

M=I-X(X X)~'~X M =I-X (X, X -1x/,
o estimador da classe k coincide com o estimador de maxima verossimilhanga de informacdo limitada.
Para um estudo detalhado da classe k veja, por exemplo, Theil op. cit. cap. 10.

onde:
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Se os valores de I,y € Ilpo fossem conhecidos, poderiamos aplicar o
método de minimos quadrados ordinarios (MQO) a equacgio anterior. O
estimador assim obtido seria dado por:

d=Q X XQI'" Q@ X'y (3.2)

Entretanto, devido ao fato de quell;o € Iy 520 pardmetros que tém
de ser estimados, visto ndo serem conhecidos a priori, o estimador (3.2)
nio pode ser aplicado na pratica. Todavia, o problema ¢é facilmente con-
tornado usando-se a matriz

~ mn,, I
Q .
My, O

. ) . A A ~ . N
ao invés da matriz Q em (3.2), onde 1I,, e iy, sio os estimadores de mi-
nimos quadrados da forma reduzida (2.2). Desta maneira, obtemos o esti-
mador de MQZ2E:

=10 X XI7'Q Xy 3.3)

Sob certas condicoes de regularidade, o estimador de MQZ2E ¢ consis-

tente e \/T &; — &) tem uma distribui¢io assintética normal. 1! Uma
destas condigées ¢ a de que a equagdo estrutural (2.1) seja identificada,
o que significa afirmar que, de acordo com (2.8) o posto de Il ¢ igual
a L;. Obviamente, o estimador de MQ2E (3.3) ndo existe quando a con-

di¢io de ordem nio ¢ satisfeita, pois esta ¢ uma condigdo necessdria para
a identificagio da equagio estrutural (2.1).

No que diz respeito & existéncia de uma estimativa de MQ2E conclui-
nios, baseados na expressio (3.3), que tal estimativa ndo existe quando a
condi¢gio de ordem nido ¢ satisfeita, Porém, se a condi¢do de ordem é
satisfeita e a condi¢io de posto nio é — o que significa dizer que a
equagio (2.1) ndo ¢ identificada — uma estimativa de MQ2E ¢ facilmente
obtida porque o posto de flo, em pequenas amostras, é igual a L; com
probabilidade um. Este fato pode conduzir a um procedimento comple-
tamente sem sentido: o de se estimarem os pardmetros de uma equagio es-
trutural nio-identificada. Por outro lado, a existéncia de tal possibilidade
evidencia a importancia da aplicagio de teste de hipltese para saber se o
modelo estd corretamente especificado. E interessante observar que em

1w Veja Theil op. cit. cap. 10.
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econometria aplicada tais testes, em geral, nio sdo aplicados. O pesqui-
sador contenta-se em aplicar a condigio de ordem, esquecendo-se da condi-
¢do de posto. Isto ndo quer dizer que testes com a finalidade de testar
a condigdo de posto nio existam. Os testes existem e podem ser encontra-
dos na literatura econométrica. 12 Todavia, livros-textos como os de Johns-
ton (1972) e Kmenta (1971), para citar dois livros bastante populares em
cursos de econometria, simplesmente nem sequer mencionam a existéncia
destes testes.

4. Multicolinearidade, amostras pequenas, modelos grandes

Swamy e Holmes (1971) e Fisher e Wadycki (1971) provaram, indepen-
dentemente, que, ao contrario do que era afirmado na literatura econo-
métrica, o estimador de minimos quadrados de dois estagios existe e é
unico quando o posto da matriz de variaveis predeterminadas ndo ¢ igual
ao nimero de colunas desta matriz. Ademais, eles provaram que, na hipo-
tese de o nimero de observageds ser menor que o numero total de variaveis
predeterminadas, o que corresponde ao caso de amostras pequenas ou de
modelos grandes, o estimador de MQZ2E reduzse a minimos quadrados
ordinarios (MQO). A prova destas proposi¢des baseou-se na generaliza¢io
do estimador de MQ2E através do conceito da matriz inversa generalizada.

A seguir, reproduzimos alguns dos resultados derivados por aqueles
autores, usando um enfoque diferente, devido a Basmann (1957), o qual
nio requer o uso da matriz inversa generalizada. Mais adiante, uma com-
paracio entre os dois enfoques ¢ apresentada.

4.1 O enfoque classico linear generalizado de Basmann

O estimador de MQZ2E pode ser obtido a partir de uma classe de esti-
madores d definido pelas seguintes relagoes: 13

A =[(CZy) " CZ) " (CZyY (4.2)
CcCc=C=(C 4.3)

12 Veja Koopmans & Hood. op. cit. p. 178-85.

O estimador indireto generalizado de minimos quadrados nio pertence  classe definida por
(4.1) — (4.3). A comprovacio desta afirmagiao pode ser feita comparando-se d = [Z{' CZ)]-1 Zy/
C’y1 com (2.19) e notando que C’ C  C = C’.
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Quando a matriz C ¢ dada pela expressao
C=XX X'Xx 4.4)
o estimador d,
d=1Z) X X X' X 2" 2 X (X X)Xy (4.5)

¢ o estimador de MQZ2E, o qual ¢ assintoticamente eficiente na classe defi-
nida por (4.1) — (4.3). £ ébvio que se a matriz (X’ X)—! ndo existe, 0
estimador (4.5) de MQ2E também nio existe.

Quando a matriz X ndo ¢ uma matriz de posto completo de coluna,
o que ocorre na presen¢a de multicolinearidade, ou ainda quando temos
somente um pequeno numero de observagdes, podemos escrever a matriz
X da seguinte forma:

X =X, |X),

onde a matriz X, de ordem T x r tem posto igual a r. Neste caso, ‘podemos
usar um estimador de MQ2E dentro da classe de estimadores definida por
(4.1) — (4.3), com a matriz C definida por:

C=X, X X)'X, 4.6)

O estimador assim obtido ¢ um estimador menos eficiente (assinto-
ticamente) que aquele dado por (4.1) — (4.4). O procedimento usual,
quando multicolinearidade estd presente, é o de escolher um subconjunto
das variaveis predeterminadas, o que equivale a usar um estimador com a
matriz C dada por (4.6).

No caso de amostras pequenas, o numero de variaveis predetermi-
nadas, K, ¢ menor que o nimero T de observagdes, e, obviamente, a ma-
triz X’ X ndo possui inversa. Dentro da classe de estimadores definida por
(4.1) — (4.3) — (4.6), podemos selecionar um estimador d de MQZ2E no
qual a matriz X, tenha o posto r igual 2 T. Da expressdo (4.6) concluimos
que, se p {(X,) = T a matriz C = I, e de (4.1) e (4.2) segue-se que a
estimativa deste estimador de MQ2E ¢

d=(Zy Z)"" Z1 » 4.7)

A vpartir de (4.7), concluimos que a estimativa do estimador de
MQZ2E coincide com aquela obtida através de minimos quadrados ordi-
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nérios. Observe, entretanto, que no enfoque apresentado na pagina ante-
rior o estimador de MQZ2E, que da origem a este resultado, é diferente do
estimador usual de MQZE e, portanto, é menos eficiente (assintotica-
mente) que (4.5).

4.2 O enfoque da matriz inversa generalizada

O uso da matriz inversa generalizada para resolver o problema encontrado
quando o posto da matriz de varidveis predeterminadas nio ¢ igual ao
numero de colunas desta matriz (inclusive os casos de multicolinearidade

e de amostras pequenas) conduz a seguinte generalizacio do estimador
de MQZ2E. Ao invés de (4.4) a matriz C passa a ser definida pela expressio

C=XGX, (4.8)

onde G ¢ uma inversa generalizada da matriz X’ X, isto é, X’ X G X' X =
X’ X. Portanto, (4.1) — (4.3) e (4.8) fornecem o estimador de MQZ2E
generalizado, o qual ¢ unico, embora a matriz G nio seja unica. Esta pro-
priedade baseia-se numa proposi¢io, bem conhecida da dlgebra linear,
que nos diz ser a expressio (4.8) invariante quanto 4 escolha da matriz
G_ 14

Com a finalidade de comparar os dois enfoques apresentados, admi-
tamos que o posto da matriz X seja igualareque X = [X, | X,], X, ¢
uma matriz cujo posto é igual a r e em conseqiiéncia as colunas da
matriz X, sio combinagdes lineares das colunas da matriz X,. Devido ao
fato, ja mencionado acima, de que (4.8) é invariante quanto a escolha
da matriz G, podemos escolher, sem perda de generalidade, a seguinte

inversa generalizada de G:

X, x)" o
G = . 4.9)
0 0

onde as matrizes nulas aparecendo em (4.9) tém a ordem apropriada. 15
E fécil verificar que substituindo (4.9) em (4.8) obtemos:

C=XG0X=X, (X X) !X, (4.10)

1t Veja, por exemplo, Searle (1971). E interessante observar que, se usarmos a inversa de Moore-
Penrose, a qual é Unica, a0 invés de G, os mesmos resultados sio obtidos.

¥»  Para demonstrar que G é uma inversa generalizada de G usamos o fato de X', X, =X, Xr (X', Xy} -1
X'+ X,
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A expressio (4.10) € igual a (4.6). Portanto, o estimador de MQ2E
generalizado é equivalente ao estimador de MQ2E obtido quando inclui-
se apenas um subconjunto de varidveis predeterminadas, observando-se a
seguinte relacio quanto ao ‘posto da matriz X:

p (X)) =p(X)=r (4.11)

Entretanto, se acrescentarmos a classe de estimadores (1.1) — (4.3),
(4.8) a condicio de que

p(X) =K para T > Ty (4.12)

os dois estimadores passam a ser diferentes, pois o estimador de MQZ2E
generalizado ¢ assintoticamente eficiente (quando T — o, p (X) = K).
Na verdade, ¢ esta maneira peculiar de definir o estimador de MQ2E gene-
ralizado que dd margem a afirmag¢io de Fisher ¢ Wadycki de que “two
stage least squares estimators (even when they are ordinary least squares
estimators for the original T) possess consistency and asymptotic efficiency

under the usual assumptions”, 1¢
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