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A — Iniciacdo

O calculo matricial tem hoje cérca de cem anos de
existencia. Foi o inglés SYLVESTER, quem, em 1850, pri-
meiro se ocupou dos matrizes, “quadros retangulares” onde
se podem formar determinantes. SYLVESTER, seu compa-
triota CAYLEY e o irlandés HAMILTON obtiveram, logo
na década seguinte, os teoremas fundamentais que tém seus
nomes,

Este novo calculo permanecen, entretanto, muito tempo
sem suscitar interésses. Foi preciso esperar o coméco do sé-
culo XX e a Mecanica Ondulatoria para que os fisicos déle
fizessemm um uso corrente. A importancia déste cilculo foi,
concomitantemente, compreendida por diversos corpos técnicos,
especialmente nas disciplinas da Mecénica (vibragdes e pro-
blemas estaticos) e da Eletricidade onde, atualmente, é ins-
trumento indispensivel de formulacdo e tratamento dos pro-
blemas. Na Economia, o papel relevante ocupado hoje pelos
modelos de interdependéncia linear justifica a utilizacio do
calculo ou notacido matricial por autores cujo nimero é sempre
crescente. Cria-se assim, para os economistas em geral, a
necessidade de compreensao desta linguagem particular da
matematica. O objetivo déste trabatho, é portanto, o de,
langando mao de algumas ilustra¢oes econdmicas, proporcionar
uma iniciagdo rapida nas regras do calculo matricial.

O ponto de partida serd para nés a consideracao dum
quadro retangular de “coeficientes técnicos”, que compreenda
a fabricacdo de N produtos partindo de n matérias-primas
— ou noutros térmos -— que dé conta da utilizacdo destas para
fabricar aquéles. Supondo uns e outros computados no sis-
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tema de medida que lhes é priprio (tonelada, barril, ou outro
qualquer...), o coeficiente téenico ax Sera para nos o con-
sumo da matéria-prima J necessdrio para fabricar uma uni-
dade do produto k.

(N) produtos

(1)  (2) (k) (N)
(1) a;, A2 v e e e Ay - arx
(h) (2) dny A2z i dxg .. Anx
LiatériaS‘ (J) aj L A oo n ajx
primas (n) anl an2 ........... ank ..... anN

Constate-se que os elementos do quadro retangular ante-
rior, sao apresentados na ordem, indice de linha e indice de
coluna primeira convencio imprescritivel na notagido matricial.

Notemos que o quadro pode ter forma qualquer, conforme
03 casos; pode ser eventualmente quadrado, se o numeroe dos
produtos fér igual ao das matérias-primas; pode, também,
conter um certo numero de zeros.

O quadro ou matriz, dos a;, pode ser imediatamente
utilizado para formar duas espécies de balancgos :

Baloncos de consumo / Balangos de precos

Em primeiro lugar, supondo conhecidos os custos unitdrios
de cada matérig-prima — chamamo-los p; , Pe ... Pj . ov . Dy —
podemos avaliar os precos de custo de cada produto =,. Uma
vez que éles sic em nimero de N, escrevemos N equagdes
semelhantes a seguinte:

—n
(1) (N) = S anx Dj
]
equacdes nas quais vemos aparecer, em conjunto, todos os coe-
ficientes técnicos relativos a éste produto, isto é, todos os
elementos duma mesma coluna da matriz.

Em segundo lugar, supondo conhecida a quantidade fa-
bricada de cada produto y., vamos calcular o consumo total
de eada matéria prima (x;), escrevendo as seguintes equa-
coes:

-> N
(2) (n) X; = % ajy Yk
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Ha evidentemente n equagbes destas e vemos aparecer,
em conjunto, todos os coeficientes técnicos relativos a uma
matéria-prima, isto é, todos os elementos duma mesma linka
da matriz.

Considerando a notacdc empregada acima para repre-
sentar os sistemas de equacdes (1) e (2), vé-se, intuitiva-
mente, o interésse de uma grafia simbodlica, abreviada quanto
208 indices, que apresentaria os sistema (2) sob a forma:

(3) X =—A .y
n nN N

esta é, precisamente a formulacdo mafriciel, com as conven-
¢cbes seguintes:

1) ¥ é uma entidade matemitica de N componentes, de-
nominada vetor (sem que haja aqui uma relacao direta com
08 “vetores” considerados em geometria). Analogamente x é
um vetor de n componentes. Representam-se as vézes, como
X e ¥ e sempre com letra mintscula.

2) A equacio matricial (3) equivale a n equacgbes or-
dindrias (tantas quantas as componentes de x).

3) A representa a mutriz, ou quadro, de duas dimensses,
dos k.

4) A interpretaciio de {3) é o sistema de equacoes (2).
Este constitui a definigdo do produio A.y.

Vé-se que a matriz A é um operador que, de um vetor
niN

de origem XN permite deduzir um vetor de ordem =n; em
cada componente déste aparecem tdédas as componentes da-
quéle.

As convengdes que acabam de ser enunciadas mostram
que para simbolizar o sistema de equagdes (1) com uma
grafia matricial analoga a (3), nio pode ser utilizada dire-
tamente a matriz A. Trata-se com efeito de passar, agora,
de um vetor (n) a um vetor (N), 0 que exige uma matriz
~Nn. Esta é, neste caso, a matriz formada com os elementos
ay;, portanto os mesmos que os de A, mas permutadas as
linhas e as colunas; chama-se esta matriz “transposta de A7,

#
e é representada por A (outras notac¢des usadas : A’, AT).
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A1 12 v e ax =+ A v an1
A= Aa1 oo vl v e Aoy A" = Air o e A
nN Nn

Q1 52 4o v anx AN c v any

Com efeito, apercebemo-nos, aplicando as convencoes ma-
triciais indicadas, que a notagdo

"
= —A.p,
¥ Nn

considera, perfeitamente as equagoes (1).

O interésse essencial da notacdo matricial aparece a pro-
posito das relacdes de interdependéncia em cadeia ou sucessi-
vas, e, para dar uma idéia disso, tendo em vista sempre 0s nos-
sos (N) produtos fabricados com as (n) matérias-primas, sio
utilizados, por sua vez, para a fabricacio de (m) produtos
terciarios.

Esta segunda fase de producdo serd descrita por uma

matriz de coeficientes técnicos B e pelas equagdes matri-
Nm '

ciais correspondentes, balancos de consumo e balangos de

precos. Em todas estas expressoes vemos os produtos (N),

as suas quantidades y. e os seus pregos =, desempenharem
papéis anilogos aos das matérias-primas nas equagdes ante-
riores.
Tem-se pois :
(m) produtos terciarios)

bir v bim
(N}
DTOdUtOS b_\‘l ................ bxm
intermediarios (matriz B)
Balan¢os de consunio Equacies de Preco
{5) v = B . =z (6) q=B* . =
N XNm m m mN N

O problema que se estabelece é o de utilizar todos os dados
ja escritos, para formular, diretamente, a relacio de inter-
dependéneia entre os produtos tercidrios e as matérias-primas.
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Esta é caracterizada por uma matriz de coeficientes técnicos
C de n linhas e m colunas, que nos permitird calcular cada
elemento remontando & sua definicdo inicial.

Com efeito C;, representa o numero de unidades de (j)
necessirio para produzir uma unidade do produto terciario
(1). Passa-se através dos produtos secundarios, e cada um
déste € necessario a4 producdc. Vem pois :

E bom determo-nos um pouco para ressaltar a signifi-
cacdo de cada uma das equacdes em linguagem ordinaria. Uma
vez que se trata de obter o produto terciario (1), vamos uti-
lizar necessariamente os coeficientes by, da primeira coluna
do quadro B. Analogamente, partindo da matéria-prima j,
utilizaremos os coeficientes da j’ésima linha da matriz A.

- N
O simbolo ]f significa que se considerou o papel interme-
diario desempenhado por fodos os produtos secundarios (N).

Esta forma de produto acumulado ou condensado

>N
(7 Ch = X ap . by,
k

chama-se produto linha por coluna (exige evidentemente, que
elas tenham o mesmo nimero de térmos).

Se agora examinarmos os balancos de consumo, teremos,
partindo de (3) e (3):

(8) = A = A . (B . z2)

X .Y
n nN N LN Nm m

e, por outro lado, utilizando diretamente C que acabamos de

formar

= C
nm

(9)

R
EN

Conciliando as duas férmulas (8) e (9), podemos supri-
mir os paréntesis e escrever :
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(10) A.(B.z)Y=A.B.z=C.z
ou
(10) A.B = C
"N Nm nm

Chama-se a C matriz-produto A.B. A equacio (7) cons-
titui a defini¢iio convencional que permite obter cada elemento
de C; wvisto que ela introduz, essencialmente uma operacio
de produto condensado (linha de A coluna de B). De ime-
diato é interessante notar que esta definicio da multiplicacio
matricial permite englobar as operagoes de “multiplicacao de
vetores” pelas quais comecamos. Com efeito, nota-se que estas
entram nas convengdes gerais, considerados os vetores como
matrizes de uma 6 coluna. Assim, podemos escrever (3) da
seguinte forma :

X = A.Y
nl nN N1

(E preciso repetir, entretanto, que para hem evidenciar a
natureza mais simples das “matrizes vetores”, se lhes reserva
uma grafia particular: letra minuscula...).

Sendo a definicdo de multiplicacio matricial a hase fun-
damental para tudo que se segue, parece-nos necessario ilus-
tra-la com alguns exemplos particulares. Seja primeiro um
exemplo literal :

Dadas as matrizes

A = abec U ur v
23 def e 32 | WX
¥y Z
calcule-se o produto D = AU. Tém-se entdo:
D= A U = Jau + bw 4 cy av + bx + ¢z
22 23 32 du + ew + fy dv + ex + fz

Consideramos, agora, um caso mais particular, impor-
tante para muitas aplicagbées: a multiplicacio a esquerda de
uma matriz (por ex.. A acima) por uma matriz linha especial
do tipo L = 1000.

Para que a operacido seja possivel, tomamos aqui L com
2 colunas:
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(11) L=1]10f A= abe
d e f

L.A=|abec|

O resultado apresenta uma so linka, que nio é senao a
reproducdo da primeira linha de A,

Teriamos igualmente:
(12) j10]. |Ja b e
d e f

= |def]

e assim por diante: a multiplicagdo a4 esquerda por uma
matriz do tipo D é uma operacio de selecdo de linka.
Do mesmo modo, verifica-se que a multiplicacdo d direita

por matrizes colunas particulares do tipo C =} 1|é uma
operacio de selecdo de colunas. 0
0
Tem-se por exemplo :
(13) u v 1 u u v 0 v
w X =] w e w X =[ x
Yy Z 0 Yy ¥ Z 1 FA

Notemos que nas equacgges (11) e (12), se se substitui
1 pelo valor numérico A o©s resultados vém multiplicados por
A ; tém-se pois :
(14) abec| =% |
d e f

» 0 I

ete.

Prosseguindo na mesma via, e combinando as equacgdes
(11) e (12), obtem-se :

(15) 10
01

A = A

Esta operaciio, que € a reproduc¢do pura € simples de A,
chama-se multiplicagdo pela unidade : chama-se matriz uni-
dade as matrizes quadradas contendo 1 na sua diagonal prin-
cipal e zero em todo o resto. Representam-se por 1 ou E.
Também se consideram matrizes unidade por multiplicaciao
a direita: quadradas, elas devem ser de ordem igual ao ni-
mero de colunas da matriz proposta.

Generalizando um pouco éste resultado, partindo da equa-
¢do (14) obtemos matrizes ditas pseudo-escalares, tais como :
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(16) A=1]1% 0 0)tais que A’ , U =] huivw
0w 0 bW B X
00 VYyovz

A multiplicacdc 4 esquerda por estas matrizes tem pois
como efeito multiplicador linhas sucessivas da matriz proposta
pelos coeficientes », w, 4. Usadas como multiplicadores d
direita, as matrizes déste tipe multiplicariam as colunas por
éstes coeficientes:

(17) A . AN =

ranbue
rndnreusf

Mostraremos, pouce mais adiante, uma aplicacio interes-
sante das matrizes pseudo-escalares em Economia.

Convém que desde ja notemos algumas observacdes im-
portantes sdbre operacdes matriciais elementares.

Queremos falar. por um lado, da nao comutatividade das
multiplicagdes; por outro, da adi¢cdo matricial.

Em primeiro lugar, devemos notar que a multiplicacio
matricial ndo é comutatira. Considerando o exemplo acima

A . U=D, vemos que U . A é uma matriz de or-
23 32 22 32 23
dem 3 3.

O resultado (que recomendamos ao leitor calcular com-
pletamente) mudou em vertude da comutacido dos fatores.
No caso geral, A . B, se 1=£], aoperacio BA é mesmo

in nj
impossivel. Devemos, de resto, lembrarmo-nos que a ordem

dos fatores matriciais é imposta pelos fatos, e nio de opc¢ao
do calculista,
No entanto, se se encontrou a opera¢io A . B com o
in nj
=

#
resulfado C podemos encontrar também a operacio B . A

* . .
que di o resultado C;,. E uma aplicacio das proprieda-
des da transposicio.

Adi¢do (matricial) de duas matrizes A e B

E a operacido aparentemente trivial, que consiste em
adicionar os elementos correspondentes, um a um.

(18) C:A+B CU:aij+bij
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Esta operacio exige pois que as duas matrizes A e B
sejam exatamente da mesma ordem (mesmo nimero de linhas
e de colunas).

Pertence evidentemente 4 mesma categoria a subtracgido
(trata-se de adi¢do algebrica) e as equacdes matricinis em
geral,

A iguaddade A = B significa que todos os elementos
correspondentes de cada matriz sdo iguais.

Uma equacio matricial de ordem nm equivale pois a
n X m equacoes ordinarias. As equacdes de halan¢o de con-
sumo (3), ou de halango de precos (4), ja forneceram exem-
plos déste fato.

Um aspecto interessante da adicao, consiste em encarar
numa operacio A . B, o produto final C como sendo a soma
dos produtos de A por diversos elementos de B, tais que o
conjunto déstes constitui a matriz B. Foi assim que obtivemos

ha pouco :
+ r].j00
01

_ ‘U
Do mesmo modo pode-se escrever

[anf . |JA] = |#0] . |A] + [0u] . A =

= |va + nd b L+ we e + nuf|

110]=1Gl.110
01 00

Tendo fonecido éstes eomplementos necessarios, relativos
a multiplicagdo e & adicdo matriciais que nos permitem agora
compreender bem o significado de equagdes matriciais elemen-
tares do tipe :
AX 4+ BU =V, terminaremos esta primeira parte com
um cxcmplo de cmprége das matrizes pseudo-escalares em
Econoniia.

Veltemos ao exemplo inicial, isto é, o estudo de uma
produgio; conhecendo os precos e as quantidades, queremos
descrever a operacido em térmos de moeda.

Os nossos dados suplementares sio os pregos p; das ma-
térias-primas ¢ as quantidades y. dos produtes fabricados.
Se tomarmos a operaciio:
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D = ‘o a]k
3

n XN

ot
<

@GO
A

.4 .J-
K4 g

Bo NN
o novo quadro n N obtido é composto de elementos de tipo
de = Dy ax ¥

onde se vé logo, éste elemento representando a despesa mo-
netaria feita no decorrer da produgdo do produto (k} (em
quantidade y.) a partir da matéria-prima k. O quadro ou
matriz D, assim obtido, é pois um balango geral das despesas
feitas para o conjunto de fabricacbes consideradas,

Encontram-se, dissemos inicialmente, miltiplos exemplos
de utilizacao das matrizes em Economia ;

a) estudos de pregos de produgido e balancos de consumo,
que desenvolvem e aplicam o primeiro exemplo sébre o qual
raciocinamos;

b) matriz de propensio mitua a consumir de grupos
congsumidores que forma a base dos estudos de varios auto-
res sbbre o “o multiplicador generalizado”.

Os elementos ora apresentados devem permitir ao leitor
compreender e interpretar as equacdes matriciais que encon-
tradas nesses textos, sem no entanto o informar sébre a
sua resolugido. E éste um problema diferente que passamos
a examinar.

B — A Resolucgido dos Sistemas de Equacoes Lineares

O Problema

Trata-se aqui de um assunto matematico distinto, que po-
deria ser abordade “a priori”, onde, todavia, o interésse da
notacio matricial surge, logo, de maneira evidente. Vamos
pois aborda-lo, mantendo uma ligacio com a exposicio ante-
rior sébre matrizes e considerando ¢ mesmo sistema de equa-
ches (sistema 2 : Balancos de consumo objetivando uma
producio) .
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|311Y1 + Ay ... Faxyy =%
81 Y1+ a8n¥e+ ... +BxNYy = X2 ay = X
A ¥1 + & Y2 + .- . + 8ax ¥x = X, (notacao matricial)

(2)

Examinaremos, porém, estas relacdes dum ponto de vista
novo:

Supondo conhecidas determinadas disponibilidades em
matértas-primas Xx;, X, ... X,, veremos se é possivel de-
terminar as producdes v, ¥:, ... ¥., de cada industria
transformadora, de modo que tais disponibilidades sejam in-
tegralmente utilizadas.

Estudo direto da possibilidade de uma solugdo

A intuicio nos da algumas indicacdoes aprioristicas sébre
o problema. Nota-se, desde logo, a importancia da compa-
racdo n> <N, isto é, a relagdo entre 0 nimero de incégnitas
e 0 nimero de equagdes.

Raciocinando passo a passo, suporemos primeiro que nao
hi sendo um produto, (1), e n = 5 matérias-primas.

Uma vez que o produto (1) consome as diversas matérias-
primas nas proporgdes respectivas a;; & » ... ay (coeficien-
tes técnicos) a absorgio dos estoques z de matérias-primas
s6 é possivel se estas estiverem também na mesma proporcio,
isto € :

X, Xa Xu

(3) = = e = =¥
apn an am

Se agora consideramos um segundo produto, (2}, de
duas uma:

a) ou os seus coeficientes técnicos sdo proporcicnais aos
precedentes

a5z Aoz F: W
(4) = = =1

ay, aay an

e, neste caso, as condi¢des de proporcionalidade (3) subsis-
tirdo, ter-se-a uma flexibilidade entre o produto (1) e o pro-
duto (2) e suas produgdes serdo condicionadas por uma equa-
cio de ligacio (a primeira das 5 equacoes de consumo}.
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(5) a1 ¥ - &2 Y2 = ay (Fr + 1 ys) = x4
ou
X1

(6) i + 1y =
an

b) ou os coeficientes técnicos sao inteiramente diferentes
dos primeiros.

Compreende-se, entfo, que os consumos

41 ¥ &+~ 812 ¥ ..., . (a igualar a x)
(7) Qa1 ¥r T 8 ¥r ... 7 v T Xa)
- )
8, V1 - 8 Fa e (” ” " X))

JA nao estdo tdo rigidamente ligades quante anteriormente
e, no entanto ndo podem ser igualados a quantidades arbi-
trarias.

Com efeito, as duas primeiras equacoes de consumo per-
mitirao (em geral} determinar ¥, e v., o que, desde logo,
fixara os (n-2) demais consumos, e as disponibilidades cor-~
respondentes x;, X, ... X, 1d0 serdc exatamente emprega-
das. (*) L

E assim por diante.

0O estudo matematico mostra que o problema ¢ determi-
nado, (I. e. 0s vy podem ser calculados de unia 86 maneira,
em funcio de xx) no caso em que N = n i. e, onde as in-
cognitas e as equagdes sao em nimero igual, e se os coeficien-
tes das incégnitas satisfazem a condicio

Adyr ... n

(8) Ay # 0 (o seu determinante : A — |- £ 0)

.

Ap; . ... &pp

Se, progressivamente, a partir déste caso, intreduzirmos
(1) ou (2), ou varios produtos suplementares, e N se tor-
nar superior a n, chega-se a situacdo em virtude do teorema
geral, que as n primeiras producées y: ... ¥, pedem ser
determinadas a partir dos n segundos membros. '

(*} TUma nota, in fine, traz alguns eseclarecimentos ac leitor
interessado neste problema. T :
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x—a, (n4+1) y n41)—a n+2) y n42)—....
X2~2(n+1) y m4+1)—a:(n+2) y (m+4+2)—....
ete. etc.

O gque mostra que as (n 4 1) #, (n 4 2)2®, produgdes,
podem, em principio, ser escolhidas arbitrariamente.

Assim, quando o nimero das incognitas ultrapassa o das
equacbes, o problema é “indeterminado” (num certo sentido,
que acabamos de precisar).

Um caso interessante ¢ aquéle em que n =N e o deter-
minante é nulo. Demonstra-se que esta condicio matematica

(9) A = = 0

conduz a que os coeficientes técnicos da altima linha sejam
dependentes dos anteriores, isto é da forma:

AL Qg

+ % an -+

ay: A
A a"* Ao 8oy

ot
[

[ 1

(10)

+ a(n-1a(n-1)1 + x(n-1)a(n-1)2 = }.(n-l)a(n-l)r“r
an dn2 o dyn )

(cada a,; é igual a uma combinacio dos coeficientes superiores).
Em outras palavras, a iltima “forma linear” (chama-se
assim aos primeiros membros das equacdes (2)), deduz-se das
(n-1) precedentes.
Desde logo, das duas uma:
— ou os segundos membreos r sfo ligados por esta
relacio B

(11) xn:}'l X, +}.2 x:—i— PO —i—}\u‘—l Xn—1
de maneira que a n? eguacio, inteiramente dedu-

tivel das anteriores, ndo traz nada de novo. O sis-
tema nio comporta de fato sendo (n—1) equa-
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¢bes, e a sua solucdo comportard, portanto, um
grau de arbitrariedade;

— ou a relacdo {(11) acima nfo é satisfeita, o que
mostra que a n? equacdo € confraditéria as pre-
cedentes, e o problema é entdo impossivel, (*)

Encontram-se, em varias aplicacdes, sistemas lineares cujos
segundos membros sdo nulos.

(12) X;p = Xz = ..nnn =%, =0

Mostra-se que, se A == 0 éstes sistemas nio admitem senio

3 solugdo banal
(13) ViD= va TS oty = ... =y, =0

Por outro lado se A =10, vé-se pelo exposto, que éstes
sistemas se reduzem a (n—1) equacdes independentes com
as quais se podem determinar (n—1) das incignitas em
funcao de n?, que é arbitraria.

De fato, as n variaveis s3o determinadas um fator a
menos de proporcionalidade, e podemos representa-las da se-
guinte maneira

., ~
{1 Y2 Yo —1 ‘n

(14) _— e = :K(arbi-
11 lv_\_ ln—l ln trério)

Propriedade das funcoes dos sistemas “quadrados”
(determinados)

Vamos agora concentrar a atengdo sébre os sistemas de
equacdes lineares deferminados, evidenciando primeiro, uma
propriedade fundamental das solucdes, que, a nosso ver, do-
minam é&ste assunto.

(*) Esta mesma condi¢do, A = 0, indica em que os coeficientes
técnicos da Ultima coluna sejam dependentes dos anteriores, isto é da

forma:

B = iy 8y + 2 B o+ - T Mg By gy
Bap = By Bp + g2 B ol t Ba—) B2 n—
App = My By + B By + .l + gy B ey

Isto significa que o nimero produto & praticamente um subproduto
dos (n— 1) antecedentes. A distribui¢do das n matérias-primas faz-se,
pois apenas s0bre um conjunto de (n—1) produtos primérios, o que
explica intuitivamente porque o consumo exato nao & em geral, possivel.
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A propriedade é a seguinte:
Se denominamos “seolu¢do do sistema”, para os segundos

membros x;, X2, ... Xa, O conjunto dos =n valores obtidos
respectivamente para y., ¥:, ... Yu, e¢sta “solugcdo” é linear
em relag@o a x4, T2, ... Xn.

Pode escrever-se

Y= X 4 w4 + " Xa
Yo = Mol X A e Xa 4+ ... T He® X,
(15) ;
Fo o= B Xy 4 B2 X 4+ L.l 4+ M Xg
sendo os ,
(16) O T T TP A A VYL N TOL N T

que figuram nesta expressido, as solucdes, que supomos obti-
das por calculo a parte, do sistema para os segundos mem-
bros abaixo.

a7 1,0,0,...,0 ; 0,1,0,...,0 ; etc.0,0....,1

(no caso dos x_1) (no caso dos u?) (no caso dos un)

O teorema é de facil verificacio; constata-se primeiro

que a solu¢do (X, u;'; x, wp'; ... ; X; u,!) verifica o sistema
dos segundos membros (x;, 0, ..., 0); do mesmo modo que
(%= w3 X2 ue? 5 ... @ X2 Ug?) satisfaz o sistema de segundos
membros {0, x-, 0, ..., 0); e enfim que a soma destas duas
solugoes

(X1 ' 4 Xo W% X) et 4 Xo w75 L XD ! 4 X ng?
verifica o sistema de segundos membros (x;, X2, 0, ... 0}.

Dali, por repeti¢io do raciocinio, demonstra-se o teorema geral.
Transcrigdo matricial dos resultados — Matriz inversa

Consideremos primeiro as equacdes que definem os {(u).
Estes, lembremos-nos, sio solugdes do sisterma para segundos
membros particulares. Temos assim uma equac¢do matricial
para cada (u).
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1 0] 0

0 1]t 0

. o} 0
(21) Ayt = ) Avw = ..o Aur =

0 ) .

0 0 1

Estas n equa¢bes matriciais, que envolvem matrizes
vectores ou matrizes de uma coluna, podem ser condensadas
numa s6 (recordar a defini¢io de equacgGes matriciais dada
na primeira parte déste trabaiho), se se justapéem os u® sob
forma de uma matriz tinica U de n colunas; os segundos mem-
bros serao condensados, por sua vez, sob a forma de uma
“matriz unidade”. Tém-se pois

1
0
- I ul, w?, ..., unlnAn caUp = g
(22) A.U_—_I 0 oo

Transcrevemos a seguir as equacdes (15), que exprimem
a relacio geral (y) e as solugdes particulares (u)}. Reconhece-
ge em (15, equagdes semelhantes aquelas por meio das quais
a notacao matricial foi introduzida (ver parte A, equactes (2)
e (3)): podemos, portanto, escrevé-las sob forma conden-
sada.

(23) y=1U.x
Esta é a expressdo matricial da solucdo do sistema dois.
(2) A . Yy =X

sendo definida a matriz U pela equacio (22).
Pode, agora, verificar-se que a equacdo (2) ¢ bem sa-
tisfeita
A.y=A.U.x=1.x=x (porcausade (22))

Por outro lado, se partimos da equagdo (23) e nela subs-
tituimos (x) pela sua expressao em (2), vem

y = Ux = UAy = [UA] y = [l ¥
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que mostra que U.A é uma matriz unidede (uma vez que
reproduz y pura e simplesmente). Isto se escreve

(24) U. A=[I]

equagdo que vem juntar-se a equacgio (22} citada. (*) A ma-
triz U é pois tal que, multiplicando-a por A ¢ esquerda ou 4
direita, se obtem a matriz unidade. Por esta razioc conven-
ciona-se chama-la matriz inversa de A, com a notacido

(25) U=A-1

Baseando-nos nesta matriz diretamente a questio da re-
solucio do sistema (2), duma maneira rdpida e elegante,
como se segue

(2) A . Yy =X
{multiplicar 4 esquerda por A1)

A1 A . y=A" . x
ou
Ml .y=y=A-"1 . x=U.x

{encontra-se pelo calculo matricial a equagio (23) que havia
sido obtida diretamente) .

Chega-se a0 mesmo resultado, de maneira ainda mais
direta partindo de (2) e dividindo cada membro da equagdo
por A.

A.y=x
26) \'ZI/A.X:A_I.X

mas é&ste processo de nota¢dio ndo pode ser empregado antes
de tGda a série de justificacGes anteriores: trata-se de um
calculo “formal” (ou “simbdlico”).

A conclusio interessante a inferir é a completa reci-
procidade entre as equagdes (2) e (23)

(2) x = A .y
(23) Yy = U . x
(*) Note-se que a propriedade expressa pela equacdo {(24) nde

resulta da equacio (22), por causa da nao comutatividade da multi-
plicacio matricial. {Vide parte A déste trabalho).
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ou ainda, o cariter reversivel da relagcho matematica entre os
dois vetores x e y. (Esta propriedade, é preciso acentuar
mais uma vez, sO existe se x e y sdo velores da mesma ordent,
e se o determinante de A é diferente de zero).

Do ponto de vista pratico, deve notar-se que o calculo de
A—! resume-se a calucular efetivamente as n solucées para n
sistemas de segundos membros particulares ((17) acima). E
uma operacio bastante longa e ndo ha interésse em empreen-
dé-la, se se tratar somente de encontrar os valores numéricos
da solucio para um sé sistema de segundos membros dados
numéricamente, Mas, em muitos cascs, nio sera assim e tra-
taremos, de preferéncia, de calcular as solugbes para virias
séries de segundos membros, ou -— o que equivale praticamente
ao mesmo — a dar as solugdes ¥ em func¢lo dos xx deixados
sob a sua forma algébrica (x;, X», .... Xa}.

E preciso pois calcular a matriz A—! completamente.
Devemos dizer gue a soma de trabalho necessiria para cal-
cular uma matriz inversa completa é no méximo da ordem
de duas vézes (e ndo n vézes) o trabalho necessirio para
uma soluciio numeérica isolada.

A procura da matriz completa A —! ¢ pois recomendavel
sempre que se disponha de um escritério de caleulo bem apa-
relhado e sempre que o problema apresentar um certo carater
de generalidade,

Processo de cdlewlo numérico da solucdo de um sistema
linear.

Os processos utilizdveis para a execucdo dos cilculos
numéricos de solucio de um sistema de equacgoes lineares sio:

1) O método dos determinantes (ensinado nos cursos
secundarios) ; éste método ndo é de fato utilizado para
os sistemas de ordem elevada;

2) O método de eliminacdo sucessiva das incognitas e
substituicio sucessiva. As incognitas sio assim deter-
minadas uma a seguir a outra.

Este segundo método é aplicado para sistemas de ordem
elevada, quer se trate de cilculos efetuados por calculadores
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humanos, quer de calculos efetuados por conjuntos de ma-
quinas automaticas.

Até agora, e mesmo tendo em conta os progressos reali-
zados nesta udltima via, a resolugdo numérica de um sistema
de ordem elevada (20 ou 30) é uma tarefa dificil, pesada e
fastidiosa, do ponto de vista pratico; sio dezenas de hora-
calculador, que que exigem minuciosas verificacdes.

Método das aproximagoes sucessivas

Vamos para terminar, dar uma idéia de um método que
em certos casos, resulta numa apreciavel economia de trabaliho:
é o método das aproximagoes sucessivas, também chamado
método de ileragdo.

Comeca-se por observar que, se o quadro dos coeficientes
s6 tem térmos diagonais, sendo do tipo

B11 ¥l - s e s i s s e = X
(27) B2 Y2 e = X2
B33 V3 - = X3

a obtencao da solugio é imediata. A matriz inversa nio é sendo

1/a:, 0 0
(28) A—1 — 0 1/azm 0
0 0 1/333

Se agora o quadro contiver coeficientes extra diagonais
pequencs (em relacio aos coeficientes diagonais)...

Ay ¥1 4 gz Y2 + €13 ¥z = Xy
(29) €21 Y1 + B2z Y2 4+ e23 ¥a = X
t31 Y1 -+ e Yo + Qs Yz = Xa

podemos, de inicio, atribuir aos yy os valores y° deduzidos
do X,, X:, X3 desprezando os ¢, a saber

X1 Xa
(30) ¥° = y }"20 = ’ ete. ...
ain X2

introduzindo, depois, éstes valores y° nos térmos e,» y. calculan-
do, assim, novos valores y', pelags equagdes
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1
(31) it = Xy — 512 ¥ — &3 ¥°
ay

delineando assim um processo de aproximacdes sucessivas,
ciclicas.

Termina-se o calculo logo que a diferen¢a entre duas
solucOes sucessivas y* e y*t! deixa de ser praticamente sen-
sivel.

Bste método “converge” rapidamente, se os ¢ sdo real-
mente pequenos em relacio aos a;. No entanto, se éstes
térmos extra diagonais, =, se bem que pequenos, forem
nmerosos, a convergéncia pode desaparecer. A pesquisa pre-
cisa das condicoes da convergéncia, e o estudo da rapidez de
convergéncia é um dos problemas mais dificeis déste ramo da
matemadatica. Foram-lhe consagrados esforcos importantes
porque, com os modernos aparelhos de cilculo (calculadores
eletrénicos), o método de iteracdo é o mais simples de por
em pritica e pode ser desenvolvido numa cadéncia muito
rapida. A justificagio tedrica déste método reside na subs-
tituicio do estudo do sistema inicial pelo de um sistema vi-
zinho, que déle, é deduzido dividindo-se as equacdes pelos coe-
ficientes diagonais

{ Yo 4 a2 ¥+ Yz ¥z = X!
(32) €21 Y1 + Yo + &3 ¥s = xo!
| €1 Y1+ e V2 + Yz = X3!
ou
(33) [I + <]y = [x]

e 0 problema estd em obter a matriz inversa [I - ]!

O método de iteracdo ora descrito, resume-se em calcular
esta inversa pela forma algébrica

(34) 1/(1 4+ x) = 1—x 4+ x*—x® ...

utilizada simbolicamente. Esta férmula algébrica é verdadeira
se x*+! tende para zero; €, do mesmo modo, a férmula sim-
bélica de matriz

(35) [T + el = IT—e 4+ 2—e* 4+ ...

¢ verdadeira se ="' tende para zero quando n aumenta.
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A dificuldade & que aludimos, ha pouco, consiste em pre-
ver para uma matriz dada, se suas poténcias sucessivas ten-
dem ou ndo para zero, quando n aumenta indefinidamente.

O problema exposto apresenta um interésse prdtico real,
e, por esta razio, ndo é demais indicar como prossegue a dis-
cussao. Na hipdtese feita, determinaram-se y, e y. esgotando
inteiramente os estoques x; e X;» das matérias-primas (1) e
(2). Falta ainda para que esta solugio seja viavel, assegurar-
se de que os consumos das outras matérias primas (3),
(4), ..., (n), sBo inferiores aos estoques X;, X4, .--, Xn-

Eis pois (n — 2} condi¢des suplementares que, em geral,
nao serdo tddas satisfatérias. Nesse caso, serd preciso tentar
determinar y, e y. por um outro par de equaches, e repetir
o teste “dos estoques restantes”...; se éste teste € bem su-
cedido, teremos encontrado dois niveis de produgio y, e y.
que 830 aceitdveis; mas serfio éles os (nicos possiveis ? Final-
mente, quais s8i0 as “margens de possibilidade” para ¥, e y» ?

fste problema, como se vé, conduz a desenvolvimentos
importantes mas que nfo apresentam dificuldades matematicas
especiais, é a teoria da “programacfo linear” (“linear pro-
gramming”), que ji suscitou uma abundante literatura, so-
bretudo nos Estados Unidos.

v, 4

Resultado tipo de uma discussio de “linear programming”,
Area axuriada: zona de possibilidade para v,, v..





