A Desigualdade na Distribuicao das Rendas
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INTRODUCAO

A teoria da disiribuicdo compreende dois aspectos bem distintos,
mas inlerdependenles: um considera o mecanismo remuneralive dos fa-
tores da producdo, o oulro os efeilos dessa remuneracio, através da repar-
ticio da renda entre os componentes do grupo social.

A atengdo dos economistas tem-se voltade precipuamente para o pri-
meiro aspeclo, lalvez pela sua ligacio mais direta com o problema da
produgie. Jd Adam Smith acenfuara, desde os primordios de sua “Inquiry
into the Nature and Causes of the Wealth of Nalions”, que a pobreza ou
rigueza de uma comunidade dependia da produtividade dnua de seus
membros. A divisdo do produlo da industria enlre os que exercem dife-
renles fungbes, ou conlribuem com diferentes fatores, tornou-se o problema
crucial déste capitulo da leoria econémica. Mesmo Karl Marx, que fdo
grande énfase pds na luta de classes como elemenio revolucionador
da sociedade, pouco cuidou do nivel de renda individual, mas esquadri-
nhando se a mesma provinhg da terra, do capital ou do trabalho.

Por que, entre os individuos de uma comunidade, hd pobres e ricos?
Por que aquéles sGo muito mats numerosos que éstes? Sdo fdo grandes
as repercussdes, sobre todos o3 fendémenos econdémicos e sociais, e mesmo
biolégicos, da forma pela gqual a renda se reparte, gue o seu estudo deve
merecer uma aten¢do especial.

No complexo de problemas, que constiluem a “questio social”’, uma
das causas predominanles estd na desigual repariicio da riqueza enire
os individuos. Os alritos e antagonismos enire as vdrias classes sociais
se acerbam quando se tem de proceder d reparticio do dividendo nacional.

O relacionamento déste aspecto do problema distributive com a questdo
soctal lorna o seu estudo ainda mais drduo. Aqui, mais que em gualquer
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outro selor, é preciso que o0 economista se dispa de fodos os preconceifos
para enfrentar a realidade dos fatos. As discussdes doutrindrias, baseadas
em vagos principios de eqiitdistribui¢do da riqueza ou de justica soctal,
serdo vds, e ndo conduzirio @ melhoria do combalido organismo social.
Todos sio concordes em que a riqueza esld desigualmente repartida; mas,
guando se frata de precisar o conceifo e ¢ medida de desigualdade, as
concordgncias desaparecem.

A escola keynesiana pds em proeminéncia o esludo de renda nacional
e seu papel na formagdo das direlrizes de uma politica de pleno emprégo.
Mas, nio bastam as andlises da producdo nacional pelas categorias eco-
némicas, o estudo estrufural da ecénomia do pais, nem as andlises fun-
eionais, focalizando os fatéres que conlribuem para a formag¢do do divi-
dendo. Urge complelar tais esitudos com a apreciagdo da distribuicdo
individual dos rédites. Quando mais ndo fosse, pela sua importdncia para
a estruturacdo do sistema de taxacdo governamental, que tdo profundas re-
lagdes guarda, na moderna economia, com os problemas do desemprégo
e das flutuacdes da atividade dos negécios.

Os estudos da distribui¢de individual das rendas tém sido moldados
em duas dire¢ies distintas. Primeiro, colimuando eslabelecer relagies fun-
cionals enfre a renda e o numero de individuos que a auferem, ou seja,
buscando a expressdo analitica da distribuicio. Um prolongamento désses
estudos procura enconirar, nos esquemas probabilildrios, uma base ra-
cional das lets, deferminadas empiricamente d luz dos fatos. A outra ordem
de estudos prende-se 4 pesquisa de uma medida vnieca do desigualdade
das rendas, capaz de sumariar os aspectos essenciais da distribuigdo.

E essaa disposi¢do da matéria aqui adotada. Depors de examinadas
as leorias e resullados fundameniais conseguidos nas duas ordens de

estudos mencionados, faremos sua aplicagio d andlise da distribuigio
das rendas no Brasil.



CariToro I
A LEI DE DISTRIBUICAQ DAS RENDAS
1.1 — A lei de Pareto.

As conseqiiéncias socio-econdmicas, implicitas no modo pelo qual
o dividendo nacional se reparte entre os individuos, desde cedo atrairam
a atencio dos economistas para o estudo da forma dessa distribuicdo,
Entre outros, Dudley Baxter (1868} abordou o assunto relativamente
a0s réditos na Ingilaterra, e Ammon (1895), procurando ligd-la 4 distri-
bui¢do das habilidades individuais, estudadas por Gallon, assinalou a
similaridade das curvas de rendimentos sujeitos 4 taxa¢do nos diversos
paises.

Mas coube a Vilfredo Pareto formular a primeira representa¢io
analitica da eurva de rendimentos. Num dos capitulos de sen célebre
“Cours d’Economie Politique” (1), analisa extensivas estatisticas de dis-
tribuigio de rendas em virios pafses e diferentes épocas, concluindo
ger a forma da curva invariante no espago € no tempo.

Seja n,=f(z) a distribuigio de freqiiéncia das rendas r. Su-
pomos que z se possa considerar como varigvel continua, e f(x) é uma
fun¢dio incognita, cuja identificagdo decorre dos dados estatisticos.
Entao n.dr representa o ntmero de individuos com renda entre r e
z+dzr. 8¢ indicarmos por N, o nimero de possuidores de rendas iguais
ou superiores a x, teremos

Nx=[wf(:r) dz

onde @ é a mdxima renda possivel. Em geral, considerar-se-4 w= =,

(1} Pareto, V., “Cours d’Economie Politique” (Lausanne, 1897), Livro 111, cap.
1.0 — *Lg courbe des revenus”. Alifs, desde 1895 comegara Pareto a expor suas idéiaa
em “La legge della demanda”, “‘Giornale degli Feonomisti” (1895), “La courbe de
la répartion de la richesse” {(Lausanne, 1896).
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For sob essa forma integral que Parete considerou o problema.
concluindo que, a partir de um nivel de renda adequado, N, expri-
mia-se mediante uma func¢do hiperbobliea

A
N, = s (1.1)
onde 4 e a sio constantes positivas.
A evidéncia estatistica aduzida por Parefo consta do quadro se-
guinte (2):

Pals o Pais o
Inglaterra, 1843........ .......| 150 Perusa (zona rural)............| 1,37
YO1879-80.. ... ... .. 1,35 Ancona, Arezzo, Parma e Pisa

Prissia, 1832....... e 1,89 (conjunto). ... ....... e 1,32

SO ¢ 7 P 1,72 Cidades italianas (conjunto)}..| 1,45

» 1881, .. ccie e 1,73 Basiléia, 1887................ 1,24

” 1886, ... .. eeve.. 1,68 Paris (aluguéis)............... 1,37

” 1890, ......... ... ... 1,60 Augsburgo, 1471............. 1,43

” 1894, .. ....... ....... 1,60 ” 1498, .. ....... ... 1,47

Saxe, 1880 ... . ....._ ... 1,58 ” 1512 1,26

OOA88B. ... 1,51 " 1526. ............ 1,13

Florenga............. .. .... .. 1,41 Peru (fim 18° séc)........... 1,79
Perusa (eidade)........ ....... 1,69

Conclui, entdo, Pareto que “ces résultats sont trés remarquables.
Il est absolument impossible d’admettre qu'ils sont dus seulement aun
hasard. Il y a bien certainement une cause qui produit la tendence des
revenus suivant une certaine courbe. La forme de cette courbe parait
ne dépendre que faiblement des differentes conditions économiques
des payvs considerés” (3).

Investigagdes posteriores tém confirmado a relativa estabilidade
da curva paretiana. Lord Stamp verificou que o coeficiente o perma-
neceu priticamente constante na Inglaterra durante o século deze-
nove, embora sujeito a pequenas oscilagGes ocasionais. Apesar da ele-
va¢io do padrio de vida, tddas as classes mantiveram suas posigdes e

(2} Pareto, “Cours”, vol. 2, pdg- 312. Os dados do Peru sio referentes a uma
bula, dita das Cruzadas, que era adquirida pelos habitantes a pregos correspon-
dentes & sua hierarquia social,

(3) Parelo, “Cours”, vol. 2, pdg. 312.
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propor¢des com notdvel estabilidade. Em térmos semelhantes refere-se
Bowley 4 permanente igualdade da reparticio do dividendo nacional
entre as varias classes econdmicas na Inglaterra, de 1880 a 1913. Bres-
ctans-Turroni {4) analisou as estatisticas prussianas de 1854 a 1928,
obtendo os seguintes valores:

ANO o ANO 144 I ANO [+ 4
I
1854 1,78 1892 1,52 ’ 1918 1,35
1873 1,51 1913 1,51 1928 1,85
1875 1,78
}

Ha4 variagdes substinclais no valor do parAmetre, mas deve-se notar
que as estatisticas abrangem o periodo da moderna industrializagfo
da Alemanha, a grande crise de 1873-75 e a primeira guerra mundial.
E curioso observar que o valor final de & quase repete o inicial.

Johnson (1) ealeulou o coeficiente para os Fstados Unidos desde
1914 até 1943, um periodo que abarca a guerra mundial, uma época
de grande prosperidade e outra de profunda depressdo, mas « oscilou
enire os limites 1,35 e 1,90, com maior concentragio em tdrno de 1,71.
Suas flutuagdes parecem acompanhar os movimentos efclicos da con-
juntura.

O exame desssa e outras fontes leva 4 conclusdo (3) que, se g€ con-
sideram intervalos suficientemente grandes, observa-se notdvel esta-
bilidade no coeficiente angular da distribui¢io de rendas. Tudo parece
indicar que hd fércas permanentes que tendem a restaurar a forma
fundamental da curva de rendas, quando a mesma tenha sido desviada
no sentido de uma maior ou menor desigualdade.

1.2 — As leis de segunda aproximagio.

A lei de Parefo s6 é valida, em primeirs aproximac¢io, para as
rendas globais dos individues, isto é, para a soma de seus rendimentos
derivados do trabalbo e do eapital. A anamorfoseada logaritmica da

(4) Bresciani-Turroni, C., “Pareto’s Law and the index of inequality of in-
comes”, “Econometrica” (1939), pdg. 120; Jehnson, N.0., “The Pareto Law”,
“Rev. Econ. Statisties” (1937), pdg. 32.

(6) Bresciani-Turroni, loc. cit., pdg. 124.
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curva das rendas mobiliirias apresenta-se encurvada para o eixo das
abcissas, a do produto do trabalho é convexa. A expressio mais geral
da lei seria, segundo Paretfo

4 —Bz

(?Ia_)‘;e {1.2)

N, =

Mas, apenas num caso (Grio-ducado de Oldenburgo), encontrou um
valor aprecidvel para 3; de modo que a lel geral se restringiria a

. S
Ne = (x+a)* (13)
Para o produto do trabalho, a constante ¢ é negativa; para as ren-

das mobilidrias é positiva; é nula, eu da ordem de grandeza dos erros
de ohservacdio, paraa renda global. Essa dltima circunstincia decorre
das duas primeiras; e é de se esperar que uma coletividade onde pre-
domina o esforgo do trabalhe, do comércio e da inddstria, a constante
a tenha um pequenc valor negativo, ao passo que uma coletividade
onde predominam os ecapitalistas se caracteriza por pequeno valor

positivo de a (6).

Para obter a funcdo de freqiiéneia dos rendimentos, diferenciemos
a equacdo de Pareto. Temos

dN,  Aa
T dr T o

(1.4)

Ry =

Por conseguinte, esta funcio ¢ também de natureza hiperbélica,
decrescendo para os valores cresecentes de x, e tendo como assintota

. . dN
para o eixo dos z, lim — —— =
P ) dx

0.

E esta uma objegiio que se pode levantar as leis de Parelo, € uma
das razoes que levaram A apresentagic de outras férmulas menos
simples, Se se consideram tédas as classes socials, e ndo apenas a
dos contribuintes de impédsto, constata-se que a taxa de erescimento
de N, por unidade de renda apresenta um méiximo para uma renda
diminuta, mas superior 4 necessiria para assegurar o minimo de sub-
sisténeia. No trecho inicial, esta taxa é crescente, ao passo que a equa-

¢do supra a indica como constantemente decrescente.
(6) Pareto, “Cours”, vol. 2, pdg. 308 e 310, nota 9593
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Conclui-se que a {ei paretiana é apta para representar apenas o
ramo decrescente da curva dos réditos, que € 2 parte revelada pelas
estatistieas fizcais. Mas }a o proprio Pareto, em seu Cours, advertia
que a curva, em sua extensio total, deveria apresentar uma forma
semelhante 4 sugerida por Ammon em decorréncia da distribuiciio das
habilidades individuais, isto &, seria unimodal e assimétriea 4 direita.
A falta de elementos adequados ndo permitiu, entén, fixar a forma do
ramo inicial; mas estatisticas recentes, abrangendo os proventos das
classes mais pobres, tém confirmado a suposicdo (7).

1.3 — A renda média.

Retomemos a lei simples de Pareto, N,=Ax " Nessa equagdo,
os parimetros a e 4 tém uma significacdo econdmica preeisa. O pri-
meiro exprime ao mesmo tempo a riqueza e a desigualdade de sua
distribuicdo. O segundo varia proporcionalmente a4 populagio, e é
também funcido de a. Com efeito, denotande por N a populagio total
€ por r, a renda minima, temos 4 =Nr".

A equacio de Pareto pode ser posta sob outra forma. Referindo-a
4 renda minima, temos N=4x,”® e por divisio vem (8)

r @
N ( 7, ) (1.5)
N T
Dai outra interpretacdo para o parimetro a: éle é o expoente a

que se deve elevar a fragio que a renda minima representa da renda
em aprégo para obter a fracdo de contribuintes que a percebem.

Calculemos a renda média no intervalo de x; a r,. O total das
rendas nesse intervalo é expresso por

R12=fzrf(1)dI=Aanir dr

(7) Por isso fol excessiva a critica de Edgeworih ao trabalho do Pareto: “It may
be objected that Professor Pareto's curve does not fit the phenomena at its lower
extremity. For according to the formula given above there ought to be an infinite
number of nuff incomes, and an indefinitely large number of incomes in the neigh-
bourhood of zero”. F.Y. Edgeworth, “Suplementary Notes on Statisties”, “Jour. R.
Stat. Soc.” (1896), pdg. 533.

Dai se originou vivaz polémica entre Pareto e Edgeworth, conduzindo, ao que
parece, & célebre nota %62; em apéndice a0 2.° volume do “Cours”’, que introduziu
esquemas probabilitdrios nesses estudos.

(8) Essa expressio foi dada contemporineamente por Furlan e Czuber.
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Se a=1, essa integral vale Aa(logz,~logz,) e tendo para =
com x,; a fortiori isso acontece se o € menor que 1. Para térmos um
valor finito de R,,, ¢ preciso que seja a>1, e é também suficiente,
porque entio

Aa[ ‘“*‘}rl Aa[ 1 1 ]
R = — o = —_— 1.6
B a—1 r, a—1bn®-1 r2=-! (16)

Para obter a renda média, dividamos pelo nimero de réditos com-
preendidos entre r e r,, donde

I Aa ( 1 1 )
12 C!"" 1)(.\‘1'] —‘\':rz) I]_a -1 Iza -1

. . - x
ou ainda, em vista da equacdo de Parefo, pondo ¢ = ~*

T2

o 1—g®!
P = = v 1.7
B a1 T 1—¢* (1.7)
Supondo a distribuicdo ilimitada & direita, a renda média do grupo
de renda igual ou superior a r deecorre de se fazer r,=c<=, donde

r, = % 2 1.8)
a—1
E possivel, porém, obter um valor mais aproximado da renda
global, levando em conta o rendimento méximo (9). Embora as esta-
tisticas nfo fornegam ésse dado, podemos estimé-lo partindo da equa-
¢do de Pareto posta sob a forma (1.5). E claro que a renda mAxima
4 3
cabe ao ultimo individuo, para o qual N,=1, e dai, %s (5) , ou
. w
i
seja w=r,No

_ (9) Observa Fréchet: “Journ. Sté. Stat. Paris”, 1941, pdg. 102) que, se se conside-
ra a lei de Parefo, nio como uma funcio de freqiiéneia, imas como uma fungio de pro-
babilidade, haverd certo inconveniente de principio em supor que exista um mfximo
que a renda ndo pode ultrapassar, pois o conceito de probabilidade se refere a uma
populagio ficticia ilimitada.

Fazendo rp, erescer indefinidamente, podemos tornar tio pequena a probabi-
lidade de uma rerda superior a certo limite, que essa circunstincia se torna priti-
camente impossivel. Noutros térmos, ssseguramos na pritica um méximo de rendi-
mento, sem ser necessiric supor que a probabilidade seja nula além de certo limite
que teria de ser arbitridriamente fixado.
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Substituindo na equagio anterior, vem (10)

N 1
r=-2% gz (1 - Va-l) (1.8)

ou aproximadamente

o 1 1
T aTl”f’(l W) (1 - \—) (1.9)

Em muitos easos serd possivel desprezar o térmo ( 1+ }\-T )
. £

1.4 — Determinagio dos pardmetros da lei de Pareto.

Virios processos podem ser empregados na determinacio dos
parimetros da lei de Pareto. A forma hiperbélica desga lei sugere ime-
diatamente uma anamorfose logaritmica (11), que conduz i forma
linear

log N, =log A - alog x

Em seu trabalho pioneiro, Parefo utilizou-se do método de Cauchy,
julgando desnecessirio recorrer so dos minimos quadrados.

Da equagio
TlogN,=vlogA—a Zlogzx

onde » é 0 nimero de classes, temos que

10gA=-1~ElogN+g- Zlogz
v v

(10) Mourre (“Joun. Sté. Stat. Paris”, 1944, pdg 320), além da férmula (1.8),

N—-1,
pouvons nous servir de la loi de Pareto pour la partie riche, méme en admettant
qu'elle s’applique rigoureusement, qu'en négligeant go”’. Nio é exato. Houve equi-
voco na dedugao, pois que, Ro calcular a renda média, utilisou o divisor N, quando
deveria ser Ny — Nir=N —1, que levaria também & férmula (1.8).

{11) O emprégo da anamorfose logaritmica nio estd, porém, isento de criticas.
V. Kingston, “‘As Curvas Evolutivas em Estatfstica”, “Rev. Econ. Est.” (Out. 1936,)

pig. 42,

e justifica-a dizendo que “nous ne

d4 outra em que nio figura o fator
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Substituindo na transformada logaritmica, e pondo
. ) 1. o 1
Aleg Ny, =log N, — = log N, Alogz = logxr — — Zlog x,
v

vem finalmente
Ak (1.10)

Também poder-se-ia considerar a lei de Parefo sob a forma dife-
rencial

n, = Aar “"

Mas, como as estatisticas nfio ddc o ndmero de contribuintes
n, correspondentes a cada rendimento r, mas somente para classes
de rendimentos, por vézes muito amplas, é preferivel utilizar a forma
integral da distribuigio.

Qutro processo baseia-se na equagio (1.5). Para cada uma das

classes de renda temos
N _ (I_o )"
‘\. - ey

. ANT{ - i
ou seja, pondo log Vo= M logXe = t, que a, =

= I El‘

Considerando (£, ) como coordenadas de um ponto P; num
sistema cartesiano, entdo a serd o coeficiente angular da reta OP,.
Se as observacoes obedecessem rigorosamente 4 lei paretiana, todos
os pontos seriam colineares. A determinacdo de o equivale, geométri-
camente, a estimar o coeficiente angular da reta passando por O e se
aproximando o mais possivel des pontos P..

Uma solugio imediata é tomar a média dos valores, isto 4,
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Czuber, baseado no método dos minimos quadrados, sugere a
férmula

ZEm = Zat?
gk ZE?

0 =

Vé-se que a seria a média ponderada de a,, os pesos sendo pro-
porcionais ac quadrado de £, o que nao tem justificacdo l6gica (12).

1.5 — Emprégo do método dos momenios.

Utilizemos agora o método dos momentos, que, como é sabido,
deixa inalteradas as médias de poténcias. Como temos de determinar
dois pardmetros, imponhamos as condigdes que a interpolatriz repro-
duza a fregiiéncia total N e a renda média p da distribuigio empirica.

Admitindo ilimitada & direita a distribuicio, temos, de confor-

midade com a férmula (1.8), que @ = r

. Em seguida, 4 resulta
r—z,

da equagio A = Nz ™.

Também seria possivel utilizar as férmulas anteriores, nio mais
para a distribuicdo total, mas para as distribuigbes pareciais, que se
obtém suprimindo de cada vez uma classe inicial. Assim, a raziao da
média das rendas superiores a z para a renda z é, segundo a lei de

(43

Pareto, uma constante . = il A distribuigio fornece uma série
zr a—

de valores Tt | e podemos fazer corresponder a média désses valores

a—1"

Cumpre observar que a formula da renda média deixa de ser apli-
civel, se a tem um valor préximo da unidade. Com efeito, a renda
média r tende para o infinito quando « tende para 1. Serd entdo neces-

{12) Cf. Savorgnan, “Di alcuni metodi per misurare la distribuzione dei redditi
in Austria” (Haya, 1930), pig. 6.

Mourre (“Journ. Sté. Stat. Paris , 1941, pdg. 92), sugere calcular os a; referindo-os,
nio ao minimo r,, mas ac limite da classe anterior; isto &, pondo n,=log ¥ -1
. Yi
** eem seguida tomando s média ponderada dos z,, os pesos senldo

-

8 somsa das rendas compreendidas entre xz; -1 e ;.

Li=log
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sdrio utilizar a férmula de Parelo, sob a hipdtese de uma renda ma-
xima finita. A renda média é, pum intervalo determinado, dada pela
equacdo (1.7), que se pode pér sob a forma

a 1—g*!

1-¢= a—-1

r =

Quando « tende para 1, o primeiro fator tende para IL e o
—0

segundo para o logaritmo neperiano de 1 ; v tende, pois, para um
o

valor finito. Admitindo assim que a distribuigdo tenha um limite su-
perior finito 1, podemos determinar e resolvendo uma das equagdes,
(1.8) ou (1.9), por aproximacgges sucessivas,

1.6 — Os pardmetros da segunda le: de Pareto.

No caso da anaformoseada logaritmica ndo tornar os valores
observadas aproximadamente colineares, costuma-se usar a lei de
Pareto de segunda aproximagio

N, = Aa(z+a)™ ¢ -1

em que g é uma coustante positiva, negativa ou nula.
A funcio de freqiténcia das rendas passa a ser

n: = Ao (z4e) 7!

e daf a renda giobal entre os limites 1, e z,,

_ = P _ A |antae _ a.r.z+a:|
R”‘A“f,: (z+a)“ldx_a—1[(n+a)“ mtaa] 1

Fazendo o limite superior tender para o infinito, o segundo térmo,
entre parénteses tende para zero, € vem

R = i ar+a rIax—i—a
T a-l{r+a* T a-1

A renda média acima do limite = é, pois,

ar+a
a—1

s = (1.12)
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Considerandc, ao invés, um limite superior finito para as rendas,
tomemos a equacgio (1.11) sob a forma

a r
Riz= 7= Wa=Np 2+ 5 (Ni=N)

1
e introduzamos os valores N,=1, z,=z, N= , 0 que leva a

R=——1'N(1 N")-l- (¥-1)

-1
- donde

r= 2 N(I+N°’

expressio semelhante a (1.8).

A determinacio dos pardmetrcs da lei geral de Pareto pode ser
feita por processos andlogos aos anteriormente expcstos. F claro que,
procedendo por tentativas, podemos fixar o valor da constante g, e
recaimos no caso da primeira lei.

Podemos também nos basear na renda média. Calculando-a para
as distribuicdes truncadas, que se obtém eliminando de cada vez a

classe inicial, obtemos uma série de equagdes (1.12) ligando e

a-—1
—E—l (e portanto « e a), e o problema se reduz 4 interpolacdo de
a—
uma reta.

1.7 — Férmula de Benini.

Um inconveniente da lei geral de Parefo é que contém dois paré-
metros, a e a, 0 que torna dificil a comparacdo de distribuicoes refe-
rentes a diversos pafses ou diferentes épocas. Para levar em conta o
encurvamento da transformada logartimica, utilizando apenas uma
constante, Benini (13) adota a forma N_=Kz “'¢* Isso equivale
a interpolar a reta, nfio entre os logaritmos de r, mas entre 0s qua-
drados désses logaritmos, de conformidade com a equagio

(13) Renini, R., “Principii di Statistica Metodologica™™ (Torino, 1906), pdg. 190.
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log N; = log K—a’ log” = (1.13)

A elevacido ao quadrado dos logaritmos da varidvel faz com que
a interpolatriz se encurve, aproximando-se das observagdes empiricas.
E 6bvio que podemos determinar ' por processos semelhantes aos
utilizados para o.

A solucio de Benini apresenta, por sua vez, um sério inconve-
piente. Como « é uma medida de desigualdade das rendas, ésse pari-
metro deve independer da unidade monetdria em que se exprime r,
ou do poder aquisitive da moeda. De fato, a equacdo de Pareto man-
tém-se invariante para uma substitui¢io de z por um valor prorpo-
cional, r'=vr. Obtém-se N,=A'(z")"", onde A'=Av" 1\las essa
substituiciio, na equacdo de Benini, altera o valor de o', como é fdcil
de ver. Podemos assim coneluir que, se a lei de Pareto é invariante
em relagdo ao poder aquisitivo da moeda, a de Benini nio o é.

1.8 — A equagdo de Ginl

Substancial melhoria na solu¢do do problema da distribuigdo das
rendas foi obtida por Gini (14) ao considerar, nio apenas o ndmero
de contribuintes, senio também o quantitativo de suas rendas.

O rédito global dos possuidores de renda superior a z, suposto
ilimitado o rédito maximo, é dado, segundo a equagdo (1.6) por

log R, = log (a—fz_—lA) - {a—Dlog 7z

Combinando essa equacio com a de Pgrelo, temos que log N =
=4dlog R, — log K, ou seja

N, =R K™ (1.14)
&

K =5 A%
a-1’

onde § =
A relagio acima, entre os valores de « e 8, é apenas teérica. Cal-
culados isoladamente tais valores, a partir da distribuicdo real, éles
divergem, e 3s vézes notivelmente, dos resultados que se obteriam
aplicando a dita relacio. E facil compreender que assim seja, porque
(14) Gini, €., “Il diverso accrescimento delle elassi sociali e la concentrazione

della richezza , “'Giorn. Econcmisti”’, 1909; “Indici di concentrazione i di dipendenza
{Torino, 1910), reproduzido nas “Memorie di Metodologia Statistica’ {Milano, 1939)

BABLIOTEGA MARIC HENRIQUE |
L MONSEN
FUNDACAD GETULIO VARGAS
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na dedu¢do supusemos a continuidade dos valores de z e a inexistén-
cia de um limite superior para os réditos, hipétese que nio corres-
ponde A realidade,

a
O quadro seguinte contém .alguns dos valores de 6 e de ——

a—1’

calculados por Gini (15).
= | . 2
pafs oy ‘. PAais | & a—1
Hamburgo, 1883....... .. E 3,11 5,72 Hamburgo 1883...] 3,60 7,80
Noruega, 1899-900........ i 205 | 3,13 || Bremen, 1874..... 465 | 788
Austria, 1904.. .. ... ... ! 272 2,73 lBremen, 1905. ... 4,58 3,77

i

Gini encontrou uma explicagio parcial désse fato na diversa
intensidade de evasao para os réditos de diferentes grandezas, e mostron
que, quando essa evasdo é maior para as pequenas rendas do que para
as grandes, hd uma reducdio dos valores de & ¢ um aumento dos de
8, e vice-versa. Mas essa conclusdo sb valeria se referida is rendas
reais, podendo vir deturpada em relagdo as declaradas.

Nessas circunstdncias, a escolha entre um e outro parimetro,
como indice de desigualdade, deveria corresponder ao vinculado 3
férmula que melhor reproduz os dados observacionais. Ora, a expe-
riéncia tem mostrado que o melhor ajustamento da curva de réditos
se obtém em fungdo de & (16).

Além disso, é tem um campo de aplieabilidade mais extenso, sendo
capaz de representar, nfio apenas as distribuigdes de rendas globails,

{13) Geni, “Memorie di Metodologia Statistica””, pdg. 268 Os valores da coluna
4 direita referem-se a distribuigdes compreendendo também as rendas das pessoas
juridicas.

(16) Gini, “Variabilitd e Mutabilitd”, 1912, reprod. “Memorie di Metodologia
Statistica’”, pdg. 268.

As vantagens relativas dos indices @ e & deram lugar a recente polémica entre
De Vergottini e Pizzetti (“Giorn. Economisti”’, 1947-1948) que girou em térno da apli-
cagio dos indices de varisbilidade absoluta ou relativa na comparagio dos aludidos
parimetros. De Vergoltini (‘“Sughi indici alfa e delta”, “Giorn. Economisti”, 1948, pig.
119) assinala, porém, um defeito grave do indice 8: é que pode conduzir a valores
médios tedricos das classes de freqiiéncias externos as referidas classes. Por exem-
plo, na distribuicdo das rendas no Estado de Vitéria (1907), baseada no valor §=3,39
determinado por Gini, verificase que na classe de £900-1000 a renda média tedrica
é de £821 e na classe de £500-700 a renda média é de £497.
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mas as de rendas parciais, de salirios, de alugueis, etc. Finalmente,
4 é muito mais sensivel que « is diferengas nas distribui¢des de rendas;
basta notar que « variando de 1,13 a 1,89, que foram os valores ex-
tremos encontrados por Pareto, § varia (tedricamente) entre 2,12
e 8,69.

Da relagdo entre o e 4, e lembrando a férmula (1.8), deduz-se
8 == isto é 0 é a relagdo entre a renda média superior a 7 e a
x
renda z.

O indice é adquire um novo significado {andlogo ao do § 1.3
para o indice ), se compararmos os resultados da equacio de Gin:
aplicada a uma renda qualquer e A renda minima, isto é N=R°K™".

Obtém-se
. 3
¥' - (1;_1) (1.15)

o que significa que § é o expoente ao qual se deve elevar a fragdo das
rendas acima de certo limite para obter a fragio dos contribuintes que
a possuem. Assim, & tem diretamente o significado de um indice de
concentragio, pois o seu valor cresce 4 medida que aumenta a parte
da renda que cabe a uma dada fragio dos contribuintes.

1.9 — A ler de Davis.

Uma nova forma da lei de distribuigdo das rendas foi dada por
Darvis (17), apoiando-se em consideragdes probabilitirias atinentes i
mobilidade social.

Seja uma coletividade de tamanho N. Os recursos econdmicos
repartem-se em classes I, I, ..., & que correspondem as rendas globais
Rz, Rx,, ... . Se o tamanho das classes é suficientemente pequeno
e N suficientemente grande, pode-se admitir a continuidade da dis-
tribuigdo. O mimero de lugares a ser preenchido em cada classe é dado

Rz . . . }
por P,===_ Ora, pelo cilculo combinatério sabemos que o nimero
z

(17) Daris, HT., “The Significance of the Curve of Income”, Report of the
Cowles Commission (1938), pdg. 19; ‘The Theory of Econometrics” (Bloomington,
1941), pdg. 35.
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de modos em que N individuos podem ser distribufdos por P lugares

édadoporQ=g—Z)P§i§¥

Essa expressio pode ser simplificada, aproximando os fatoriais
pela féormula de Stirling. Tomando em seguida a derivada logaritmica,
obtém-se

1de ~1)~log (P— : 1
de—log(N+P )~log (P 1)+2(N+P—1)+2(P—1)

Como N e P sio em geral grandes nimeros, podemos desprezar os
dois 1ltimos térmos e substituir nos restantes P —1 por P. Dai

1 dQ
— ¥~ jog (N+P)~log P
q P log ( )~ log

Introduz agora Dawris uma hipdtese fundamental. E provivel que
a mobilidade dos individuos entre classes de renda seja mais ripida
entre as classes contendo grande ndmero de contribuintes que entre
as de pequeno nimero, ¢ que essa mobilidade seja menor nas classes
de rendas vultosas. A tradug¢do matemdtica mais simples dessas con-
tingéneias é que

518

_be
“Z

cnde z é a renda em excesso do minimo de subsisténcia, z=r—z,,
¢ b € um fator de proporcionalidade. Contudo, faltam investigagoes
estatisticas em apoio dessa hipGtese, ¢ mesmo serio elas de dificil
execugio.

Eliminando @ entre as duas equagtes acima, obtém-se

= Nz
2 e

Davis determina entdo N, de modo que sua férmula se aproxima
assintdticamente da equagdo de Pareto para z tendendo para =. Uti-
lizando a série

t
e—1

1 £ ¢
=1—?t+31 E_Bz’ T{"‘
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onde B,, B,,.., representam os ndimeros de Bernoulli, reduz-se a
equagio acima a

2 1b | Bb ]
P.=N. b |:1_ 2 z +2; 2 7

Para que se tenha, com z— =, a lei paretiana Aaz ", é preciso
que seja N,=Aabz ™ ® % Substituindo Pz por ¢(z), Aad por a, a+2
por », obtém-se finalmente

a 1

d)(z) = Z_' 21 (116)

I esta uma curva unimodal, tendendo a anular-se quando z se

aproxima do ponto de minimo de subsisténcia, com um méximo si-

tuado préximo a ésge ponto, e tendendo assintdticamente para a curva
paretiaha para valores crescentes de z.

Com efeito, para diminutos valores de z, podemos escrever apro-

—biz [72]

. a . -
ximadamente ¢(z) >~— ¢, e, para z—0 (ou seja, z—z,}, tanto e
z

como z” tendem para zero; mas como o primeiro decresce mais rapi-
damente, ¢ tende para um limite nulo.

Para obter o valor modal, ponhamos b/z=u, e derivemos logarit-
micamente a fungdo; vem

R

- - (/1 - . "
¢, anulando-a, temos a equacdo ¢ “=1——. Chamando u a raiz nio

v
nula dessa equagdo, teremos o valor modal (18) £=z, 4 —? .
u

A determinagdo dos pardmetros faz-se pelo método dos momen-
tos. O nimero de individuos na coletividade é dado por

_/0. $lz) de=ab # T(w {(uw)=N (1.17)

(18) Esta é a solugiio de I’ Addario (*Ricerche sulle curve dei redditi”, “Giorn.
LEconomisti”, 1949, pdg. 107); Davis dd outro valor, incorreto porém.
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onde p=a+1, I'(x) é a fungiio gama e {(u) é a fungfio zeta de Rie-
mann. Quanto i renda global, é dads por

f &(z) zdz=adb " Ta)({a)=R (1.18)
Eliminando-se a entre essas duas equagdes, obtém-se
b= T ¢ B
T Ta) ) N
e, entrando em (1.17), vem
S NP
T(w $(w)

Quanto ao valor de z , obtém-se igualando o valor modal obser-
vado & sua expressio tedrica.

1.10 — Equac¢do de Amoroso.

Embora as distribuigdes de renda oriundas das estatisticas fiscais,
em vista do minimo de isencfio, sejam zeromodais, elas sdo efetiva-
mente, quando consideradas em sua totalidade, unimodais; e essa
mesma caracteristica aparece em outras distribuigdes econdémicas, como
a de saldrios. Por isso, Amoreso (19) procurou uma fungdo apta a re-
presentar, conforme os valores que assumem certos de seus pari-
metros, distribuigdes de um e outro tipo.

A equacgdo proposta por Ameroso é
y=ke YETEI(p_g )t (1.19)

onde z varia no eampo {z, =); k, z, Y € P sdo constantes essencial-
mente positivas; s é uma constante positiva, negativa ou nula, mas
tal que p+4s$>o; enfim, no caso em que as poténcias admitem duas
determinagdes reais diversas, deve-se escolbher a positiva.

Se p—8<0, a curva é sempre decrescente;se p—s>0(, ela apre-

senta um maximo no ponto £=z,+ (p—s)
¥
(19) Amoroso, L., “Ricerche intorno alla curva dei redditi’”, “Annali di mate-
matica pura ed applicads’ (1924-25); D'Addario, R., “Intorno alla curva dei redditi
di Amoroso”, ““Riv. Ital. Stat., Econ. e Fin.”, Mar. 1932.
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A essa curva se reconduzem vdrias outras, que igualmente tém
sido aventadas para representar as distribui¢des de renda.

Para s=1, tem-se uma equacao do tipe 1II de Pearson
y=k e " "g—g,) " (1.20)

utilizada por March (20) em estudos de distribui¢des de saldrios.
sempre decrescente se ¢<p<1, e se p>1tem um miximo no ponto
:E=z,,+p—_1. Como ¢ sabido, uma equacéio do tipo III foi, em

- 7 -
esséncia, sugerida por Parefo como férmula de segunda aproximagio.

Sob éste ponto de vista, a equagio de Amoroso pode-se considerar
como uma generalizagio das equagdes paretianas.

Para s= —1, obtém-se uma equagio do tipo V personiano

—P—l

-
y=ke ¢-»(z—z,) (1.21)

deduzida por Vinci (21) dos principios teéricos do cdleulo de proba-
bilidades (V. § 3.4). E sempre unimodal, caindo a moda no ponto

fzra + “L
p+1

(20) March, L., “Quelques exemples de distribution de salaires”, “Journ. Sté.
Stat.” Pans, 1898,

(21) Vinci, F., “Nuovi contrib, allo studio della distrib. dei redditi”, “Giorn.
Economisti”, 1921.



Caritvro II
O METODO DE TRANSLACAO

2.1 — O método de lranslagio.

Quando a curva caracteristica de um fendmeno é algo compli-
cada, pode-se is vézes obter uma representacio analitica satisfatoria
utilizando escalas funcionais para medir as varidveis, ou seja, ana-
morfoseando a curva representativa.

Seja f(z) a distribuicdo de freqiiéncia da varidvel z, definida no
campo (r,, 7,), e facamos a substituicio r=¥(z). Qual serd a distri-
buigdo da varidvel z?

E claro que a probabilidade de que z esteja contido no intervalo
2z a z+dz deve ser igual A probabilidade de que z esteja compreendido
entre r e r+dz. Logo, devemos ter

Jlx)dx = F(z) dz
0 que exige

Flo) =fly@]¢'(2)]

tendo-se tomado o valor abscluto da derivada porgque F(z), que se
denomina fung¢do geralriz, é essencialmente positiva.

A condi¢do de drea deveri também ser satisfeita pela funcdo F{z).
Be f(x) for limitada, os limites se transformam consonantemente.

Considerando a funcéio inversa de W, isto é, z=¢{z), que se de-
nomina fun¢do transformatriz, teremos anilogamente

fz) dz = Fle(@)] |¢'(z)] dz

ou seja

@) =Fle@)]le'(z)| (2.1)
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O processo permite, pois, reconduzir a pesquisa de fiz) 4 de uma
outra funcdo F(z), de propriedades conhecidas ¢ mais simples. E, se
a escolha de F(z) se subordinar a critérios probabilisticos, serd possivel
dar a f(z) um fundamento raeional.

A fungio de Guass-Laplace tem sido extensivamente usada como
fun¢do geratriz. Sob essa forma é que o método foi originiriamente
proposto por Eygeworth, e mais tarde, independentemente, por...
Kapteyn (1).

1 ek 1
Adotando, pois, F(z) = \/———-e teremos, pondo z=¢(r)
r
1 - pln)? !
) = —— ¢ ! 22
J(x) \/; IGD (z) (2.2)

¢ que permite transformar distribuigoes de tipo assimétrico em dis-
tribuigoes gaussisnas

Como z varia no campo (z,, z,), teremos, notando que z varia
entre — @ e ©, que @(r,)=— =, ¢(zr)= », de modo que seja satis-
feita a condigio de 4rea

-/I;Inf(z)dx =\;—;-/::e_z:dz= 1

O ajustamento opera-se sobre a curva integral. Se P(z) é a fre-
qiiéncia dos valores ndo superiores a r, temos, integrando, que

(1) Edgeworth, F. Y., “On the Representation of Statisties by Mathem. For-
mulae”, “Journ. Royal Stat. Soc.”, 1898, 1899, 1900, e outros artigos; Kapteyn, J.
C., “Skew Frequency Curves in Biology and Statistics” {Groningen, 1903); Kapteyn,
J. C., and Van Uven, M. J., “Skew Frequency Curves in Biology and Statistics”
{2nd paper) (Groningen, 1916}).

A idéia de translagdo parece ter surgido com Edgeworth, quando redigiu os cé-
lebres “Reports of the Committee of the British Association” { 1887-89) sobre indices
de precos. Sabe-se que a distribuigdo déstes se normaliza mediante uma anamorfose
logaritmica. O métode foi redescoberto por Kapteyn.

Observe-se que Edgeworth (op. cit.) ndo determinou @ (z), mas a sua inversa ¥(z),
admitindo

r— M =az+ 822427,

onde M £ o valor mediano de r, e o, 3, ¥ sfio constantes. O exemplo foi seguido
por Bouwley (*“The Action of Economic Forces in Producing Frequency Distributions
of Income, Prices and other Phenomena”, ‘‘Econometrica” 1933, pig. 358).
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&)

P = f f(:r:)d:c—‘\/—J__uc e dz
_ 1
- L+ 6 fo1} (23)

em que & indica a conhecida transcendente de Kramp,

Lf' s
0=\/1|' 0 ¢

Dada umsa distribuigio estatistica, determinam-se os valores de
z; definidos pela igualdade

P(z,) = _{1 + e(z)}

em correspondéncia aos valores P(x;) observados. Obtidos os pares
de valores (r,, z,), (2;, %), ..., (z,,2,), fixemos, mediante um processo
de interpola¢do adequado, a forma algébreia de z=¢(z), compativel
com a distribui¢io em apré¢o, e, em conseqgiiéncia, ficard determinada
a funcio f(z). £ claro que o processo é vantajoso quando ¢(x) se
adapta bem aos pontos (z,,2,) € tem uma forma simples.

2.2 — A distribuigdo de Kapteyn-Gibrat.

Em muitas distribuigdes cldssicas da fisica, da biologia e da eco-
nomia, observa-se que os pontos (logz;, z), sio aproximadamente
colineares, o que leva 3 transformacio

¢(z) = alogz+b

isto é, z se exprime como uma fungdo linear logaritmica da varidvel
z. Segue-se que

—La log 2+b17

fz) = I\‘}T—re 2.4)

que € a conhecida funcdo de Galton-McAlister (2).

{2) Mc Alister, “The Law of the Geometric Mean”, Proc. Royal Soc. { 1879)
deu estrutura matemstica s idéias expendidas por Galton.
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Uma intensiva aplicagio dessa fungfio no domfnio econdmico foi
feita por Gibrat (3). A ela se subordinam os mais variados fenémenos,
como sejam, além das distribui¢des de rendas, as dos saldrios, dos ope-
ririos segundo as emprésas, da taxa de pauperismo, das sucessdes, dos
aluguéis, etc. Em muitos casos, porém, é necessirio adotar uma trans-
formatriz mais geral

¢(z) = alog (z—z,)+b
conduzindo A fungio

e lalog (z - o) 4833 (25)

[+
1= e v

que se denomina distribuicde de Kapteyn-Gibral (4).

E essa uma curva unimodal, de assimetria positiva, cujo primeiro
ramo nasce no ponto de coordenadas (r, o), € o segundo tem por

assintota a diregio positiva do eixo dos z. A moda cai no ponto
1 a
j=10+e_(;f+T)-

Nas aplicagtes prdticas convém utilizar, em vez dos logaritmos
neperianos, os decimais, A equagfo passa a ser

f(I) = M e~ {a loge {r — zoi 4472 (26)

(z—x9) ‘\/'J_T

A determinacdo da transformatriz torna-se muito expedita usando
o “papel gausso-logaritmico™ (5), em que uma das escalas é logaritmica
€ a outra corresponde i funcio de Gauss-Laplace.

2.3 — Dutra forma de equagio de Kapteyn-Gibrat.

A equacio de Gibrat pode ser posta sob outra forma, que as vézes
¢ comoda para a andlise ou o cdlculo das constantes (6).

(3} Gibrat, R., “Une loi des repartitions économiques: l'effet proportionmel”
(“Bul. Stat. Gén. France”, 1930): idem, “‘Les Inégalités Economiques (Paris, 1911).

(1) Na realidade, Gitrat (‘‘Les Inégalités Economiques”, psg. 64 et passim) es-

1 —lalog x-z.0 + b33 .

creveu y = : e , embora tivesse feito aplicagio correta as dis-
tribuiches empiricas. O &rrc foi assinalado por D’Addario (“Intorno ad una curva di
ripartizione”, “Riv. Ital. Stat. Econ.,” Dez, 1932).

(5) D'Harecourt, J., “la loi de I'effet proportionnel”, “Jour. Sce. Stat.”, Paris,
Juin 1937, pig. 249,

(6) D’Addarie, R., “Intorno ad uns curva di ripartizione”, citado.
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Seja p a média dos log (z—z,), isto 4, o logaritmo da média geo-
métrica dos réditos (z —x,), o o desgvio quadritico médio dos log (z—z,)
em térno de sua médiau. Teremos, fazendo em (2.5) z=a log (z—zx,)+b,
que

= _L log (z—zo)f(7)dz

l_f (c—b) e* dz
av T —_

= — bla.

Por conseguinte, a constante —bfa é o logaritmo da média geomé-
trica dos réditos (z—=z,).

Da mesma forma, temos

0,2 a fm “Og(z—xo)_“]e—fclog.’z-za)-}-b]‘ dz
(1]

B '\/‘; T—Xy

1 (7 e L
_az\/;f_mzze dz—2a2
dond L i to €, a ia ihversamente com ¢ desvio quadra
onde a = — =, isto &, @ varia i -
V2’
tico médio dos log {x—=z,).
Substituindo ésse valor na equacdo (2.5), obtemos

1 -
& T Uog (x—x) —ul? (27)

1
&) = (z—z) oV 2r

que é a forma procurada.

2.4 — Significagdo econbmica dos pardmetros.

A equacfo (2.3) pode ser escrita, passando das freqiiénecias rela-
tivas para as absolutas, do seguinte modo

N,=_"_[1-8(alog (zr—z,)+b)] (2.8)

0|2
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Essa equagfio mostra que, quando z tende para z, a expressfo
a log (x—=z,)+b tende para — =, e portanto N, tende para o seu mi-
ximo N. Logo, z, representa a renda minima, s¢ja o minimo taxivel,
e nesse caso N é o total dos contribuintes sujeitos ao impdsto de
renda, seja o minimo necessdrio para a subsisténcia, quando a distri-
buigdo se referir 4 populacio total (6a).

Ponhamos b= —ac, e, em vez do significado de b, procuremos
o de c.

Determinemos o valor p que anula a expressio
a [log (r—z)—c}=0 (2.9)

isto &, p—z,=¢. Entrando com é&sse valor na equagio (2.8), temos

N . R
N, 5 de modo que p é a renda provavel ou mediana. Déste modo
¢ é o logaritmo da diferenca entre a renda provivel e a renda minima,

Quanto a a, desempenha na distribuicio de Kapleyn-Gibrat o
mesmo papel que a na equacio de Pareto; &le mede a desigualdade
da repartigio das rendas. Podemos, contudo, precisar desde logo o
seu significado (7), e para tal caleulemos a renda média.

O total das rendas superiores a r é dado por

R“:f Isz=f {(z—z,) dN +z N,

Como z=ga [log(x—=zx,)—c], podemos escrever r—z,=e s Tre

portanto
N © —g=+-'—+c
R:=z z+—"‘/- e a dz
ON \/'ﬂ' z

(6a) Gibrat (“Les Inégailités Economiques”, p4g. 69) observa que, independente
de sua significacio natursl, 7o pode ser utilizado para melhorar a aderéncia da curva
tedrica. Assim, no cdlculo da renda inglésa, cédula 1), 1893-%4, cujo minimo taxdvel
& £150, éle toma zo =475, ou z. =220, conforme o método empregado. Mas é claro
que a férmula tedrica s é vdlida a partir de 2o, & obtém-se assim uma representacio
hibrida, em que se admite que os valores da fungdo para r~z., sio 0s préprios va-
lores observados,

(7) Fréchet, M., “Journ. Soc. Stat. Paris” (1941), psg. 104.
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2
O expoente de e pode ser pdsto sob a forma—(z—-z—la) +c +4L”
{4

donde
N ¢+-1— o -
R, =2, N, +7;e h"[_;_ae dt
1
=z N, + _1364-4_41;[1 40— _‘1_)]
2 2a
ou seja

E, = %{zo[x—e(z)lﬂ”*% [1+9(" - 217)]}

A renda média da distribuigdo global serd, pois,

1
e+
=z +e %«

.,
!
it

)
- r— —
e, lembrando que p—z=¢", conclui-se que ——2¢ =¢ia* Daf,
P—z,

o = [2glogz=2]" (210)

p—2o

Temos assim o pardmetro e expresse em fungfio da renda média
e da renda provivel.

2.5 — Equacio de D’Addario.

Retomemos, sob a forma diferencial, a equagfio de Kapteyn-Gibrat

—dN,=Ce"" dz
com z = alog(x—z,)4+b. Pondo — LA log {x; —z,), com x>z,
a
temos z = a log =% , ou ainda z = glog u, com u = I—%
Iry—z, T1—Z,

Para que a fungiio tenha valores reais, é preciso que seja z=>z,.
Kapleyn, Gibrat e outros, determinaram a constante ¢ pela condi¢io
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de 4rea, supondo prevalecer essa desigualdade, isto é, admitindo a
variacdo de r no intervalo (x,, =). Portanto,

e[S

donde a funcdo de freqiiénceia

dNz e~ a?log? u

a
v= dr {1 — Ia)\/?‘r u

Ora, essa fungio tem um méximo, pois

— ¢ =
u2

d 1 -a’logu e—azlog-’u[za logu+1:|

1

1 - “55
z ¢ g W , @ de-

de modo que y cresce com log u < — —— ou
2a r—re

iz
cresce em seguida. O méximo corresponde a um valor § entre z, € ;.

Observa D’Addario (8) que as distribui¢des de rendas, obtidas
através das estatisticas da taxacdo fiseal, pdo apresentam maximo,
enquante que as interpolatrizes de Kapteyn-Gibrat sio0 unimodais.
Para fazer desaparecer o intervalo de crescimento de x , devemos
tomar um intervalo de variagio (r,, =) mais restrito, e tal que z,>£.
A fungdo serid mondtonamente descrescente nesse intervalo.

Nessas condigdes, o valor da constante C serd dado por

e-[f, o] v

(8) D’Addario, R.—*Sulla Rappresentazione Analitica delle Curve di Frequenza'
(Bari, 1936), pdg. 20. Alids, D'4ddagrio chegou & sua férmula procurando levantar
a restricio, decorrente da solugdo de Rapteyn - Gibral, de ser a transformatriz ¢ ()
ums fungio assintética, atingindo os valores — o0 ¢ + oo nos extremos & esquerda
e 4 direita do campo de variabilidude de z. Para utilizar fungdes limitadas, &le con-

P
siderou uma geratriz mais geral F(z):%e , em gue z varia no campo {a,8),
AV o
¢ K é uma constante determinada pela condigio de dres. Fixando o campo de va-
riagio de z pelos limites de a=0, 8=+ oo, encontra K =2, que é a solucio refe-
rida no texto. Sobre esta, ver Fréchef, “Rev, Inst. Internat. Stat” (1945), pig. 28,
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Para simplificar o edleulo de ¥(z,), podemos adotar para x, o

) 2
valor de x que anula z,, donde ¥(z,) = % . Por conseqiiéncia, C = \7
T
e finalmente
2a L—[a log -Qa]
= — ¢ P 2.11
Y () —Io)\/"’_r ( )

E essa equacdo de D’Addario, que a aplicou a diversas distribui¢ges
de renda, obtendo notdveis aproximagodes 4s distribuicdes empirieas.
Por exemplo, o ajustamento 3 distribui¢cdo de rendas (cédula D, 1893-94)
na Inglaterra, pela lei paretiana de segunda aproximagiio, did um afasta-
mento médio entre os valores observados e ajustados de 12,059, en-
quanto que a nova equacio apenas da 0,509;. Para o cldssico exemplo
do Grao-Ducado de Oldenburgo, a interpolagiio de Pareto corresponde
a um érro de 15,559 e a de D’Addario a 1,28% (9).

Cumpre notar, contudo, que os levantamentos estatisticos fiscais
apenas ignoram a parte inferior da distribui¢io. Se considerarmos
esta em sua totalidade, uma interpolatriz unimodal sera preferivel e
deveria conduzir 3 melhor aderéncia.

2.6 — Generalizacio do método.

As diversas equagGes propostas para representar as distribuicoes
de renda, que temos visto, podem-se reconduzir, segundo mostrou
D’Addario (10), a uma tnica fun¢do geratriz, mediante transforma-
trizes satisfazendo 4 mesma relagio diferencial.

Seja a geratriz
1 -1
Fiz) = K l:e 7 +b] (2.12)

em que o parimetro p é essencialmente positivo; b é positivo, nega-
tivo ou nulo; z varia no eampo (z,, z ), K € determinado pela condigdo
de drea (11).

(9) Aplicacoes tém sido feitas em outros campos cientificos, por exemplo
I¥ Addarie, “Curve di freq. nelle assicuraz. di infortuni e di responsabilitd civile”,
“Riy. Ital. Stat., Econ. e Fin.", Mar. 1033.

(10) D'Addario, E., “Richerche sulla curve dei redditi”, “Giorn. Economisti’
(1049), pdg. 00-114.

{11) Assinala ainda D’Addaric que essa fungio tem a mesma forma da equagdo
da distribuicio da estatistica quéntica de Brillouin. Nas distriubi¢tes de rendas, b
tem o3 valores 0 ou —1: para tais valores particulares, a equagdo supra se reduz a
distribui¢do mais provdvel das estatisticas de Bollzmann e Bose-Einstein, respecti-
vamente. Esse simile funcional permite interpretar, mutatis mutandis, o fenémeno
econdmico 4 Juz dos esquemas probabilitdrios originados da fisica quéntica.
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Pelo método de translacio teremos
flz) = K l'()|fe WP —p} (2.13)

Para transformatrizes adotemos as fungdes ¢(z) satisfazendo 2
seguinte equagdo diferencial

qa’(r)[qo(x)}q =
z—1z,

em que r varia no campo (r,=), ¢ é uma constante positiva, nega-
tiva ou nula; @ é diverso de zero. Conforme os valores de ¢, essa
equacdo admite duas solugdes distintas:

1.°) se ¢g=0, obtém-se por integracio
o(z) =alog(z—2z,)+d
2.°) se g=—1, vem
play=h(z—z)"
sendo d e h constantes arbitririas.

Ora bem, as equagdes propostas por Parefo e Kapleyn-Gibrat cor-
respondem aos valores b=0 e ¢=0; as de Amorose, March e Vinei a
b=0e g=—1; a de Davis a b=—1 eg=—1.

Considerando o primeiro easo, b=0, ¢=0, temos, para

a5,

olr) = alog (r—x)+d, ¢'(x) = =~

Lo

La log {z — )+ d31p y -1
. [0 4
e por conseguinte flr) = K {e }
r—1z,

Para p=1, a equacio reduz-se a

7
flo) = e

onde a=—z,, A=K e % E a equagiio paretiana de segunda aproxi-
magdo. Para p=1/2, vem

e -[La log {x — z0) +d7?
flz) = K €

£
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1
¢, determinando K pela condigdo de 4rea, encontra-se K = \—/z Cai-se
T

na equacio de Kapteyn-Gibral.
Consideremos agora o caso de b=0, ¢=—1. Para a0, temos
¢(z) = hz—z,)*>0, ¢'(z) = ha(z—z)" 20
e daf
7@) = K hafz—z,)* 1| e =t} -1

Admitamos p>0, e fagamos % =ii0, R'®=~>0. Determinan-
p s
do em seguida K pela condigio de 4rea, ou seja K = [T(p+1)}~, ob-

tém-se facilmente

e G
fz) = isII‘(p)(x z,) e

que ¢é a equacdo proposta por Amoroso, e que inclui como casos parti-
culares, como vimos, as de March (a=+p) e de Vinei (a=—p).

Finalmente, para b=—1, ¢g=—1 e a=—p, temos

@) = hz—2) " >0, ¢'(x)=~phlz—z,)7""'<0
e, para p>0,

C 1
@) = e

I —Te

—1

onde C = Kph>0, ¥ = h'?>0. E essa a equacdo derivada por Davis
de consideragdes probabilitarias (12).

(12) Observa D’ Adddrio que a equagio acima & formalmente idéntica A célebre
lei de irradiacdo de Planck, isto é, a equacfio da distribuigio espectral ds energia
emitida pelo corpo negro a uma temperatura determinada. A equacio de Daris se
reduz, em primeira aproximagdo, para 08 pequenos valores de r, 4 equacdo de Vinei,
e para os grandes valores, & de Pareto; essas duas equaces encontram seus andlogos
respectivamente na equacio de Wien ¢ de Rayleigh-Jeans, que sdo 0s casos-limite da
equagio de Planck para baixas e grandes temperaturas. Parece, assim, o fendmeno
econdmico encontral na nova macénics esquemas gue esposam as formas reais obser-
vadas. Amoroso chega a prever gue, tal como assistimos em nossa geragio 4 iden-
tificacio da fisica c da geometria, seja possivel & geragdo que nos suceders ver a iden-
tifisagdo, a0 menos parcial, da fisica e da economia.
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Os resultados acima podem ser sumariados no seguinte esquema,
onde se registram os valores especiais dos parimetros da geratriz e
transformatrizes referidas:

p=1 Pareto
g=0 {p =Y Kapteyn-Gibrat
b=0 f
( l ‘a0 Amoroso
! g=—1 la=+p March
la=—p Tinci

b=—1{g=—1 {a=—p  Daris

D’Addario considera ainda transformatrizes mais gerais, satis-

1y

fazendo & equacgio diferencial

ea'(r)[¢(r)]“=a[ LI ]

Xr—r, I1—%,

As transformagoes obtidas sio definidas no eampo (r,, z,), € com-
preendem, como ecaso limite, para r; ==, as equacdes de distribuigoes
de rendas anteriormente referidas.

2.7 — Oulras geralrizes.

A escolha da geratriz, no método de translacfio, é irrestrita. Con-
dictes de ordem pritica, contudo, limitam essa escolha. Até agora
tém sido utilizadas, além da distribuigdo normal, as seguintes:

I — A primeira fungio de Laplace

—-.z]

F(z) =

0o |

em que z varia no campo {—=,x*), utilizada por Fréchef (13).
II — A equagio das distribui¢des semi-normais

1 -z p-1
F(z) = I‘(p)e 2

(13} Fréchet, M., “Sur le: formules de répartition des revenus”, “Rev. Inst.
Internat. Stat”., 1939.
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em que p é um parimetro essencialmente positivo; z varia no campo
(0, ®). Foi utilizada por D’Addarie (14). Com oportunos valores de
p e z podem-se obter dessa equagic virias outras, como as de Pa-
refo ¢ Amoroso.

Il — A fungdo

-p-1

F2) = (1 + i)
p

gendo p positivo. DA uma curva semelhante 4 normal, mas leptokir-
tiea. Foi utilizada por Rhodes (15), e goza de uma propriedade interes-
sante: a transformacdo z = log {p Z=%°} conduz a

T,

@

o= (1)

que é a equagio de Perelo.

(14) D’Addario, R., “Le Transformate Euleriane” {Bari, 1936).

(15) Rhodes, E. C., “The Distributions and Incomes”, “Economica” (1942)
pég. 2531



Caritvro II1
INTERPRETACAO PELOS ESQUEMAS PROBABILITARIOS

3.1 — Os esquemas probabilitdrios.

A lei paretiana € uma lei empirica, e nfo uma lei racional. Tal
distingdo fol focalizada na eontrovérsia Parelo-Edgeworth (1), e o pr6-
prio descobridor tentou a explicagdo de sua lei & luz do edleulo das
probabilidades,

Tals pesquisas ampliaram-se posteriormente na tentativa de en-
contrar uma explicaciio racicnal para a forma de distribuigio de rendas.
Imaginaram-se esquemas probabilitdrios, em que a atuagdo das causas
elementares nfio tinha a constincia que conduz & conhecida distribuicdo
gaussiana. Introduziram-se férgas perturbadoras, provocando uma dis-
torsio da curva fundamental, que resultaria da agfio inordenada de
indmeras causas elementares, Essas forcas traduziriam os obstdculos
criados pela estrutura e crganizagio social & aquisicdo da riqueza, e
as circunstincias pessoais favordveis 4 sua obten¢dc. Entre estas dlti-
mas, além dos caracteres inerentes ao individuo, hi a considerar a sua
posigdo inicial na escala social, que determina uma desigual distribui¢io
de oportunidades.

3.2 — A reparticGo das rendas serd efeifo do acaso?

Os dados estatisticos, s6bre os quais se apoiara Parefo, referiam-se
a distribuicdes de contribuintes sujeitos & incidéncia do impésto de
renda; por conseguinte, abrangiam apenas parte da populagido. Adverte
Pareto (2) que, se considerarmos a totalidade da populagdo, é de se

(1) Vide nota 7, capftulo I.

(2) Pareto, V., “Manuel d'Economie Politique” (Paris, 1927), pdg. 384. Em seu
“Cours’” (pdg. 314), achava que a parte inferior da curva devia ter uma forma muito
achatada, com um ponto de reversio, em contraposicdo As idéias de Ammon; mas
no ‘““Manue]” éle se aproxima dessas Gltimas.
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presumir que a distribuico afetaria a forma de uma curva unimodal
de assimetria positiva, forma esta ji prevista por Ammon. Essa confor-
macdo sugere a curva de probabilidades, e Parelo (3) propde-se a ques-
tdo: a repartigio das rendas é simplesmente efeito do acaso?

Suponhamos que se fazem extragdes ao acaso entre o3 membros
de uma coletividade, eom reposicéo, € que se atribua a cada pessoa uma
renda dependendo do nimero de tiragens de seu nome. A distribuigdo
das rendas obedeceri, entfio, ac esquema de probabilidades de Ber-
noulli.

Seja N o ndimero de membros da coletividade, e p (f) a probabili-
dade que certo nome seja tirado ¢ vézes em v provas. A probabilidade,

suposta constante, de uma extracfio sendo p= Vl , segue-se que

) = Cop'd™ 3.1)

Por outro lado, a medida empirics dessa probabilidade é dada
pelo quociente % , sendo n, o ndmero de possuidores da renda z. A

distribuigd~> de rendas serd representada aproximadamente pela relacdo

n,=Np(D) (3.2)

Ora, p(f) sendo definido pela lei binomial, temos que, quando z
cresce, ¢t crescendo também, a funcfo supra comega por crescer até
que { atinja o seu valor mais provdvel, para em seguida decrescer
constantemente, tendendo para zero. Assim, Np(f) corrcsponde 3
forma teérica da reparticiio atinente A populacic total.

Introduzindo a nova varidvel z=t—pw, e substituindo os fatoriais
de C,' pela férmula de Stirling, temos aproximadamente

{3) Pareto, “Cours’, pig. 315. A respeito dessa proposicio, Pareto borda algumas
consideracdes sébre o método matem4tico em economia, que vale a pena transcre-
ver; “Plusieurs personnes qui manguent des connaissances scientifiques nécessaires
pour bien comprendre les nouvelles théories, affirment que l'usage des mathéma-
tiques n’ajoutent i nos connaissances en Economie politique, et elles croient le prou-
ver en citant Cairnes. La seule preuve vraiment efficace serait de faire veir que 'on
peut, sans recourir aux mathématiques, démontrer les théorémes dont nous venons
de parler et bien d’autres encore’’.
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v ) ()
p() pv+:z qgv—=z

onde K & uma constante,

Sendo muito pequena a probabilidade de se enriquecer, segue-se
que pr serd muito pequeno e g muito grande, e portanto, a0 menos
nas proximidades do valor mais provavel, o ltimo fator dessa fér-
mula serd aproximadamente constante. Podemos, assim, admitir que
p(f) seja proporcional ao segundo fator, isto é

o~ ( );w+z+—
o pr+z

A forma dessa distribuicio depende da lei de variagdo de r em
funcio de {. Se admitirmos simplesmente, com Parelo, que a renda &
proporcional a0 numero de tiragens, isto é, x=¢, entdo a lei de distri-
buig¢io serd '

+L
n, =K' ( E’—)’ 2 (3.3)
I

\

Ao contririo, a observacdo tem revelado que esta distribuigio
tem a forma

Nenhuma confusio é possivel, argui Parefo (4), entre as duas ex-
pressdes e a (3.3), pois que nesta, z figura como expoente, enquanto
que naquelas o expoente é constante.

E elaro que, como as leis anteformuladas sio apenas aproximadas,
nio é de se excluir a hipotese que as diferencas entre ambas sejam
de umsa ordem de grandeza inferior aos seus graus de aproximagfo;
mas resta a objecio que as distribuicées de rendas permanecem assi-
métricas, mesmo para grande nimero de observacdes, enquanto que

(4) Pareto, “Cours”, pdg. 317, nota.
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a distribuicdo bernoulliana tende para a forma normal com o ecrescer
do nimero de provas.

3.3 — O esguema paretiano.

Pareto conelui, assim, que a reparticio de rendas nio depende
unicamente de acaso, mas que pressupde uma heterogeneidade subs-
tancial na composi¢io da coletividade (5). Com efeito, consideremos 3
coletividade formada por um certo mimero de estratos, de tamanhos
g, © seja p; a probabilidade, que se supde constante, de extragcio de
um individuo do estrato *™° Mantendo a conven¢io de que a renda
é proporcional ao ntimero de extragdes, r={, a distribui¢do dos indi-
viduos no extrato obedecerd A lei binomial (3.2), e o ndmero n, de
individuos com renda r serd dado por n_;=gp,(0)

Considerando sagora todos os estratos, vemos que a distribuicdo
da renda se assimila a um esquema de urnas, em que a probabilidade
de extracdo é constante em tGdas as provas de uma série, mas varia
de uma série a outra; noutros térmos, 4 distribuicdo binominal se
substitul outra de tipo lexiano.

O ntimero total n, de individuos com renda z serd dado pelo
somatorio n, = Zg.p.(t)

Tratando-se de grandes nimeros, serd licito substituir ao soma-
tério uma integral. Notando que a probabilidade varia entre 0 e 1,
donde os limites da integral 0 € 1 (na realidade, um pouco diferentes),
podemos eserever, explicitando a fun¢io binomisl e representando os
fatoriais pela funcio Gama,

j ', Lot Dp7g
o T@+1le—z+1)

n_=

I

dp

em que g se considera fungdo de p.

Em seguida, Pareto determina a fun¢io g de modo tal que, para
os grandes valores de r, ela se reduza i lei empirica Aax ™. Pondo
g=Hp “, obtém

nopy [ Tot)pog-s

* o Ta+DUIp—24+1) dp

(3) Pareto, “Cours’”’, 2.* vol., “Additions”, pdg. 417.
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ou seja, integrando,

I'z+ Iz -—w+1

=H
e PG I z—w+1)

Substituindo 4s func¢des Gama seus valores aproximados, e des-

prezando as quantidades de ordem 1 , vem
x

n, = Hz “w !
que se reduz & lei paretiana com Aa = Hv* ™', w=a+l.

Por comseqiiéneia, para que n, seja uma fungdo hiperbdlica, &
preciso que g também o seja. Terfamos, assim, com g, a lei de distri-
bui¢do das qualidades que permitiriam aos homens enriquecer desde
que existisse perfeita mobilidade entre as diferentes camadas sociais.
Mas essa mobilidade estd longe de ser perfeita. A funcio g resulta,
pois, da repartigiio das qualidades aludidas e da natureza dos obst4-
culos, oriundos da estrutura e instituigoes sociais, que se opdem ao
pleno desenvolvimento daquelas faculdades,

3.4 — O esquema de Boltzmann.

As conclusdes de Parelo importam em admitir que a distribuigio
de rendas ¢ um fendmeno casual, compativelmente com um vinculo
dependente das qualidades pessoais e dos obstdculos. Esquemas dessa
natureza, mais gerais, tinham sido considerados desde 1877 por Boltz-
mann no estudo da teoria cinética dos gases.

Seja p a probabilidade de que, em n observacoes ¥y, Yo --- ¥u
cbservagdes determinadas tenham respectivamente os valores z,, z,,
... x,. A probabilidade P de gue se obtenha uma qualquer distribuigao
dessas observacdes, nio importa quais delas possam pertencer aos
grupos ¥, Y., etc., é dada pela lei multinomial

Tl
p=—3\_°_p (3.4)

onde
N =y +wt+. .+, (3.5)

Admitamos ainda que os nimeros y, satisfacam a condigdo

H =y olx) 4y olr)+...+y, ¢z (3.6)
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onde H é uma constante,

Supondo que as nossas observacgdes sejam suscetiveis de se dis-
tribuir de todos os modos possiveis entre os n valores compativelmente
com as condigdes (3.5) e (3.6), perquiramos a distribui¢gio mais pro-
vivel dos y,. Ela corresponderd ao valor maximo de (3.4), que se obtém
escolhendo os nimeros (nio negativos) ¥y, ¥,, ... ¥, que tornam minimo
o produto de seus fatoriais, ou respectivo logaritmo

log (1%} + log (%) + ... + log (¥,)) (3.7)

compativelmente com as condigdes (3.5 e (3.6).
Para calcular ésse minimo, substituamos os fatoriais pela for-
muia de Stirling, obtendo, para cada um dos térmos,
log (y! = y;log y;—y;+14log2r y,
= (y+1%) log y,—~y.+ 4 log 2n

Déste modo, a expressio (3.7) se reduz a
- 1 - n
z (y,-+ E)log yi—N+ ?log 2r

Na determinac¢do do minime, podemos prescindir dos dois tltimos
térmos, que sdo constantes, e ainda desprezar a fracdo 1/2 em face
dos valores, geralmente muito grandes, dos y,. Temos assim que mini-

n

mizar a expressio 2 y,logy, compativelmente com as condigdes

referidas.

Fazendo variar ecada um dos y,; com continuidade, o diferencial

dessa expressio é dada por Z (1+log y,) dv, enquanto que os dos
1

” n

vineulos sio respectivamente, Z dy. e Z ¢(r,) dy,, levando-se em conta
1 1
que as funcdes ¢(zr;) se consideram como constantes.

Introduzindo os multiplicadores de Lagrange —(u’'+1) e A, a con-
di¢fo de minimo importa em se anular a expressio



46 REVISTA BRASILEIRA DE ECONOMIA

= [{I+log y;— (0 +1)+X\ ¢(z,)] dy;
Deve ser, pois, para cada valor de 1,
log y,—u'+ X @lx)=0
e, tomando os antilogaritmos, resulta
yo=pe M (3.8)

A vantagem do esquema de Belfzmann no estudo das causas in-
fluentes sObre uma série de observagdes estd em que, 4 base das
mesmas, podemos determinar a expressdo matemdtica do fenoémeno,
e, identificando-a com a expressio (3.8), fixar analiticamente as con-
digdes @{r,) que figuram em (3.6). Isso importa em verificar a hipé-
tese de que a distribuigio sugerida seja a mals provivel entre tidas
as possiveis formas, compativeis com os vinculos.

Este esquema pode se estender imediatamente ao caso de r eon-
digoes

=
|

=y o)y (@) oy, 0i(x,)
H, =y @y{x)+ys ‘:92(172)+---+yn 592{1“)

H, =y ¢{r)+y: ¢.(z2)+...+y, oz,)

Y

que levam 4 expressdo geral

- ) — Naipalxi) — ... — Avgvin
Y = ME 1) (i) yevin (39)

3.5 — Aplicacdo @ distribuicdo de rendas.

O esquema de Bollzmann fol aplicado por Cantelli (6) ao estudo
das distribuigcoes de renda. A densidade de freqiiéncia correspondente
4 lel paretiana é dada por

yi = Bata) 7

(6) Cantelli, F. P., “Sulla deduzione delle leggi di frequenza di considerazioni
di probabilitd”, “Metron” (Abr, 1921), pédg. 83.
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e, igualando-a a (3.8), obtém-se
¢ (z,) = k log (z,+a)+h (3.10)

onde k e k sd3o constantes.

Por conseguinte, na conformidade do esquema probabilitirio ado-
tado, a equacio de Parefo é a mais provivel entre as distribuigdes
compativeis com o vinculo (3.6), sendo ¢ (z,) definide pela equagao
(3.10).

Cantelli considerou em seguida a lei geral de Pareto
y, = C (z;+a) = g P
e, igualando-a & (3.9), limitada aos dois primeiros térmos, obteve
@1(z;) = k log (zit+a)+h, ¢a(z,) = z;

que determinam os vinculos a que deve obedecer a distribuigao.

Volvendo 4 lei anterior, Cantelli observa que a lei paretiana é a
mais provavel, na suposi¢io que: @) a aquisicio de uma renda r de-
pende de uma tal complexo de causas (habilidades, atividade, con-
corréncia, etc.) de modo a parecer dependente do acaso; b) as con-
digdes econémicas, politicas e religiosas do ambiente impdem um s6
vineulo, isto é, que seja fixa a soma de utilidades (ofelimidades) das
rendas possuidas. Indicando com ¢(zr) a utilidade média, ela é defi-
nida pela equagdo (3.10), que apresenta notdvel analogia com a conhe-
cida expressiio do valor moral de uma fortuna r, dada por D. Bernoulls.

Essa dltima hipotese nio parece, porém, plausivel; além de que,
reportando-se a equagio de Parefo apenas ao ramo descendente da
distribui¢do global das rendas, a forma do vinculo que dela decorra
nio pode coineidir com a correspondenote 4 curva completa.

Para obviar ésse inconveniente, Vincs (7) supde que a distribuig¢do
completa pode ser representada por uma fun¢io do tipo V de Pearson,
ou seja,

y=kz e " (3.11D)
() Vina, F., “Nuovi contrib. allo studio della distrib. dei redditi”, “Giorn.

Economisti”, 1921; idem, “Calcolo delle probabilitd e distribuzione dei redditi nel
pensiero di Pareto™, ibid., 1924.
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a qual se anula para z igual a 0 e a », e tem uma Unica moda em
Y

= -,
p
Igualando essa fungiio a (3.9), limitada aos dois primeiros térmos,
obtém-ge

log u—X; @1(2)— N @o(z)= log k—p log 2~ %

que é obviamente satisfeita por

er(e) = h—glogz, @2(z) =t —
Dai a hipdtese que a (3.11) fornece a distribui¢ao mais provével,
compativelmente com as condigdes

Hy, = y,log 2,4y, log z,+...+y, log z,,

1 1 -1
Hy=y—+wn—+. +tuy.—
Iy Ly n

Déste modo, a distribuicio de rendas resultaria de um complexo

de fatbres casuais, mas as condigdes ambientes impdem uma relativa

constdncia 3 soma dos obstidculos e das qualidades pessoais predis-

pondo & aquisigio da fortuna.

Nos vinculos referidos, ¢,{(z,) representa os obstdculos médios
opostos, € ¢, (z;) as qualidades médias favoriveis ao conseguimento
da fortuna, e se supdem expressas em unidades de medida comparivel
4 das rendas. Déste modo, o primeiro vinculo poder-se-ia interpretar
como se o0s obstdculos médios crescessem menos velozmente que as
préprias rendas, e o segundo como se as qualidades médias diminuissem
a0 aumentarem as rendas.

3.6 — Disfribuicées assiméiricas.

Consideremos um fendémeno sujeito a uma multiplicidade de
causas elementares. E sabido que, se essas causas sdo em grande ni-
mero, agindo independentemente umas das outras, e que o efeito de
cada uma é diminuto em face do efeito global, a distribuicdo repre-
sentativa do fen6meno é a normal (8).

(8) Laplace, *“Théorie analytique des probabilités,” livro II, cap. IV.
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Mas, indmeros fendmenos naturais e econdmicos nido revelam a
simetria dessa lei. Kapteyn (9) procurou a explicagio da assimetria
observada na circunstincia do efeito Ar das causas elementares ndo
ser independente da grandeza z. Ao invés, admitiu que Az fbsse pro-
porcional a uwma fungdo f(z), isto é, que Axr=¢f(zr), onde ¢ depende
somente das causas atuantes.

Nessas condigdes, a grandeza ,g_::) sera independente de; e, assi-
r

milando-a 4 variagio Az de uma grandeza z, segue-se que os efeitos
das causas englobadas em z serd independente de z. Por conseqiiéncia,
z apresentard uma distribuigdo normal. Af o fundamento do método
de translagio.

Supondo-se, primeiramente, que o efeito das causas elementares

¢ proporcional a z, ter-se-i Ar= zhz , donde A z=a az Admitindo

a x
que r e z variam com continuidade, tem-se, integrando

z =alogz+b

que leva A funcdo de Kapleyn-Gibrat (2.4).

Por ésse motivo é que essa fungiio foi denominada de let do efeito
proporcional (10). Ela se revela pelo fato de que sio os logarifmos da
varidvel que obedecem a distribuigio normal.

Generalizando, podemos admitir que o incremento elementar de
z, em decorréncia de tddas as cirecunstinecias que o influenciam, seja

em parte proporcional, em parte independente de z; isto & Az = 2 4 hAz
x

Por integracio obtém-se

z=alog(z+ah) + b
e, pondo ah=z,, recai-se na distribuicio geral (2.5).

3.7 — Interpretacio probabilitdria de Kalecki.

A lei do efeito proporcional, vimos, caracteriza-se pelo fato da
distribuigio dos logaritmes da varidvel econdmica ser aproximada-

(9) Kapleyn, J. C., “Skew Frequency Curves in Biology and Statistics” (Gro-
ningen, 1903).

(10) Gibral, R., “Inégalités Economiques”, pig. 62.
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mente gaussiana. A explicagio désse fendmeno, como decorrente da
atuacdio de causas aleatdrias, fol apresentada por Gibrat (11), esten-
dendo o raciocinio da Kapteyn. Sob uma forma mais rigorosa, ¢ a se-
guinte (12):

Seja X a varidvel em aprégo (por exemplo, renda individual ou
ntimero de empregados numa emprésa), e X, o seu valor em certa
época. Subseqilentemente, X sofre choques de natureza casual, a-
tuando independentemente uns dos outros, que ocasionam alteragdes
m,, My, ... m, Como se suple que essas alteragdes sdo propor-
cionais i grandeza da varidvel, o valor atual dessa dltima serd X =
=X, (14m;) (14m;)...(14+m,), ou seja

log X = log X,+log (14+m,) + log (1+m,) + ... + log (1+m,)

Denotando por ¥ e y os desvios dos logaritmos em relagdo as
suas médias, teremos ¥ = Y +y1+vs...+y,

Como se trata de choques errdticos, o valor de m, ¢ pequeno em
comparacgio com a unidade; déste modo, o valor absoluto de log (1+m,)
e o de y, também serdo pequenos em compara¢io & unidade. A va-
ridncia de Y é, pela propriedade aditiva que possui, a soma das va-
ridncias de y,, ¥s, -.- ¥, para n suficientemente grande, podemos admitir
que seja igual ou superior & unidade, contanto que ¢, nio caia abaixo
de certo nivel para k— «. Déste modo, y, é pequeno comparado com
o desvio padrio de Y, e, de conformidade com o teorema de Laplace-
Liaponouff, ¥ tende para a distribui¢do normal quando n— .

Ainda mais, se n é suficientemente grande para que a variincia
de y,+y,+...+v, seja grande em face da de Y,, entdo a distribuigdo
de Y aproxima-s¢ da normalidade. Isto &, qualguer que seja a distri-
buicio de ¥, na época inicial, com o decorrer do tempo essa distri-
bui¢io tende para a forma normal.

Observa Kaleck: (13), contudo, que as condi¢des implicitas na
argumentacio acima afastam-se da realidade. Com efeito, a normali-
zagio da distribuicfo implica que a varidncia do logaritmo da varidvel
cresca continuamente; e, em virios fenémenos econdmicos, como a
distribuicio de rendas, essa tendéncia nao se revela. Também é de

(11) Tdem, ibid, pig. 75.
(12) Kalecki, M., ““On the Gibrat Distribution”, “Econometrica” (1945), pig. 161.
(13) Idem, ibid., pig. 166.
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supor-se que nas aiteracdes da varidncia dos logaritmos coparticipem,
em larga escala, as foérgas econdmicas. Por conseguinte, a varidneia de
Y est4, parcial ou totalmente, sujeita a vinculos, e os efeitos dos cho-
ques nio sio independentes dos valores da varidavel ¥ que os suporta.

Kaleeki mostra em seguida que, se a varidncia de Y permanece
constante, ou se varia de modo que suas alteragdes sejam da mesma
ordem de grandeza das de y, entdo existe uma correlagio negativa
entre Y e y; e admite a de natureza linear, expressa pela regressio
y=—08Y+:z em que 3 & constante e z € independente de Y. Nessas
condigbes, a distribuigdo de Y também tende a normalizar-se.

De um modo geral, podemos considerar uma qualquer fungio U
de Y tal que o acréscimo « da mesma para um acréscimo y de Y seja
negativamente correlacionado com U, isto é, u=—Au—v, sendo A
constante e v independente de U. Entdo, sujeita a uma longa série de
choques, U tende, nas condi¢des enunciadas, para a normalidade.

Sendo Y os desvios logaritmicos, ¥ = log %, onde G é a média

geométrica de r, teremos U = f(¥) = f(%)

Segue-se que, pela acdo de choques erriticos, tende para a forma
normal a distribuicio da vandvel f (%) .8e f (%)=—é— recai-se
no caso inicial.

3.8 — Generalizacdo de Fréchet,

Referindo-se aos esquemas probabilitirios sugeridas para inter-
pretar as distribuicdes de rendas, assinala Fréchet( 14) que tém sido
construidos er-post, para justificar alguma das férmulas ji propostas,
¢ cuida de tratd-los sem a idéia de uma lei preconcebida, mas procu-
rando apenas refletir a realidade dos fatos.

Retomemos a expressao binomial de p(f), dada pela equacdo (3.2).
E evidente que a hipétese de Pareto, de que a renda dos individuos
fosse proporeional ao namero de tiragens, ou seja z={, ndo se con-
forma com a realidade. A observagio corrente mostra que uma pessoa
com certos recursos tem maiores probabilidades de aumenti-los que
outra de condi¢cdes mais modestas. E pois natural admitir que as alti-

(14) Fréchet, M., *“Nouveaux essais d'explication de la répartition des revenus”,
“Rev. Inst. Internat. Stat.” {1945), pig. 16.
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mas tiragens contribuem mais para o aumento da fortuna do indi-
viduo do que as primeiras, ou seja, que a renda r correspondente a ¢
tiragens do mesmo nome é mais que proporcional a {. Noutros térmos,
r deve ser uma fungdo de ! crescendo mais ripidamente que uma funeiio

linear,
Sabe-se que, quando » é grande, a lel binominal é representada
aproximadamente pela lei gaussiana, de modo que, pondo
t—pr IN -y
T V2 pa V2N -1
N -
p () = V2N Dy e

Como em geral as coletividades contém uma grande massa de
individuos, podemos substituir ¥ —1 pela sua parte principal N, donde

temos

tN—»p

£= Vv

e portanto
| \,3 £

\211'1:

As vézes é preferivel utilizar a distribuicdo integral. O ndmero
de individuos com renda igual ou superior a r, a que corresponde o
valor {, é dado por

= x rN —p?
AN f\B f - 2Ny
== ‘21:’1’ ‘ ¢ vodr

TN —v
2Nv

N ® W
N P == —[T. —v € d A
\/77 x 2\_'\'9

1 * =N 1
Definindo ¥(z) = ———f e dA= %[ 1—8(z) __|

w

ou ainda, pondo A =

tem-se finalmente

e (GR)=v e WE(-2)]
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Mas, o que importa nio é conhecer a variacio de n, ou de N,
em funcio de {, mas sim de z, e para tal devemos estabelecer pre-
viamente a relagio analitica que liga as variaveis z e {, isto €, fixar
a forma da funcio r=f(). Como vimos, ¢ plausivel supor que a con-
jungdo de um grande ndimero de causas favoriveis determine um
luero que cresga mais rapidamente que o seu ndmero. Um dos modos
simples de satisfazer essa condigio é admitir que o lucro cresce em
progressdo geométrica quando o nimero de causas cresce em progressio
aritmética, ou que ao menos tal aconteca a partir de um minimo de
renda necessiria i subsisténcia. Entdo, serd r—r,=<""8, ou seja
t=a'log (r—r,)+b, e, substituindo na expressdo (3.12), vem N,=N¥(z)

com Z = v" %((a’ log (z—x,) + b — %) Recafmos, assim, na lei
de distribuicio de Kapteyn-Gibrat.

E claro que se poderio obter outras leis de distribuigfio, admi-
tindo relagbes funcionais apropriadas entre r e f. Com efeito, se a
expressio analitica de N, féor N_=Ng(zr), ela corresponderd i relacio

gir) = \IJ[ %( _ \i)] (3.13)

onde g e ¥ sio duas funcoes ndo crescentes e = 0. Mas nem sempre
se encontrard uma relagdo simples, nem de significacdo apropriada.

Assim, para a lei generalizada de Pareto, essa relagdo é de forma

A (z—r,)*“gmlr[ Ni-Z ]
2p N

donde
A la

T (YE(-2))

1
Mesmo admitindo o valor assintético de V(&) ES\/— e ¥, a
T

relagdo cntre z e f, para grandes valores desta \ltima variave] serd da

forma
la N~ Ny
:rg.ro—f-B(t—%) e‘éﬁ(“?)

#%ndo B uma constante positiva.
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3.9 — Andlise das causas da reparticio das rendas.

TUma explicagio mais racional das leis de distribui¢do das rendas
obter-se-ia partindo das peculiaridades que caracterizam cada um
dos membros da coletividade (aptiddes mentais e manuais, carater,
estado social dos pais, ete)). Uma hipdtese simples seria admitir que
a renda de cada individuo seja perfeitamente determinada pelo ni-
mero de caracteristicas de que é dotado. Mas essa hipbtese afasta-se
da realidade, e serd preferivel supor que tais particularidades =6 de-
terminam a probabihdade do individuo ser incluido numa dada classe
de rendimento.

Uma exposigio désse método foi feita por Fréchet (15), que a
aplicou 4 distribuicido de saldrios dos membros do ensino piblico fran-
cés, concluindo que a respectiva distribuicio nio se afasta muito da
forma paretiana.

Outro estudo foi realizado por Rhodes (16), que supde a popu-
lacdo distribuida por grupos que possuem um, dois, trés, ...‘“talentos”
ou qualidades propicias A aquisi¢io da renda. Admite que o mimero
de individuos em cada um désses grupos diminui progressivamente,
e que a renda média de cada grupo é inferior 4 do grupo seguinte
Embora as pessoas em cada grupo possuam o mesmo nimero de ta,
lentos, as suas rendas sfo varidveis, e se caracterizam por uma certa
distribuigéo.

Supondo tal distribuicdo de forma normal, e que o coeficiente de
variacio permanece constante para os diversos grupos, Rhodes mostra
que a distribuigdo global das rendas obedece & lei de Pareto. E mais,
que a constante a é dada pela razio de dois fatores log bjlog ¢. Os gru-
pos, em que se reparte a coletividade, caracterizam-se pela possessdo de
virios talentos, que sdo utilizados para a formacio do dividendo na-
cional; e a retribui¢ic pelo uso désses talentos constitui a quota indi-
vidual nesse dividendo. Ora, o fator b indica a maneira como 08 membros
da coletividade agrupam-se em consonéincia com os talentos que pos-
suem; o fator ¢ indica de que modo ésses grupos sio, em média, remu-
nerados. Seria, portanto, b um fator social e { um fator econdmico,

(15) Idem, ibid., phg. 20.
(16) Rhodes, E. C., ““The Pareto Distribution of Incomes”, “Economica”, 1944,
pég. 1. :
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log b
) log {
é devida tanto a fatdres sociais como econdmicos. E de se presumir
que édsses fatdres estejam relacionados entre si; isto é, para uma deter-
minada populagio, a grandeza de b determina f, e vice-versa.

Déste modo, a desigualdade da distribuicdo, definida por a=



Caritvio IV
A MEDIDA DA DESIGUALDADE

41— A medida da desigualdade.

Tao importante quanto a determinacdo da forma da distribuicao
de rendas é a de um fndice sinalético, capaz de sumariar os aspectos
relevantes da mesma, e que seja a tradugdo nidmerica do coneceito
econdmico de desigualdade.

Diversas tém sido as medidas propostas com ésse objetivo, as
guais se podem classificar do seguinte modo:

a) medidas baseadas na expressio analitica da distribuicdo, e,
por conseguinte, dependentes do grau de aderéncia {goodness of fit) da
fungdo de freqiiéncia aos dados empiricos;

b) medidas do tipo de desvio médio, que envolvem a média dos
desvios em relagio a um valor central;

¢) medidas do tipo de diferenga média, em que a média se rela-
ciona s diferengas entre cada um dos pares de valores que se podem
formar com os elementos da distribuicio;

d) medidas baseadas em critérios tebricos atinentes i eguiva-
léncia em utilidade das rendas individuais.

4.2 — O coeficiente a.

Para chegar ao conceito de desigualdade na distribui¢io das rendas,
Pareto parte do caso ideal da equidistribui¢do. ‘““On peut se rapprocher
de cet état — diz — de deux manitres essentieliement différentes: on
s'en rapproche, aussi bien st les riches deviennet pauvres que si les
pauvres deviennent riches’ (1),

(1) Pareto, “Cours”, pig. 318.



A DESIGUALDADE NA DISTRIBUICAO DAS RENDAS 57

E claro que a primeira sclugo nio corresponde zo ideal social,
eassim Parefo conclui que a desigualdade decresce quando o nimero
de “pobres” diminui relativamente ao mimero de “ricos’”. “En géné-
ral, lorsque le nombre des personnes ayant un revenu inférieur a4 =z
diminue par rapport au nombres des personnes ayant an revenu su-
périeur & z, nous dirons que linégalité des revenus diminue’ (2).

T e e

Considerando-se o ntfimero de individuos eom renda superior
' Nz
ﬁ ]
gualdade diminui quando I7, cresce. Substituindo N, e N, pelos va-
lores dados pela equagdo paretiana, temos

U, = (%)ﬂ (4.1)

Como h<z, segue-se que U, varia inversamente com a, ou seja,
a desigualdade aumenta ou diminui com co.

respectivamente a r e A (h<z), e pondo U, = vé-se que a desi-

Analogamente, para a lei de segunda aproximacgio, temos

h o
()
T+a
e U, decrescerd quando a creseer. Também aqui a desigualdade au-
menta ou diminui ecom .

4.3 —— O teorema de Pareto.

Em decorréncia dessa definigio da desigualdade, Pareto formulou
dois teoremas célebres. O que se refere mais diretamente i concei-
tuagdo de desigualdade reza que: se a renda minima A permanece cons-
tante, a diminuicdo geral da desigualdade das rendas s6 pode ocorrer
se o total das rendas crescer mais rapidamente que a populagio, ou
seja, se a renda média crescer (3).

(2} Idem, ibid., p4g. 320. No original est4 “augmente”, o que foi corrigido no
‘“Manuel”, pig. 390. Af também se esclarece que sua proposigio deve ser interpre-
tada como se se tratasse de *‘inegalité de la proportion des revenus'

(8) Idem, ibid., pdg. 321. O outro teorema afirma que um aumento da renda
minima s6 pode se produzir (o grau de desiguladade permanecendo invaridvel) se a
renda média aumentar. I’ Addario (‘' Intorno alla validitd dei due teoremi paretiani
sulla dinamica distributiva”, Roma, 1934; Bresciani-Turroni, “Pareto’s Law and the
Index of Inequality of Incomes”’, “Econometrica”, 1939, padg. 109) mostrou que, aqui,
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Com efeito, a renda média é definida no caso geral pela expressio
(1.12), e derivando-a temos

h4da
(a—1)

ir= -t -L-g
T_a—l +a—la

Permanecendo ® constante, serd dh nulo, e como a diminuicio
da desigualdade se d4 quando a cresce ou a decresce, dr crescerd entao,

As conseqiliéncias econdmicas dessa proposiedo seriam da méxima
importdncia. Ela afirmaria a solidariedade das classes sociais: o au-
mento da riqueza geral, que é de se esperar com o progresso técnico,
atenuaria a desigualdade de sua reparticio.

Infelizmente, a proposicao é mera conseqiiéncia da definigio ado-
tada. Bortkiewicz (4) assinalou mesmo que ela é independente da forma
da lei de distribui¢io. Com efeito, denotemos por P,(z) e P,(r) o ni-
mero relativo de pessoas com renda menor que z em duas distribuigdes
supostas coincidentes nas extremidades, P;(h)=P,{(h)=0 e P,(w)=
=P,(w)=1, e tais que, para os demais valores de z, se tenha P,(zr) <

<Py(z). A renda média ¢ definida por R = f dP(z)
h

grada por partes, dd r=h+4 f {l—ﬂP(r) d:c)}. £ claro que, sendo
h
P(z}> Py(x) ,serda ry <rs.

r dz, que, inte-

4 4 — Concorddncia de &« om oulras medidas.

A improcedéncia do raciocinio de Parelo estd em ter adotado
uma definicio inadequada da desigualdade. Sua proposi¢io, na ver-

Pareto equivocou-se, De acdrdo com a sua definigfo, a desigualdade niio depende
apenas de a ¢ a, mas também de h. Portanto, a invariabilidade do grau de concen-
tragfio implica que « e h permanecem constantes na férmula (4.1}, ou a, h e a
na férmula seguinte. Mas, entdio, a renda média também nfo varia. As condigoes
referidas por Pareto siio incompativeis.

As conclusdes sociais dos teoremas paretianos tém sido exploradas largamente
por vérios autores, sem se aperceberem que elas dependem da particular definigio
de desigualdade adotada e s6 sio vdlidas dentro do campo de observagio da lei
empirica, Mesmo um economista matemético do porte de Barone(“Principi di Eco-
nomia Politica”, ed. Bolonha, 1936, pig. 268; “Principi di Ecoromia Finanziaria”, ed,
Bolonha, 1937, pig. 42) pdde iludir-se, € erguer um dos mais brilhantes capftulos de
sua obra sébre essa base falsa.

(4) Von Bortkiewicz, L., *Die Disparititsmasse der Einkommens Statistik”,
%Iaya, 1930, pdg. 34.
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dade, pode ser invertida; se o nimero de pobres decresce em face do
ntimero de ricos, éstes crescem em relagdo aqueles; isto é, a classe riea
torna-se cada vez mais poderosa; a desigualdade acentua-se (5). O
que Pareto féz foi subentender uma escala fira de réditos, quando a
posicdo de cada renda na escala varia em consonincia com o importe
da renda média. Uma renda r, quando a renda média é r,, é eoisa
muito diversa da mesma renda, numa escala em que a renda média
seja 7.

Como a observagio corrente mostra a soeiedade subdividida,
grosso modo, na classe dos ‘“ricos” e dos “pobres”, é natural que se
tome, como linha diviséria entre ambos, a renda média. Dai surge
uma nova medida da dessigualdade (6), cue seria dada pela razdo do
niimero de individuos com renda acima da renda média para o nimero
total de possuidores de renda. Nessas condigées, a desigualdade di-
minui quando os individuos acima da média se tornam mais numerosos
relativamente i populagio total,

Designando por N, o ntmero de individuos acima da média, te-
remos, no caso da lei de Parefo (com a>1 e w= =), que

()

expressio que também é valida para a lei de segunda aproximacio.

Vése que a desigualdade depende apenas de o; mais precisa-
N .
mente, que —N_;" é uma fungdo crescente de . Noutros térmos, a desi-

gualdade diminut quando o cresce e aumenta quando a decresce, con-
clusio oposta & de Parelo.

Quando « varia entre 1,2 e 1,9, que sdo aproximadamente os ex-

(5) J4 Benini (“Principi di Statistica Metodologica™, Turtm, 1906) ¢ Bresciani-
Turroni (“Di un indice misuratore della disuguaglianza nella distribuzione della ric-
chezza'”, Palermo 1910) haviam assinalado a necessidade de interpretar o coeficiente
« no seitido inverso do de Parefo, isto é, como variando na raziio inversa do au-
mento da desigualdade, interpretagio essa que velo a ser confirmada pelas demais
medidas referidas no texto.

(6) Bresciani-Turroni “On Pareto’s Law", “Journ. Royal Stat. Soc.”, 1937, pdg.
428. Amoroso (“‘O Indice de concentragio das rendas segundo Parets’”’, “Rev. Bras. Es-
tatistica”, Abr. 1948, pdg. 158) considera a razio do mimero dos individuos que tém
rends inferior e o nimero dos que tém renda igual ou superior & renda média.
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) N, ,
tremos observados na pritica, a razio F’" varia de [11,6% a 24,29,

Para o valor médio de a=1,5, ela é de 19.29,.

Observemos que a formula (4.2) depende Unicamente de a, e,
portanto, nas distribuicdes obedecendo & lei paretiana, a proporgdo
dos individuos é a mesma, quer se considere a série global, quer se
eliminem as classes mais pobres (como se di nas estatisticas fiscais).

Contudo, a reparticio dos individuos é apenas um aspecto da
questdo; importa também considerar a reparti¢io da renda que lhes
cabe. Podemos, assim, obter outro indice de desigualdade comparando
a soma das rendas auferidas pelos individuos acima da média, R,
com a renda total R (7). Para a distribui¢do paretiana, sera

Rm _ C!—l a—1
i (T) “.3)

A percentagem da renda total também s6 depende de a, e segue
a mesma lei da percentagem dos individuos, modificado apenas o ex-
poente, Também se conclui que essa percentagem, na hipdtese figu-
rada, é a mesma para as distribuicdes truncadas que para a total.

Quando se trata da lei geral de Parelo, porém, essa razédo tem
umsa expressio mais complexa (8)

R, (a—-1)""'o&’hrta(2a—1)

R a* oah+a

Logo, a percentagem da renda total depende também da renda
minima; mais exatamente, como em geral a é positivo, a percentagem
decresce quando h cresce. Essa circunstdncia torna dificil o aprovei-
tamento désse fndice na comparacio da desigualdade entre virios
paises, ou, num mesmo pais, entre diferentes épocas, pois as estatis-
ricas ndo cobrem a populacido total, mas excluem, de modo varidvel,
as classes mais pobres.

(7} Idem, ibid., pdg. 429. Fssa medida foi primeiro introduzida por Herzen
em 1900. Moore (“Définitions de l'inégalité des revenus et utihisation de la formule
de Pareto”, “Journ. Soc. Stat, Paris™, 1943, pdg. 233) sugere também tomar a razdo

da soma das rendas acinia da renda mediana, possuida pelos individuos mais ricos,
para a soma das rendas abaixo désse nivel, possuida pelos mais pobres. Para a distri-

-1 -1
buigio de Parefo (suposto w = ¢ ), ésse indice equivale 3[2 - ‘l]
(8) ldem, ibidem, pig 431.
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Ainda outro indice de desigualdade resulta da comparagio da
renda média do sub-grupo de renda superior a z com a renda média

r

LN, .
do grupo total. E claro que, mantendo constante a razdo 7, a dis-

tribui¢do serd tanto mais desigual quanto maior for a razio entre as
rendas médias dos dois grupos. De acordo com a lei de Parefo temos,
aplicando a férmula (1.8), que

r r Iy
z = al 4.4
Y. (4.4)

r  h

Logo, quando « diminui, a desigualdade das rendas cresce. Tam-
bém aqui obtém-se uma interpretaciio contriria 4 de Pareto.

Esse tipo de comparagdo tem sido usado por virios autores. Seja
IVZ =p o ndmero relativo de pessoas com rendas iguais ou superiores
a z; conforme o valor de p, serd z uma das separatrizes: percentil,
decil ou quartil superior. E claro que o aumento da percentagem da
renda total cabendo a p% dos individuos colocados no tdpo da dis-
tribui¢do é um indicio do aumento da desigualdade. O National Bureau
Sfor Economic Research (9) estudou a concentracio nos Estados Unidos
baseando-se na percentagem da renda total auferida por 39 dos indi-
viduos de rendas mais altas; o Temporary National Economic Commitiee
(10) apreciou as rendas de 19 dos individuos malis ricos, ¢ mesmo
percentagens menores (0,59, 0,19, e 0 01%). Vigorando a lei de Pa-

R, ar . e
reto teriamos de um modo geral, E = ‘ P, e essa razdo diminui

para valores crescentes de .

4.5 — O indice 8 de Gini.

O indice § é, a0 mesmo tempo, como vimos no § 1.8, um valor
ligado & representaciio analftica da distribui¢do de rendas, e um indice
de concentracio, independente da forma dessa curva.

(9) XNational Bureau of Economic Research, “Income in the United States”,
vol. 2.° (1922).

(10) Temporary National Economic Committee, Mon. n.° 4;: “Concentration and
Composition of Individual Incomes” {1541).
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Tma das vantagens da introdugio désse indice foi mostrar que a
estabilidade do valor de @, que Pareto vislumbrara, decorria apenas
da pouca sensibilidade do mesmo.

Com efeito, da relagfio tebrica entre os dois indices, constatamos
que, dentro do campo de observacio de Pareto (« variando entre 1,13
e 1,89), § variava de 2,12 a 8,69. Ora, a diferencas relativamente pe-
quenas no valor de & correspondem grandes diferencas na distribuigio
das rendas (11). Para um dado valor §, a fracio iq da renda corres-

1
ponde & fragdo ra dos individuos. A variagdo de & entre 2 e 8 signi-

fica que a metade da renda total se concentra numa fracio de con-
tribuintes que varia de 1/4 a 1/256.

1.6 — O coeficiente C' de Gibrat.

Para obter uma medida da desigualdade baseada na lei do efeito
proporcional, Gibrat (12) observa que o coeficiente de varia¢do, o des-
vio interquartilico € a razdo entre o 3.° e 1.° quartis, caleculados para
uma distribui¢do obedecendo Aquela lel, variam inversamente com o
parimetro a. Em conseqiiéncia, adota para indice de desigualdade a
100
.

A desigualdade cresce com o aumento désse valor. Porém, s6 no
caso de k=0, constitui ¢ um verdadeiro indice de concentragdo; no
caso geral, k=0, o valor de a também depende desse paridmetro (13).

expressio ¢ =

Alias, utilizando os resultados do § 2.3, podemos escrever

C = 100 '\/5 a]og {z—h)

O findice C tem, pois, a natureza de um desvio médio relativo,
ndo da varidvel, mas do seu logaritmo. Como a transformagio logarit-
mieca atenua as flutuactes da varidvel, C tem diminuta sensibilidade.

(11)  Gini, “Memorie di Metodologia Statistica, pdg. 31.

(12} @ibrat, “Les Inégalités Fconomiques”, pdg. 88.

(13) As conclusdes contrdrias de Gibrat {pdg. 262 loe. cit.), decorrem de, em
vez de dividir ¢ por ¥, Q3—¢ por Md, @3 por @y, ter dividido respectivamente
por M'=3M—h, Md'=Md—k, Qz—k por @,—h. Ora, dessas condi¢gdes, ¢ que se
mede é a concentracio, nao da distribuicio real, mas a dos réditos desfalecados de
uma quantidade constante, vale dizer, éle efetus a medida sdbre uma distribuigdo
hipotética que tivesse a concentra¢io aumentada. O érro foi assinalado por D’Adda-
ric (“Intorna ad uma curva di repartizione”, cit.,, pdg. 30), que dd as férmulas
exatas.
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Utilizando a formula 2.10, teriamos também

—h
C = 200 T
Jlogp_h

Cra, a desigualdade seri tao mais pronunciada quanto maior

N . . . . T
fé6r a renda média relativamente & renda provavel. A razio -—, ou,
P

. r—h . .
generalizando, ey é proporcional & concentragio; e, por conse-
p—

qiiéneia, também o é o coeficiente €.
4.7 — Desvio médio ou média de diferencas?

Na medida da desigualdade com que um atributo se repartie entre
o8 individuos, podemos utilizar dois critérios (14). Pelo primeiro, de-
fine-se a desigualdade como o desvio de cada um dos dados em questao
de um dnico nivel hipotético de igualdade, coincidente com uma das
médias dos préprios dados. Em geral, essa média é a aritmética, por-
que é uma funcdo simétrica de todos os dados da série, e porque repre-
senta o caso ideal da equidistribui¢io da soma dos atributos. Pelo se-
gundo, define-se a desigualdade como o desvio de eada um dos elementos
sob exame de cada um dos restantes. Déste modo, elimina-se a arbi-
trariedade na escolha do nivel de referéneia. As medidas baseadas no
primeiro critério sdo do tipo do desvio médie; as do segunde, do tipo
da diferenca média.

O conceito, porém, que se tem em vista nas aplicagdes econdmicas
é um pouco mais particularizado que o conceito de variabilidade em
geral. Dizer que o cariter global, expresso pela soma Zz; ¢ distri-
buido pouco uniformemente entre os n elementos r,, equivale a dizer
que essa soma estd, na maior parte, concentrada em poucos désses
elementos. Os indices de variabilidade podem, assim, ser utilizados
como medida da concentragdo (15).

Diversas medidas de variabilidade tém sido sugeridas dentro dos
grupos citados. Para a analise das distribuigdes de rendas exige-se

(14) Mortara, G., *“Misure ed indici delle disuguaglianze statistiche”, — “Rend.
Sem. Mat. Fis. di Milano”, vol. 8, 1934, pdg. 83.

(15) Young estabelece a distingiio entre os dois conceitos; ‘‘concentragio” sig-
nificaria desigualdade “indevida ou excessiva’.
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porém, que elas satisfagam certos critérios a priori (16). Primeira-
mente, elas devem ser independentes do nimero de individuos abran-
gidos na distribuigéo, e, depois, devem ser independentes da unidade
em que a renda, ou a riqueza, é expressa. Essa dltima condicdo equi-
vale a dizer que adi¢des proporcionais as rendas devem deixar a desi-
gualdade inalterada. E claro que ésses critérios eliminam todas as
medidas de variabilidade absoluta, devendo-se considerar apenas as
de variabilidade relativa (17).
Confrontemos, pois, as seguintes medidas:

1) S = desvio médio relativo, referido & média aritmética:

2) vV
3) A

coeficiente de varia¢io pearsoniana;

diferenca média relativa, sem repeti¢oes, referida & média
aritmética (18 ).

As medidas 1) ¢ 2) pertencem ao primeiro grupo, a 3) ao segundo.
Note-se que, quando elevamos os desvios ac quadrado para obter
indices com V), a diferenga entre os dois critérios é de somenos impor-
tancia, pois os coeficientes empregando diferencas sdo midltiplos dos
correspondentes coeficientes empregando desvios (19).

Para a escolha entre é&sses indices, faz-se mister introduzir eri-
térios suplementares. Um déles é o chamado principio das transferén-
cias. Estabelecida a graduatéria, em sentido crescente, dos valores do

(16) Referimo-nos a medidas de variabilidade traduzidas num dGnico coefi-
ciente; afastamos assim os processos, muito utilizados nos primdrdios dos estudos
sbbre a renda, de comparar os nimeros proporcionais de individuos com rendas de
diferentes categorias ( Leroy-Beaulien, Schmoller, etc., ou suas variantes: Wolf, Kiaer,
ete.).

(17) As medidas de variabilidade relativa obedecem a0 principio de acréscimos
proporcionais sé formajmente, Se procurarmos ligar as variagles na reparticio da
renda &s variaches do bem estar econdmice, o princfpio nic se verifiea, pelo menos
para as duss medidas referidas no § 4.10, como mostra Dalton “The Inequality
of Incomes”, Londres, 1935, Apend., pig. 10).

(18) A diferena média entre n quantidades foi instituida por Gini (“Va-

riabilitd e Mutabilita”. Bolonha, 1912, psg. 20, ¢ tem por expressio A = _n(_n"’__n
Zn+1-2) (rn-14 —=) o somatério estendendo-se de t=1 a 1= ";1

(19) Assim, designando por A;a diferenga quadrética média, Gini “Variabilitd
e Mutabilita”, pdg. 37) mostra que A2=J nzjl g.
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atributo z, se de cada elemento z; <z; subtrairmos uma quantidade
constante ¢ (sendo € < 0), transferindo-a a z,, isto é, se a 1, e z; subs-
tituirmos as grandezas r,—¢€ e r,+¢, é Obvio que a concentracio au-
menta, e portanto o indice deve acusi-lo.

Por outro lade, a concentragfio serd mixima quando, entre os =n
individuos em questdio, s6 o fltimo possui a totalidade do carater
considerado. A graduatéria serd 0, 0, 0, ..., z,. O indice devers, entio,
atingir o seu valor maximo.

Examinemos, com referéncia a ésse critério, o desvio médio rela-

Ziz— M|
M .

sdmente se M cai no intervalo (z,—¢, r;4-¢), porque, em tal caso, o nu-

merador aumenta de 2 € enquanto que o denominador ndo varia. No

2(rn—-1)

-

tivo § = . Ble ¢ sensivel 3s transferéncias lde z, a 2>z,

easo de concentragio mdxima, o seu valor é

Sob o ponto de vista do critério aludido, éste indice é imperfeito.
Mas éle o satisfaz se interpretarmos o critério no sentido das transfe-
réncias se realizarem dos individuos mais ricos aos mais pobres, de
modo a obter a equiparticiio da renda. Na realidade, S corresponde ao
duplo da quantidade, ajustada segundo o nimero de casos, do cardter
possuido em excesso, relativamente 3 distribuicio uniforme, pelos ele-
mentos em que é superior & média.

O desvio médio também tem sido empregado sob outra forma (20).
A metade de S equivale 4 diferenga entre a percentagem de renda

v
m “Tm

acima da média % e a percentagem de individuos ?

que a pos-
suem; essa diferenca é chamada “indice de desigualdade D".

Para as leis paretianas de 1.7 e 2.¢ aproximacio, temos, de acoérdo
com o § 4.4,

_ a—1 _ a—1
D= fa—1) e D= (a 1) h+a
a” a ak+a

O indice D oscila entre (0, no caso de equidistribui¢do, e 1, para
o maximo de desigualdade.

(20) Bresciani-Turroni (Pareto’s Law and the Index of Inccuality of Incomes”,
cit., pdg. 110, nota.



i
H
H
i

66 REVISTA BRASILEIRA DE ECONOMIA

- - G
Quanto ao coeficiente de variagio, V = i’ observe-se que

(r;— € + (x;+€ — (x7+z7) = 2 (1;—2) + 2€,

¢, como z,<z; e €>0, segue-se que as transferéncias fazem aumentar
o momento de segunda ordem. Como, por outro lado, a média aritmé-
tica permanece imutivel, V ecrescerd. O seu valor maximo é +/n—1.

Com referéncia 4 diferenga média, vamos aprecid-la sob a forma
de outro indice, a razdo de concentragdo, que a ela se liga diretamente.

48 — A razie da concenlragio.

Congideremos a graduatdria, em sentido crescente, das quanti-
dades r, do atributo possuido por n individuos, e seja Q,=Zz; a soma
< € P.:j—

n n
nos ddo, a primeira a percentagem do atributo possuido pelos primeiros
individuos sbbre o total correspondente % coletividade, a segunda a
percentagem de individios que a possuem. A concentragdo do atributo
serd tanto maior quanto o forem as desigualdades p,>g, Subsistem

n—1 dessas desigualdades, pois p,=¢,=1, ¢ podemos considerar a

n-1

dos atributos até o elemento de ordem i. As razdes g, =

concentragio como proporcional ao somatério Z (p,—g¢,).
t1

Para ter um indice que seja independente da unidade de medida,
e atinja o valor maximo igual & unidade, Gin: (21) adota como razdo
de concenlra¢do a e€xpressio

n—1
2]7 (p,—a.)
pP="mi
Zp,
1

(21) Gini (“Sulla misura della concentrazione e della variabilita dei carateri”,
Veneza, 1914, pig. 1207), para as distribui¢oes de freqiiéncia d4 a fdrmula seguinte

Tk (P("'JH?; ;{1 “DR: ) para aproveitar a tabelagio dos dados em sentido
cumulativo decrescenle. necessdria ao cdlculo da equagio de Parels, transformados

o ZK(X -1+ X
(n—1) {n—1R

p=

essa férmula, nas aplicagdes feitas no capitulo V, em p=
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Demonstra-se (22) que é&sse coeficiente é a metade da diferenca
. . A .- . .
média relativa, p= 5 O valor miximo de p ¢ a unidade, que cor-

responde a ¢ =¢,=...=¢q,_, =0; entdo, todo o atributo se concentra
no n*®° individuo. Transferindo uma quantidade € de z, a r; (com
i<j), diminuem as razoes ¢, ¢,4q, ..., ¢;_1, € Permanecem invaridveis
A4S TAZ0es ¢, 9,41, - 4,15 O indice p aumenta, isto &, éle satisfaz o prin-
cipio das transferéncias.

Passando ao continuo, seja f(z) a funcio de distribuicdo do atri-
buto r. Entdo, sera

1 t 1 t
P = \‘[ fixydz, ¢ = F.[ r f(r) dzx

com ¢ variando entre 0 e 1. Essas duas equagdes constituem um sis-
tema paramétrico, que possibilita a determinagfio da relacio fun-
elonal porventura existente entre as variiveis ¢ ¢ p.

Tracemos a curva L{z), lugar geométrico dos pontos de coorde-
nadas (p, ¢). E a chamada curva de Lorenz, que a introduziu na Esta-
tistiea precisamente para o estudo das distribuigdes de renda (23).
A reta ¢,=p, denomina-se linha de equidistribuicdo, porque significa
a igual reparti¢éio do atributo entre os individuos. A drea compreendida
entre esta e a curva de Lorenz denomina-se drea de concentracdo. No
caso de concentradico mAxima a curva de Lorenz acomapnha o eixo das
abeissas até o valor p,=1, e completa-se com a ordenads ¢,; isto é, a
area de concentracio maxima € a Area triangular assim determinada.

A raziio de concentragdo ¢ definida por

1
f (p—q) dp
[1]
p= 1
f pdp
0

sendo, pois, a razio da drea de concentragio para a Area de concen-
1
tracdio maxima. Podemos escrever ainda p=2f (p+g)dp, isto §,
0
ela é o dobro da 4rea de concentragdo.

(22) Grni, “Sulla misura della concentrazione...”, cit.
(23) Lorenz, M. 0., “Methodes of measuring the concentration of wealth”
“Journ. Amer. Stat. Assoc.”; 1905,
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Caleulemos a razio de concentragiio correspondente 3 lei de Pa-

N, R, .
—1, g,=1——. Ora, vimos que
oo R 4

N, ( R, )5
N R

.
, . 1

donde se conclui ¢, =1—{1—p})' 8 Comof [1—(1—;0)1[‘5] dp=—"

1} - 1+6,

reto. Temos p, = 1 —

obtém-se
_2[1 g jl-a:_l— 1
P 2 148) d¥1 2a—1

Como p varia entre 0 e 1, § varia entre 1 e «. Para o valor pa-
retiano de a=1,5, temos 6=3 e p=1/2.

4.9 — A renda equatorial.

Diversas medidas tém sido propostas na mensuracido da desigual-
dade econdmica, envolvendo diferengas ou razoes entre valores sina-
léticos da distribuicio. Algumas dessas férmulas introduzem a cha-
mada renda equatorial, que é a renda que, numa distribui¢do cumu-
lativa, divide a renda global em duas partes iguais.

Tr
Gumbel (24) adota a formula 1-2 N e que N’ é o ndmero

[y

de individuos da eoletividade que tém renda superior 4 equatorial.

Mendershausen {25) sugere o indice 8, que é a razdo da diferenga
entre a renda equatorial e a renda mediana para a renda equatorial,
g E-Ma

satisfatériamente as caracteristicas da distribuigdo como a razfo de
concentracio, e é de cdlculo mais expedito.

Fsse indice tem tido larga aceitagdo, porque reflete tio

Tssa medida varia entre 0 e 1. No case de equidistribuicdo, as
duas medianas coincidem, e 3=0; se 3=1, a mediana deve-se anular,

(24) Gumbel, “Ein Mass der Konzentration bel pekunieren Verteilungen”,
“Archiv f. Sozialwiss”. 1927.

(25) Mendershausen, H., “On the measurement of the degree of inequality of
income distributions’”, “Report of Cowles Commission™, 1939, p. 63.
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isto €, ao menos 509, dos individuos nfio tém renda, e a rends global
se reparte entre os restantes,

4.10 — Medidas baseadas no bem-estar econémico.

O quarto grupo de medidas da desigualdade compreende aquelas
que presupdem uma relagdo funcional entre a grandeza da renda e
o bem-estar econdmico (economic welfare) dela derivante. Para esta-
belecer essa relacfio, admitem-se os seguintes postulados (26): a) o
bem-estar econdmico é uma grandeza aditiva; b)) a relacdo entre a
renda e o bem-estar é a mesma para todos os individuos; ¢) para cada
individuo, 0 bem-estar marginal decresce quando a renda cresce. Nessas
condi¢des, o rateio de uma soma de rendimentos pelos membros da
coletividade produz o méaximo bem-estar para uma distribuicdo eqii-
tativa da renda. A desigualdade na distribuicdo serd medida pela razdo
do bem-estar méximo, correspondente 3 egilirreparti¢io, para o bem-
-estar efetivamente realizado. Essa razio € igual & unidade, no caso
de repartigAo uniforme, e cresce com o aumento da desigualdade (27),

As medidas de desigualdade irdo, pois, depender da relagio fun-
cional que se adote, de acérdo com o itemc), entre a renda e o bem-
-estar. Supondo-se, de conformidade com as idéias de Daniel Bernoulls,
que acréscimos proporcionais i renda z, além do minimo exigido para
a subsisténcia, produzam acréscimos iguais do bem-estar econdmico

dx .
%, teremos du = —, ou, integrando, u=log x4-¢, sendo ¢ uma cons-
I

tante.

No caso de eqiiidistribuicdo, cada um dos individuos possui a
mesma renda r,, que correspoide 4 média aritmética. O bem-estar
dai decorrente serd X logr,+nc=n (logr,+z). Para a distnbuigio
real, o bem estar corresponderd a Z log r,+nc=n (log r,+¢), sendo
r, a média geométrica das rendas. Por conseguinte, a medida da desi-

] -
gualdade serd log 7, e ou mais simplesmente
log z,4c¢
log z,
log z,

tendo-se admitido que, para r=1, u=0, e portanto ¢=0.

(26) Dalton, H., “The Inequality of Incomes”, cit., Apend., pdg. 3.
(27) Dalton observa que, para fazer correspondet o zero da escala 3 eqii-
distribuicdo, pode-se tomar a razdo referida menos a unidade.
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A hipbtese de Bernoulli conduz a uma taxa de crescimento do
bem-estar excessivamente rdpida para as grandes rendas. Por isso,
Dalton (28) sugere uma segunda hipotese, de que os acréscimos do

. .. dr
bem-estar variam na razio inversa do quadrado da renda, du = -,
x

donde ¥« = ¢ — —, sendo ¢ uma constante,

8 |-

Nessas condigdes, o bem-estar tende para um méiximo quando

1 .
r— =; anula-se para r = —, e torna-se¢ negativo para valores de
c

1 . "
z<—. O bem-estar atual e o correspondente A egiiipatticio serdo res-
c

. 1 1 Y1 -

pectivamente n{c-~—} e n{ec—— }, sendo r, a média harmonica
LTh £y

das rendas; e daf a medida da desigualdade

c—1/r,
c—1 7,

Essas expressdes nio tém tido aplicagio pritica e mesmo sua
fundamentacio tedrica deixa muito a desejar. A utilidade (ofemilidade)
é uma grandeza incomensurivel, e, por isso, sdo precirias as tenta-
tivas de deduzir, pelo seu caleulo, as leis de distribuicio das rendas.

(28) Dallon, loc. cit., phg. 4. A sugestio é originiriamente devida a Cramer
(ef. Marschall, A., “Principles of Economics”’, 8.* ed., pig. 843).



CariTuro V

A DISTRIBUICAO DAS RENDAS NO BRASIL

5.1 ~— O impésto de renda no Brasil.

O impdsto de renda foi instituido no Brasil pela Lei n.° 4625, de
1932, comegando a ser cobrado no exercicio de 1924, Era apenas um
impdsto cedular, e 6 com a legislacAo de dezembro de 1925 adquiriu
as caracteristicas que, através vérias reformas posteriores, ainda hoje
CONSErva.

O impdsto incide sbbre as pessoas fisieas (individual tncome laz)
e as juridicas (corporation profits tar). Estas dltimas estdo sujeitas a
um impdsto proporcional sdbre os lueros apurados em balango. Quanto
As pessoas fisicas, os seus rendimentos sdo subdivididos em diversos
categorias (saldrios e vencimentos, exercicio de profissdes liberais, ca-
pitais imobilidrios, ete.), cada uma sujeita a uma taxa proporcional
especifica.

A renda global do contribuiente, depois de deduzidas as quotas
proporcionais do impdsto de renda, os juros de dividas pessoais, pré-
mios de seguro de vida e contribuigdes a instituigdes filantrépicas, e,
finalmente, os encargos de familia (cénjuge e filhos menores), cons-
titw a sua rende lguida, a qual fica sujeita A parte complementar e
progressiva do impdsto. Ficam isentos de tributagio aquéles cuja renda
liquida nio atinge certo minimo.

5.2 — As estatisticas do impdsto de renda.

Apesar do longo perfode de arrecadacdo désse impdsto, mais de
4 lustros, os dados estatisticos sdbre a distribui¢fo individual da renda
sdo, entre nds, quase inexistentes. O Relatdrio de 1928 (1), publicou
a distribui¢io referentes a Rio de Janeiro e Sie Paulo, naquele ano.

(1) Souza Reis, F. T., “O impbsto de renda: Exercicio de 1928", pig. 14.
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O Relatério de 1942 (2) fornece as distribuigdes para o Distrito Fe-
deral, correspondentes aos anos de 1934 a 1942, A Divisdo do Im-
posto de Renda vem ultimamente aperfeigoando o seu aparelhamento
estatistico, de modo que j4 dispde de uma grande massa de informes,
que breve serio dados & luz. Mas as falhas na apuracgiio dos exercicios
mais distantes parecem insandveis; assim, para os rendimentos em
conjunto do Brasil, parece que nio se conseguirio dados anteriores
a 1946.

Da aludida Divisao (3) obtivemos as distribuictes do Brasil no
periodo 1946-1948, e as do Distrito Federal e Sao Paulo no de 1944-
1948 (tabelas 1 e 2). Como a arrecadacfio nessas duas unidades cons-
titui a maior parte da arrecadacdo geral no Brasil (em 1948, 689, da
renda liquida concentrava-se nas duas unidades mencionadas), as con-
clusoes baseadas nas mesmas refletem bem a situagio das demais
unidades federativas.

TaBELA 1
RENDAS DE PESSOAS FISICAS
BRASIL
1946 1947 1948
j

Classez | Contri- Renda Contri- Renda Contri- t Renda

buintez | (Cr$ 1.000) buintes | (Cr$ 1.000) i buintes |(Cr§ 1.000)
! |
i

24—i 21.879 388.621 32.137 879.423 31.161 844 .056
30—, 51.577 | 2.172.240 76.433 | 3.210.140 76.657 | 3.203.641
60—  17.681 ) 1.200.791 23.733 | 1.867.199 25.808 | 1.901.013
90— 8.934 924 364 12 483 1.297.342 12.247 | 1.267.712
120—, 4.754 636 .670 7.070 951.187 7.291 976 . 261
150— 4.571 788 .308 6.717 1.156.215 6.665 | 1.133.499
200—1 4.120 996. 416 5.731 1.382 449 5.750 ) 1.400.542
300— 1.844 635.542 2.457 846 836 2.480 854.689
400— | 981 435,748 1.348 597.189 1.267 564 .669
50(#{ 895 326 . 488 766 416, 599 73 400.153
600-— 402 260.075 483 309.638 433 280.196
700—: 506 410.234 765 631.824 ; 627 515.565
1.000—! 375 191.802 509 678.184 : 480 643.062
2.000—: 61 144.384 116 277.156 | 78 180.670
3(1]&—' 59 348 218 ! 68 400.285 : 43 180.089
118.342 | 10.449.901 | 170.816 | 14.901.666 | 171.821 {14.365.817

(2) Divisio do Impdsto de Rends, *“Relatério”, 1942,

(3) Consignamos os nossos agradecimentos ao Dr. Augusto de Bulhdes, entdo
Diretor da Divisio do Impésto de Rends, que obsequiosamente nos antecipou o
acesso a ésses dados estatfsticos.
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TaBELA 2
RENDAS DE PESS0AS FISICAS
DISTRITO FEDERAL
1944 1946 l 1947 ' 1948
Clas- | Contri- Rendas | Contri- Renda Contri- ‘ Renda Contri~ Renda
ses buintes |i[Cr$ I.Oﬂ)!i buintes }|/Cr$ 1.000)] buintea i"CrS 1.000%] buintes [(Cr$ 1.000)
1
12-[ 16.055 ' 249 .856 — _ 1 -y - =
24-1  0.6OB* 237 .321% 8.228 [ 220.929 | 12.207 | 327.750 | 10.785 | 201.136
30—, 10.476 | 437.725 17.560 | 728.076 | 26.985 'l.119.814 | 26719 | 1.711 448
60— 3.483 | 934 647 5.680 | 414.387 .  B.O085 | 589.221 ; B.090 | 3589.765
90~ 1.708 j 177.105 2900 | 300.341 ‘ 3.746 | 387533 3820 | 395626
120- 1041 | 139.474 1.587 | 212.411 2.182 | 202.568 ‘ 27278 |  305.253
150~ 982 | 169.406 1.479 | 254.922 2.101 | 361.908 | 20155 372.152
200~ 1.034 | 252.394 1.433 { 346.722 1.799 | 435.863 | 1.776 ’ 434 251
300- 484 | 166.451 626 | 215.833 | 817 | 282 .041 . 808 | 279 393
400- 250 | 112 .073 234 | 147 594 | 145 | 197.388 | 405 1 179.842
500 201 | 109 Bl4 212 | 115.616 | 237 | 135.408 | 333 1 126042
800~ 88 37059 153 99 .242 | 166 | 107.385 152 | 98,227
700~ 336 ©  500.920 174 | 141.3530 234 193,486' 214 . 175.257
1006 - — 150 | 204.718 187 | 248 468 | 177 | 239 444
2000 — — 32 75.570 30 | 122 729 33, 79.037
3000~ — - 32 | 152 416 42 | 226.701 23 | 97.874
— 1
Torar] 45 836 |2.864 285 l 40 547 !3.630307 59.203 [5.028 457 | 57 697 ! 4.774.767
| ;
810 PAULO
12-|  12.386 | 192 972 — _ — - - =
24- 8.203% 202 504% 6. 402 | 172078 9.262 | 253.480 10.231 | 277.736
30— 9.955 | 119176 16.837 | 713.821 23 858 1.041.984 25.870 | 1.086.793
80— 3.816 | 278 673 6.202 | 453547 s.600 | 643.225 9. 105 666 414
9~ 2,012 | 209193 3.135 | 324.497 6.351 | 452.880 $.575 474,462
120~ 1.115 ) 14p.333 1.644 | 220.091 2 480 | 332.019 2 582 315 952
150 1.183 | 204 588 1600 | 276.31% 2.357 | 405 450 2 202 396793
200~ 1.195 | 290 829 1.448 | 350 434 2 046 | 491.096 2116 518 818
300- 342 { 186.580 632 | 225.716 857 | 296 167 852 263596
400 208 | 133.176 335 | 149.086 498 | 217 848 437 194549
500- 174 95.355 199 | 109 300 254 | 137.905 280 152 824
600— 101 65 254 128 | 82 924 138 88 046 132 08 797
700- 328 | 400 822 136 | 126.001 246 | 200.214 218 178.773
looo-|  — — 97 i 129 863 129 | 181.485 156 | 207.675
2000~ — 21 | 48 952 26 | 61.421 23 52,646
3000—' — — 14| 76452 0 | 81.033 16 67 232
To‘r.u.[ 41.398 2.918256} 38,920 |3.460. 111 55133 [4.848 072 58.903 | 5.011.059

{*} Refere-se & classe 20-30.

Advirta-se que, entre nés, a tributagio da renda é ainda um im-
perfeito indicador do movimento da Renda Nacional. Em 1946, por
exemplo, esta orgava as voltas de 90 bilhdes de cruzeiros (4), enquanto
que a renda liquida apurada pelo impdsto de renda era de pouco mais
de 10 bilhdes, ou seja, apenas 119%,.

Mas hd outras circunstidncias que tornam as nossas estatisticas
um instrumento imperfeito para a anilise do processo econdmico-

(4) United Nations, “Preliminary Memorandum on the Measurement of the
National Income of Brazil”, por J. B. D. Derksen.
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-distributivo. E que, em vez de se referirem A renda real dos contri-
buintes, elas dizem respeito 4 sua renda liguide, conforme as defini¢Ges
regulamentares.

Ora, abatendo da renda global dos individuos prémios de seguro
de vida, contribuigdes filantrépicas, e, sobretudo, os encargos de fa-
milia, o conceito de renda implicito em nossas estatisticas difere muito
do de renda econdmica, o “earning power” (5) que, na realidade, se
pretende avaliar.

As dedugdes por encargos de famflia, por si 86, provocam uma
distor¢do da curva de rendimentos. Para uma familia média, compre-
endendo o cdnjuge e 4 filhos, elas podem eliminar da ineidéncia do im-
posto individuos até A terceira classe de rendas (6). A observaciio
mostra que as familias mais numerosas sio as de menor rendimento;
mas, ‘“‘ad argumentandum’’, podemos admitir constante a distribuigio
por nimero de dependentes, dentro de cada classe de renda real. Isso
equivaleria a abater, de todos os individuos, uma quota constante, e
sabe-se que, entdo, a concentracio aumenia. Nestas condigdes, os in-
dices calculados sdbre as nossas distribui¢des ddo idéia de uma maior
concentracdo do que a efetiva,

Por outro lado, maior distorsio, e em sentido inverso, decorre do
dispositivo legal que exclui os titulos ao poriador do impdsto comple-
mentar progressivo, para sujeitd-lo a uma aliquota fixa arrecadada
na fonte. E claro que serio os capitalistas de maior porte que procu-
rardo se beneficiar dessa evasiio legal, e daf uma aparéncia de menor
desigualdade na distribuigio das rendas do que a efetiva.

5.3 — Renda média, minima e mdrima.

O periodo abrangido pelas estatisticas em foco (1944-48) é de
franco surto inflacionista e excepcional atividade de negdcios em
conseqiiéncia da segunda guerra mundial. Era pois de se esperar uma
eleva¢io da renda média tributada, confirmada na tabela 3. |

Para o Distrito Federal, elas abarcam ainda o fim da grande de-
pressio, porquanto a recuperacdo no Brasil s veio a verificar-se de
1935 em diante. HA um aumento continuo de rendas, que se torna

(5) Temporary National Economic Committee, “Concentration and Composi-
tion of Individual Incomes”, pig. 9.

(6) A dedugdo aludida, de Cr$ 36,000, reduz uma renda de Cr} 60.00¢ ao mi-
nimo pdo tributdvel.
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TABELA 3
RENDA MEDIA
(Cr$ 1.000,00)
Anos | Brasil D. Federal | 8. Paulo
1048 83,6 828 83,1
1947 87.2 848 ’ 87.9
1946 88,3 89,4 88.9
1944 — 625 70.4
1942 — 51.1 =
1940 — 38,0 —
1938 — 38,3 —
1936 — 36,7 —
1934 — 333 | —
1928 | — 26,6 i 30,9
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notdvel depois de 1944, sobretudo em decorréncia do aumento do mi-
nimo tributivel. No periodo de 1946-48, nota-se um uniforme decrés-
cimo da renda média, na Unido e nos dois Estados considerados, sendo
que os valores daquela ndo diferem muito dos désses, como era de se
esperar.

Os grificos 1 a 3 (7) representam as anamorfoseadas logaritmicas
das curvas de distribuicio das rendas. Vé-se imediatamente que ne-
nhuma delas obedece 3 lei de Parefo, que exigiria a representacfo me-

200000__ , '
o0 _i Brasil /'/ / / .
m_;‘ : / /

2 AV

¥
YN,
~ N\,
(] \ *
~

Contribuintes Na
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N

wo _ | / /
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Figura 4

(7) Nos grificos, a eseala das abeissas se desloca de modo a coincidir a sua
origem com © ponto assinalado para cads um dos anos sucessivamente.
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diante uma reta. H4 um evidente encurvamento para o eixo das abeis-
sas, fato alids ji observado em outros paises (8).

O grifico do Distrito Federal, que abrange maior perfodo, ¢ ilus-
trativo em mostrar progressivo aumento do mimero dos contribuintes,
quer na classe minima, quer na méxima. O corte na extremidade su-
perior, e extensdo na inferior, que se observa de 1946 em diante, traduz
a alteracdo do minimo taxivel, que de Cr$ 12.000 passou a Cr$ 24.000
¢ o desdobramento das classes superiores a Cr$ 500.000.

No grafico 4 (7) tragamos, para o Brasil, as curvas de Gini. H4
uma melhoria de retilinariedade, mas ainda nao satisfatéria. Por con-
seguinte, a equagio de (rnt ndo representa bem a distribuicio de
nossas rendas, embora se possa conservar como um indice de concen-
tragdo, como vimos.

5.4 — Indices de concentracio para o Brasil.
Para as distribuigdes em foco, caleulamos os indices o de Parefo

e & de Gini, e ainda a razdo de correlagio p. Tais valores constam da

TaBELA 4
INDICES DE CONCENTRACAO NO BRASIL

|
{‘ BRASIL 8310 PAULO
.-\nos:
a a ' & l p ¢ a | o ‘ 5 p ¢
[ B
1948 | -1685 | -2.302 | 1,989 46,8 844 | 1,607 | 2238 | 1.927 466 82,6
t
1947 | -1,594 | 2,116 | 2,136 49,5 884 | -1665 -2.125! 1,665 470 833
1946 1 -1,585 | -1.970 | 2,187 19,1 881 | -1,639 —2,199' 2 046 477 83.1
1944 — - - — — {1240 | 17310 | 2502 59.4 93.0
J i
DISTRITQ FEDERAL
Anos a o & ' p | € Anos 1 a | & P
| '
148§ -1602 | -2075 2063 | 476 88,3 1940 1,515 | 2123 462
1947 | -1,305 | -1753 2331 ‘ 499 91,4 1938 1467 | 2,226 4838
I
1946 | 1481 | -1,764 2,260 ! 509 02.1 1936 1540 | 2,132 475
1944 | -1224 | 1506 2900 | 593 | 96.8 1034 -1.57 2,100 43,3
1932 -1266 | — | 2776 356 i — 1923‘ -1486 | 2,363 169
: |

{8) Shirras, G. F., “The Pareto Law and the Distribution of Income”, “Econo-
mic Journ”, (1935), pdg. 663; Johnson, N. 0., “The Pareto Law’’, “Rev. of Econ-
Stat.”, (1937), pég. 20.
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tabela 4. Ttilizamos o método de Cauchy para o cdleulo de w e §, e a
formula indieada no eap. IV, nota 21, para p.

Em vista da insuficiénels da representacdo pela lei simples de
Pareto, calculamos também, por via grifica, os pardmetros da lei de
segunda aproximacgio.

As equagdes obtidas foram as seguintes:

Brasil — 1946 log N, = — 1,970log (z+40) + 8,631
1947 log N, = — 2,116 log (z+60) + 9,277
1948  log N, = — 2,302 log (z+70) + 9,755
D. Federal — 1944 log N, = — 1,506 log (x+20) 4+ 6,887
1946 log N, = — 1,764 log (z+30) + 7,646
1947 log N, = — 1,753 log (x+25) 4+ 7,724
1948  log N, = — 2,075 log (z+50) + 8,620
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Sdo Paulo — 1944 log N, = — 1,731 log (z+40) + 7,510

1946  log N, = — 2,199 log (z+4-60) + 8,822
1947  log N, = — 2,125 log (x+50) + 8,701
1948  log N, = — 2,238 log (z+60) + 9,061

Os coeficientes angulares dessas interpolatrizes, que represen-
tamos por ¢, figuram também na tabela 4. Embora a aderéneia dessas
retas aos dados empiricos seja bem satisfatoria, o coeficiente o’ nio
constitui uma medida adequada da desigualdade, pois esta também
depende dos outros parimetros, que constam das equacdes acima

(§ 4.4).

Um exame da tabela 4 revela, para o Brasil assim como o Dis-
trito Federal e Sdo Paulo, uma diminuigio da desigualdade na repar-
ticdo das rendas de 1946 para 1948. Para o Distrito Federal, observa-se
um ligeiro aumento da concentra¢io entre 1934 e 1940, atingindo va-
lores marcadamente altos em 1942 e 1944.



A DESIGUALDADE NA DISTRIBUICAO DAS RENDAS 81

O emadro erncdy Cimdn os valeres nora oo Distritg Fodersl e 830

Fuctlo refevenies « 19280 7 v vl vog gifors 0 a3 mreerh mrinte puili-

enans puio Bro zo Wile on Reladels B orilerido e que oodo errd-

nesmIenTe €0 el s,

Pure vhrer s o Uor o lerien Ty s vidores ohirere L 5 i eaa-
des em oer’fe . comeeons e DT s s e oriiees
ES T A oL cetrloientoe G pon P
o bre-t o v T s T e L A s T e ]

. ) e . " ‘ r PR ks
Brasil — 194§ No=1-=7 3 1155w

1047 N.o= 1,09 0 Ly
1048 N.o=1,="230 1783w
Ta 5
VAl =g Ny o B2IOPARIITY
F. P~ o , HEFR R 1 B

; _ - Rt
J. - - - -— -
Nvw 2 _n 2,14 23 — —

0 (nlier refirzse a ans 1004 o a0 menc nain na coluna



82 REVISTA BRASILEIRA DE ECONOMIA

Dai ce concluem ox vilores de indice € de Gibra’: C=88,1, 88,4
e 81,4, respeeiivamente,

O rosthados des-er ¢llculrs dox Indices de desicualdade estiao
sumc oo s e ebets A0 AT tambdn ficurman oz indices de Gibraf cal-
cuiue = potit o Distroo Pederal ¢ 240 Poulo desde 1944,

Tin cotejr eom o= so'eores des indices de desigualdade ealeulados
. primeirsmente por catga das res-

P UlrTE Dalsis 10T, e 0T
o Iy e depoia, peln falia de dados atua-

e = eNpr olos noo enlin
lizaco . Crniunde, aprovai indo o va'eres do fndiee o de Pareto, dados
por Col'n Clark (9%, pedomes orgerizar o quadre 3 O Brasil, e as duas
unic e froeradas sohoestudn, cpre-entam uma desiguaklade maior,
ent gercd, que & dos paises al menconzacs. Em 1928, a eoncentracao
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no Distrito Federal era mencr cue nes Fstodes Unicdes; mes, de entfo

por diante, o ode-lawldede civinuiu nesse Ghimo pols mais rapida-

mente cue enrs nls _rointe g diserepancia entre o nosss situacdo
e o odes pofees e oo loplzoedo cnele-zondniear Conndd, Africa do Sul,
Austrilie, Neva Aolinals

nomico nic oo =eriier o o munllade de oacesszo As cportunidades
econdnniess, Arul continua o oberio o problema de, sem prejuizo
de nossp evpunsds ccondmic:, secleror a tepdéneln. 4 vislvel o partir

cio~ problima: de Gesenvelvimento eco-

de 1844, para ume mals cguitzdva distribuicds da renda nacivnal.

SUMMARY
INEQUALITY OF INCOME DISTRIBUTION

Tlhe theory of distribution comnprises two distinet aspects,
aelicr: ave, horerver, iter-devindent: ene considers the me-
chaniem by which the vewiuvioralicn nr the factors of production
i detfermined vinle the ofher considers the effects of this
meelfad s g bhe doete et en of (ncome betireen the individuals
oty i e compimiit .

FEeononiists have dealt mainiy with the first ospect, periiaps
because of ite infimate connections with the problem of produ-
ction. Howerer, repercussions op econoniic, social and even
biological phenomenn of the distribution of inecme ameng in-
dividuals are equally important and thus should merit special
attention. The study of individual income distribution has been
undertaken in two distinet ways. In the first place an
attempt has been made to establish a Ffunctional relation-
ship between (ncome and the number of individuals participat-
ing in the distribution process, that is to say, an attempt has
been made to find an analytical expression of distribution. An
extension of thie type of study seeks to iind, in probability
schemes, a rational basis of the laws, which have been formulat-
ed empirically. The second dirvection in which the study of dis-
tribution hes proceeded geels to find a single measure of in-
equaliti: of inceme, which would be able to svmmarize the es-
sential crpocts of the distribution,

Tiie 7=t chapter analyses the famnous lew of Pareto. giving
the stai':*leql hasiz on which he founded his conelusion that the
form of the distribution curve is invarignt in time and space.
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Pareto himself generalized his law in order to deal, not oply
with total income, but also with property and labour ixcome,
obtaining betier aoprosimations. The several procedures used
to deterimine statistically the parameters of these junctions are
erantined.

There are alsy examined the investigations of Gini who
cousidera not only the nuniber of individuals in each riass but
aise ¢lie aiiowit of thelr income, and the reswlls obtained by
Daviz which are based on probability considerationz. Finally
there is considered the exrpression found by Amoroso icho takes
tto aceopnt the unimedal characteristic of the distribition curve
when the latter is considercd in (s entire extension.

The second chapter is dedicated to the “method of trans-
iation”" introduced by Edgeworth and Kapteyn. In many clessical
distributions, in physics, biology and economics it is found that
the points (log x,, z,) are approximately collineal, which suggests
a logarithmie anamorphosis. One thus arrives at the well-knowna
funetion of Galton-McAllister, application of which tn econontics
has been mode particularly by Gibrat. The most diverse economic
phenomena obey this distribution, such as the distribution of
wages, of workecs by firms, of the rate of pauperism, of
sueccessions, and of rents, in addition to the distribution of income.
After studying the mathematical basis of Gibrat’s procedure, the
econainie significance of the parameters is examined. The paper
then deals with the generalization of the method in accordance
with D’Addario. /1t is shown that the various types of equation
which have been proposed can be reduced to a single generating
funetion by means of transformaetions which satisfy the same
differential relationship.

Pareto’s Law is originally an empirical and not a rational
law. Nevertheless Pareto himself tried to explain it in the lLight
of the calculus of probability. In the 3rd. chapter the various
attempts made to find a rational explanetion of the distribution
function are discussed. Probability schemes were constructed in
which the elementary factors did not behave with the regularity
which teads to the well knoirn Gaussian distribution. Disturbing
facters were tintroduced which led to e distortion of the
fundamental curve. These reflected the obstacles created by the
structure and organization of society to the acquisition of wealth
as well as the personal eircumstances which favour its obtention.
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The third chapter also appraises the analysis of Boltzmann’s
scheme, and its application by Cantelli, the “law of proportional
effect” by Gibrat and the studies of Kalecki and Rhodes.

The fourth chapter deals with the second aspect of the study
of income distribution, i. e., with the search for a statistical
parameter, capable of summarizing the relevant aspects of distri-
bution and which would yield the numerical representation of the
economic concept of inequality. The various measures which have
been proposed can be classified in 4 groups, according as they
are based on the analytic expression of the distribution, or cor-
respond to the mean deviation type, or to the mean difference
type, or finally are based on a criterion related to the utility equi-
valents of individual incomes.

Consequently there are stated in the first place Pareto’s
a inder, Gini’s & index, and Gibrat’s C index. These are then
compared with the advantages of the use of the mean deviation
and mean difference. Finally the chapter deseribes the measures
which presuppose a functional relationship beticeen the size of
income and economic welfare.

In the last chapter the proceding theories are applied to
the study of income distribution in Brazil, After explaining the
peculiarities of our income tax legislation, income tax data are
used to measure the inequalities of income distribution in Brazil
as « whole in the years 1946/1948, in the Federal District
between ' 34 and’ 48 and in Sdo Paulo between’ 44 and’ 48, The
results of these calculations are summarized in table 4. For
Brazil as a whole as well as for the Federal District and Sdo
Paulo there is observed a diminution of inequality of income
distribution between’ 46 and’ 48. For the Federal District there
is a slight increase in income concentration between 3% and 40,
and very high values are attained in’ 42 and’ 44.

Table 5 compares the value of the a indexr for Brazil with
the value of the same indexr for other countries. Brazil and the
tiwo subdivisions mentioned appear to present an index of
inequality higher in general than that of the countries mention-
ed there. In 1928 the concentration of income was less in the
Federal District than in the United States; buf since then the
inequality of incomes has decreased more rapidly in the latter
country than here. The discrepancy between our situation and
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that of the countries of Anglo-saron colonization: Canada, South
Afriea, Australia and New Zeeland, is very great. In these coun-
tries economic development has not involved sacrifice of pro-
gressive equalization of wealth. Here in Brazil there remains the
problem, of accelerating without prejudice to our economic
expansion, the tendency, which has already been evident since
1944, towards a more equitable distribution of the national
ncome,

RESUME

L'INEGALITE DE LA DISTRIBUTION DU REVENU

La théorie de la distribution présente deux aspects qui,
quoique différents, sont en méme temps interdépendants: le pré-
mier considére la formation de la rémunération des facteurs de
la production tandis que le deuxiéme $occupe des effets de ce
mécanisme sur la distribution individuelle du revenu totel dans
la socidté, Clest peut-étie @ cause de sa rélation intime avee le
probléme de la production que les économistes se sont occupés
surtout de ce premier aspect. Cependant les répercussions de la
distribution individuelle du revenu sur les phénomeénes économi-
ques, sociauxr et biologiques néritent autant notre attention.

L’étude de la distribution individueiic du revenu a été en-
tamée de deuxr maniéres. On a tdché d’abord d’établir une re-
lation fonctionelle entre le revenu et le nombre de personnes
participant au processus de la distribution, c.-a-d., on a tdché
de trouver une expression analytique de la distribution. C'est
en continuant dans cette dirvection que Uon a tdché de trouver
dans des schémas de probabilité une base rationelle pour les lois
que Uon avait formulées empiriquement.

U'ne autre direction de Uétude de la distribution du revenu
s'est efforeée a trouver une mesure simple de Uinégalité du
revenu qui en méme temps résumerait les aspects essentiels de
la distribution.

Le premier chapitre analyse la loi de Pareto indi-
guant la base statistiqgue sur laquelle il o basé sa conelusion que
la forme de la courbe de la distribution de revenu est invariable
aens le temps et dans Uespace. Pareto lui-méme a gé-
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néralisé cette loi dans le but de la faire applicable non seulement
au revenu total mais qussi au revenu de travail et re-
venu de capital. Le résuliat en était des npproximations plus
serrées; aussi les méthodes employées a déterminer les parame-
tres de ces fonctions d laide des statistiques sont eraminées
en detail,

L’ auteur examine ensuite les recherches de Gini qui eonsi-
dére non seulement le nombre de personnes dans chaque interval
mais aqussi la somme de leurs revenus, ainsi que les résultats
obtenus par Davis qui sest basé sur des considérations de
probabilité.

L’article s'occupe aussi des résultats obtenus par Amoroso
qui tient compte de la caractéristique “unimodale” de la courbe
de la distribution quand celle-ci est considérée en entier.

Le deuriéme chapitre est dédié a la “méthode de translation”
introduite par Edgeworth et Kapteyn. Dans beaucoup de dis-
tributions classiques en physique, biologie et économie on trouve
que les points (log x,, z;) prennent approximativement la forme
d’'une colline ce qui suggére une anamorphose logarithmique. C'est
ainsi que Uon arrive 4 la fonetion bien connue de Galton -Mce
Allister qui a été appliquée en économie surtout par Gibrat.

Des phénoménes économiques les plus variés obéissent d
cette distribution, par exemple, la distribution des salaires, du
nombre d’ouvriers par firme, du taux du pauperisme, des succes-
sions, des loyers et aussi la distribution du revenu. Ayant étudié
la base mathématiqgue des méthodes de Gibrat, la signification
économique des paramétres est analysée. L’article discute en-
suite la généralisation de la méthoede en accord avec D’Addario.
L'auteur prouve que les divers types d’égquation qui ont été pro-
posés peuvent étre réduits @ wune seule fonction genératrice a
Uaide de transformations qui satisfont la méme relation diffé-
rentielle. La loi de Pareto est dans son origine empirique et
non pas rationelle. Cependant Pareto [ui-méme a tdché de
Vexpliquer a l'aide du caleul de probabilité,

Le troisiéme chapitre discute les tentatives faites dans le
but de trouver une explication rationelle de la fonction de la dis-
tribution. Des schémas de probabilité ont été construits dans
lesquels les facteurs élémentaires n'ont pas la régularité qui méne
@ la distribution bien connue de Gauss. Des facteurs perturbateurs
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nenaint a4 wne distortion de la courbe fondamentale ont é1é in-
troduize, Ceuiect retictacent [es obstacles erées par la structure
et lorganisaiion de la socidté & Pacquisition de richesse ainst
que ies cirecopsiances personnelles qui y peuvent étre favorables.

Ce chapitre passe en revue qussi Uanalyse dw schéma de
Boltzmann et son eppiication par Cantelli, la loi de Ueffet pro-
portionne! de Gibrat et les études de Kalecki et Rhodes.

Le quatriénie chapitre s’occupe de Uautre aspect de Uétude
de la distribution du revenu, c.-a.-d., la recherche d’un paramétre
statistique qui pourrait résumer les aspects importants de lo dis-
tribution et qui aboutirait d la présentation numérique du concept
economique de Uineégalité. Les différentes mesures qui ont été
proposées peurvent étre classifices en quatre groupes selon le eri-
térium qielles ont leur base dans U'exrpression analytique de la
distribution, la déviation moyenne, la différence moyenne ou
Vutilité equivaleite de revenus individuels. De cette maniére ce
sont surtout Uindice a de Pareto, I'indice d de Gini ef I'indice C
de Gibrat qui demandent Uattention. L'avantage de ces indices
est comparé & Uempiol de la déviation moyenne ou de la diffé-
rence moyenne. Finalement, ee chapitre donne une deseription
des mesures qui présupposent une relation fonctionelle entre le
niveau du revenu et le bien-étre économique.

Dauns le dernier chapitre Uauteur applique les théories pré-
cédentes a U'étude de la distribution de revenu au Brésil. Aprés
une explication des particularités de la legislation de Uimpdt sur
le revenu au Brésil, les données de U'impét sur le revenu sont
employées d mesurer linégalité de la distribution du revenu au
Brésil pendant les années 1946/48, au District Fédéral entre
1934 et 1948 et 6 Sdo Paulo enfre 194} et 1948. Les résuliats
sont présentés auw Tableau 4. Pour le Brésil en général, ainst
gue pour le District Fédéral et pour Sao Paulo on constate une
diminution de Uinégalité de distribution du revenu entre 1946 et
1948. Dans le District Fédéral on constate une petite qugmenta-
tion de la concentration du revenu entre 1934 et 1940 tandis
que la concentration était trés élévée de 1942 a 1944,

Le tableau 5 compare la valeur de lindice a du Brésil avec
celui d’autres pays. Il parait que cet indice d'inégalité est plus
haut en général pour le Brésil, le District Fédéral et Sdo Paulo
que pour les autres pays mentionnés dans ce tableauw.
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En 1928 la concentration du revenu était moins élévée au
District Fédéral qu'aux Etats Unis, mais depuis lors U'inégalité
de la distribution du revenu a diminué plus rapidement dans ce
pays qu'ici. H y a une grande différence entre la situation aux
pays colonisés par les Anglo-Sarons (Canada, Afrique du Sud
Australie et la Nouvelle Zélande) et la notre: le développement
économigue de ces pays n'a pas mené au sacrifice d’équalisation
progressive de richesse. Iei au Brésil nous rencontrons toujours
le probléeme de stimuler sans préjudice i U'erpansion économique
la tendance & une répartition plus équitable du revenu national
que Uon a déja pu constater depuis 1944.





