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Este artigo compara as primeiras iteragbes de diferentes algoritmos para determinagao
da taxa interna de retorno de projetos de investimento simples. Sdo examinados os al-
goritmos de Newton-Raphson, Newton-Raphson modificado ¢ Boulding. Conclui-se
que todos fornecem aproximagGes por faita para a taxa interna de retorno, sendo que a
mais precisa das trés € a do algoritmo de Boulding, seguida pela do algoritmo de New-
ton-Raphson modificado.

1. Introdugdo; 2. Os algoritmos; 3. Resultados preliminares; 4. Resultados principais; 5.
Conclusdo.

1. Introducao

O problema fundamental da andlise de investimentos consiste em avaliar a
economicidade de um projeto de investimento usualmente caracterizado
pela sua seqiiéncia de fluxos esperados, {a,, a,, a,, ...,a,}. Admite-se, sem
perda de generalidade, que a,,< 0 € a, #0. Um dos critérios mais utiliza-
dos nesta avaliagao € o da taxa de retorno, por definigdo igual a taxa de
desconto que anula o valor atual da seqiiéncia de rendimentos esperados
do projeto. Analiticamente, se
n
Vi) =3 a(1+i)7
j=0

€ o valor atual do projeto A taxa de desconto i, i* € a taxa interna de re-
torno do projeto se e s6 se V(i*) = 0. De acordo com tal critério, o projeto
deve ser realizado quando a taxa de desconto de mercado for inferior a
taxa interna de retorno. Uma discussdo completa deste assunto, no que
concerne as condigdes para sua aplicabilidade, encontra-se em Faro
(1985). Devemos mencionar, entretanto, que € necessirio que a taxa de
retorno exista e seja dnica, para que possamos cogitar de analisar o proje-
to desta maneira.
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Assegurada a aplicabilidade deste critério, defrontamo-nos com um
problema de ordem prética: calcular o valor nimerico da (\inica) taxa in-
terna de retorno i*. Uma vez que V(i) € um polinémio em (1+4)", este
problema se reduz & determinagdo de rafzes de polin6mios. Esta nio &
possfvel por meios elementares senédo para polindmios de grau menor do
que 5. Descartada a busca das rafzes exatas de V(i), sé resta ao analista a
determinagdo de valores aproximados de i*, 0 que usualmente se faz por
métodos numéricos iterativos.

Dentre os algoritmos disponfveis, destaca-se o de Newton-Raphson, de
grande eficiéncia e, por isso mesmo, muito empregado. Sua convergéncia,
entretanto, estd condicionada a certas caracterfsticas do formato do gréfi-
co da funcdo V(i), que nao se verificam para todos os projetos de investi-
mento., Um outro procedimento, proposto por Boulding (1936), de manei-
ra geral produz aproximacdes melhores do que as de Newton-Raphson,
como constatou empiricamente Faro (1978, 1983). Entretanto, a literatura
concernente ao algoritmo de Boulding € escassa, e a demonstragao de sua
convergéncia, ao que sabemos, foi feita apenas para objetos de investi-
mento simples (sobre isto, ver Klinger, anexo a Faro, 1983).

Objetivamos apresentar alguns resultados iniciais a este respeito. Para
o caso de projetos de investimento simples com taxa interna de retorno
positiva, (isto &, i* > 0) compararemos a qualidade das primeiras iterages
dos dois algoritmos e de uma versdo algo modificada do algoritmo de
Newton-Raphson. O artigo estd dividido do seguinte modo: na segdo 2,
apresentam-se os pré-requisitos a leitura do texto; a seg@o 3 contém os
temas usados na demonstragdo dos resultados principais, que estdo na
secdo 4; a secdo 5 conclui o artigo.

2. Os algoritmos

Inicialmente, caracterizamos os projetos de investimento do tipo simples.
Diz-se que um projeto de investimento com fluxos de caixa esperados {a,,
a,, ...,a,} € do tipo simples se:

) a <0
ll) a‘l, a2) a39"°’ an-1 = O
iii) a;> 0

O valor atual deste projeto depende da taxa de juros i, de acordo com a
relacao:

n .
V@) = Z aj(1+1)7);i > -1
j=0
Utilizando as regras do célculo diferencial, € f4cil verificar que V &
funcéo estritamente decrescente € convexa de i.
Como

lim V@3) = + ; im V(@) = a, < 0,
i-» -1 i—-> + e,
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conclufmos imediatamente a existéncia e a unicidade da taxa interna de
retorno i*, o que justifica a utilizacdo de algoritmos para sua determi-
nagao.

Neste trabatho, nos restringimos ao caso i* > 0, néo levando em conta
aqueles em que * < 0. Ou seja, levamos em conta os casos em que V(i)
tem o gréfico da figura la, e exclufmos a possibilidade da ocorréncia de
1b.

Figura la
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Uma cogdigéo necessdéria e suficiente para que i* > 0 € que V(0) > O,

ouseja, 3 4;> 0. Daqui por diante, supomos vélida esta relagio.
j=0

Passemos agora 3 descrigdo dos algoritmos. Antes, frisamos que, como
em todo processo iterativo &€ preciso ter uma condigédo inicial, arbitramos
como primeira aproximagdo, o valor {, = O, e a partir deste valor calcu-
lamos as itera¢des seguintes.

A idéia geométrica que motiva o algoritmo de Newton-Raphson esti
apresentada na figura 2.

Figura 2

? Vi)

A — i

,=0 i i o

A partir de {, = 0, tragamos a reta tangente ao grafico de V(i); i, seré
O ponto em que esta reta cortar o eixo 0i, De modo geral, i, , serd o pon-
to onde a tangente ao grifico V(i) no i)onto (i, V (ip)) corta o eixo Oi. E
f4cil perceber (e demonstrar, o que nédo faremos) que, no nosso caso, de-
vido 3s caracterfsticas particulares de V(i), este processo produz uma
seqliéncia crescente que converge para i*.

O valor de i, (NR) (sfmbolo que significard a primeira iteragdo do al-
goritmo de Newton-Raphson) pode ser determinado pelo sistema:

V @1, (NR)) - V(0)

= VO
i, (NR)-0

V@i, (NR)) =0
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0 que implica: V()

V(0)

i, (NR) = -

ou seja: E '

i, (NR) = __rl;i_
Ejaj
j=0

No nosso problema, o algoritmo de Newton-Raphson modificado con-
siste na aplicacdo do processo de Newton-Raphson ndo a V(i), mas a uma
fungdo diferente. Mais especificamente, se efetuarmos a mudanga de va-
ridvel

X = (1+i)
concluiremos que ao valor i, = O corresponde x, = 1. O processo de
Newton-Raphson aplicado a funcéo F(x) dada por:
Viy= 2 ad+di = ¥ ax=Fx
j=0 j=0

com aproximagio inicial x, = 1 produz uma seqiéncia { x; }, a qual cor-
responde uma seqtiéncia {i;} de aproximagdes para i*, onde

X = (1+ip"
O valor da primeira iteracao deste algoritmo de Newton-Raphson modi-

ficado serd denotado por i, (NRM). Trataremos, pois, de calcular seu va-
lor. Temos que X, est4 determinado por:

X, =1

F (x,)-F (x,)

—_— = F’(xy)
Xy = Xg

Fx)=0

Assim: ;
F (1) 20 %
Xy, = = — 41= —— +1

’ n

FD 2 ja;

j=0 J
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Uma vez que

temos

ou

Néo apresentaremos aqui a descrigdo completa do processo de Boul-
ding para a determinacao da taxa de retorno do projeto; o leitor interessa-
do pode se referir a Faro (1983). Nos limitaremos a apresentar a ex-
pressdo para o valor de sua primeira iteragido, que se garante véilida ape-

- 1
* = 151, (NRM)

) 1-x,
1, (NRM) = =

i, (NRM) = i, (NR)/{1-i, (NR)}

nas para o caso de projeto de investimento simples:

3. Resultados preliminares

Nesta se¢do, demonstramos dois lemas utilizados na segio seguinte. Para
sua compreensdo, € necessério apenas que o leitor conhega resultados
elementares do célculo integral e o fato que o grdfico de uma fungéo con-
vexa se situa abaixo da corda tragada por dois de seus pontos.

Lema 1:

Se x > 1, entao ]
x-1>¢nx>1-—=>

onde: 2nx € o logaritmo neperiano de X.



Demonstracao:
Se t e (1,X), temos:

O<li<t<gx=

1 1
> — < — <1,
X t

Integrando de 1 a x temos:
fi‘—)l( dt<f3‘—t1 dt < [¥ 1dt=
1 X

3> = (x-1) < ¢nt <1l.(x-1) >
X 1

> x-1 > anx>1- C

1
X

O lema a seguir também ¢ conhecido como desigualdade entre as mé-
dias aritmética e geométrica.

Lema 2:

Se x,, Xz,...X,, s80 niimeros reais positivos (n = 2),

n
te [0,1] para je {1,2,...,n} 2 b tjzl, entao:
=1
ty t;

X, - x2 e X=X, X, + ...+ X,
n
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Demonstracio:

Seja y. = ¢n Xje De acordo com Lima (1978, p. 237), a convexidade da
fungio fy)=e> implica as seguintes hipéteses:

f(t,yy, + ty, + .o + ty) = 4f(y,) + t.f(y,) + ... + tfly,) =

¥ Y2 ¥n
Zhy, t Ly, ..+t Y, € e +thte +..+fe

>e

como e i

= Xj,ety, + Ly, + ..+ ty, = t nx, + .. + t.anx,

4 ty th Lot th
= an1 + n X + ... + 2nx = ¢n (x1 X, e X ), temos:
n n

ot

ta
2n (x1 XX sty X, F X, Faat Xy 2
n

Lot th
T Xy Xl Xp Sty Xy F b X, et by X C

4. Resultados principais

Nesta secdo, demonstramos o teorema 1: se {a,, ai,..., a,} € a seqliéncia
de rendimentos esperados de um projeto de investimento do tipo simples,
com taxa interna de retorno {* > 0, entdo:"

i, (NR) < i, (NR) < i,(B) < i*

Demonstracao

Temos: a.
}

. j 0 . n n ] P =
1,(NR) = — >O,p015l2 a;, > Oe‘z ja> 0

=0 j=0

M

Mz
Ly
)

0

.
I

' O fato de que iy (NR) < iy (NRAD e i,(NR) < i, (B)j& havia sido demonstrado, de uma manei-
ra alternativa, em Faro (1978), para uma determinada classe de projetos de investimento simples.
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Além disso.

n
DI
n n n j=0
0< 3 a <3 a <3 ja, > — < 1
i e ] n
=0 =1 i=1 I ja
j=0
Assim,
0>i,(NR)<1=
>1>1-i(NR)> 0=
1
>— >1=
1-i,(NR)
1,(NR)
> ——— > i,(NR)
1-i,(NR)
i,(NR)
Como i,(NRM) = —————, temos i,(NRM) > i;(NR)
1-i,(NR)
Sejam:
n
29
=1
C=—
n .
IR
i=1
n
2y
i=1
X =.—
ag
entio,0 < C <1l e X>1.
n n
Temos 2 a 3 3;
j=0 a, j=1 1 X-1
I(NR) = — = + — =-—.C+C=C(—) >
n n n X X

j=1 j=1 j=1
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i,(NR) C(X-1) 1 C(X-1)
HNR) X

> i,(NRM) =

1-C(X-1) X-CX+C
X
Como i, (B) = X¢-1, a desigualdade i,(B) > i, (NRM) equivale a:

CX-1D
Xe-1>

,comCe (0,1)e X > 1,
X-DH(A-O)+1

ou, 0 que € o mesmo

X-DA-O)+1  Xé-1

[ 1( )> 1,paraX > 1.
C X-1
Definindo
1, X=1
fX) =
{ (X-1)(1-0)+1 ] [ XC-I]
WX >1,
C X-1

temos de provar que f{X) > 1 para X > 1. Procederemos em dois passos:
i) f € contfnua para X = 1:

N
lim [(X-l)(l-C)+1 } 1
Xol | —— | = _
C c

1

> lim fX)=-.C=1=1Q1)
lim X¢1 X-1 S
X-1

X-1

J

(O segundo limite €, por definigéo, a derivada de X¢ para X=1.)
i) f(X) > OparaX > 1:

Temos:

PX) X-D{A-O)(Xe-D+[(X-1)(1-C)+1]CXe"}-[(X-1)(1-CO)+1](Xe-1) _

C(X-1)?
646
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_ (X-DIX-DA-O)+1]CX (X -1)

C(X-1)?

B XC(1-O)(X-1)? - (1-C)(X-1) - 1] + 1

C(X-1)?
Devemos entdo provar que, para X > 1,
g(X) = X '[C(1-C)(X-1)? - (1-C)(X-1)-1]+1 > Opara X > 1
Como g(1) = 0,
g'X) = X'[2C (1-C)(X-1) - (1-O)] +
+ (C-DXe2 [C(1-CHX-1)? - 1-CYyX-1)-1] =

= X¢-2[2C(1-C)(X-1)? - (1-CO)(X-1)+2C(1-C)(X-1)-(1-C)+
- C(1-0)? (X-1)*+(1-0)*(X-1) + (1-0)] =
= X[ C(1-C)(1+C) (X-1)* + C(1-O)(X-1)] > 0,

concluiremos que g’(X) > D para X > 1. Desse modo,

(X)) =

> 0 se X>1, e assim f(X) > f(1) = 1, para todo X > 1.
C(X-1)?

Quanto 2 dltima desigualdade, pelo exposto na secdo 2 sobre as pro-
priedades da fungao V(1), conclufmos que

1,(B) = i* © VG43,(B)) = 0
Passemos agora & demonstragdo desta desigualdade.
Temos:
i,(B) = X¢-1

z

n
V@) = X aj(1+i)]
j=0

> V(i,(B)) = I g X-ic
j=0
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logo

n n
Vi,B)= 0« Ean'jC>0<:> Zan'j‘:; - ag
j=0 j=1

Defina-se
aj n
tj = ;entdot; = Oe X t; = 1. Pelo lema 2 da segéo anterior.
n j=1
3 g
k=1
n i n n a, n n
TaXk=(3a) 3 XF=( 2 a) I4Xic=
j=1 k=1 =1 n k=1 j=1
T g
k=1
n
2t

n n n '—l”
=( T a) DX=( 3 a)X)"
k=1 j=1 k=1

mas:
n
EJaj
n =1 1
p jtj = = — , logo:
j=1 n C
2 g
k=1
n ) n 1 n (-ag)
Ean‘ch ( Za) —=(C3 a) -
j=k k=1 X k=1 n
( p ak)
k=1

portanto, i,(B) < i* O

Embora tenha ficado demonstrado que i,(NR) < i,(B) (pois
I,(NR) < i,(NRM) < i,(B) & possfvel dar uma demonstracio direta desse
fato. E o que fazemos a seguir, embora incorrendo em redundéncia, em
virtude da simplicidade da demonstragao.

Teorema 2:
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Nas condi¢des acima,

i,(NR) < i,(B)
demonstragéo:
Temos:
CX-1)
1,(NR) =
X
i,(B) = X°- L.

Entz'ao, pelo lema 1 da segéo anterior:

X>11 e .
C2of~X> 1 i(B)= X1 > X = CX >
C(X-1)
> =i, (NR)
X

5. Conclusao

Os resultados apresentados indicam que o algoritmo de Boulding prové
uma melhor aproximagao inicial do que as duas formas do algoritmo de
Newton-Raphson. Assim, temos uma razdo para preferi-lo, quando do
célculo da taxa interna de retorno.

Trés questoes, no entanto, ficam em aberto. Em primeiro lugar, deve-se
perguntar se esta maior velocidade de convergéncia do algoritmo de
Boulding em relagdo aos de Newton-Raphson se mantém nas iteragGes
subseqtientes. Em segundo lugar, caso a resposta & primeira questio seja
sim, devemos ponderar os custos de determinagio dos valores das diver-
sas iteragOes dos algoritmos. As aproximacdes dos algoritmos de New-
ton-Raphson (tradicional e modificado) se determinam com as quatro ope-
ragOes, enquanto as aproximagbes do algoritmo de Boulding envolvem
uma exponenciacdo com expoente de maneira geral nao-inteiro, sendo
portanto uma operagdo mais complicada e custosa. Além disso, resta a
questio da convergéncia do algoritmo de Boulding.

De qualquer modo, os teoremas demonstrados constituem um primeiro
argumento tedrico a favor do algoritmo de Boulding, para a classe de pro-
jeto do tipo investimento simples.

Abstract

This paper compares the first iterations of different algorithms to determi-
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ne the internal rate of return on simple-investment projects. Newton-Ra-
phson, modified Newton-Raphson, and Boulding algorithms are studied.
The conclusion reached is that all of them provide approximations that are
smaller than the actual internal rate of return, the most precise of the three
being the Boulding algorithm, followed by the modified Newton-Raph-
son.

Referéncias bibliogriaficas

Boulding, K.E. Time and Investment Economic, 3(10):196-200, May
1936.

Faro, Clovis de. Determinacdo da taxa de juros implfcita em esquemas
genéricos de financiamento: comparagdo entre os algoritmos de Wild e
Newton-Raphson. Rio de Janeiro, FGV/EPGE, Ensaios Econdémicos, n.
25, out, 1978,

. Determinagdo numérica da taxa interna de retorno: confronto entre
os algoritmos de Boulding ¢ de Wild. Revista Brasileira de Economia,
Rio de Janeiro, FGV, 37(3):279-311, jul./set. 1983.

. A eficiéncia marginal e capital como critério de avaliacao de proje-
tos de investimentos. Rio de Janeiro, Ibmec, 1985.

Lima, E.L. Curso de andlise. Impa/CNPq, 1978. v. 1, Projeto Euclides.

650 R.B.E. 4/90





