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1. Introdugao

De tempos em tempos aparece uma hovidade cientifica que encontra popularidade junto
ao grande piblico. Assim foi pelo menos com a geometria nio-euclidiana e a teoria da
relatividade, com a teoria das catdstrofes, e agora com a teoria do caos. Infelizmente a ciéncia
econdmica se presta muito a esse tipo de atitude pseudocientifica. E facil fazer associagdes
supetficiais entre caos e economia, principalmente em um pafs como o Brasil. Contudo, este
perigo ndo deve nos impedir de estudar a teoria econdmica tendo em mente os desenvolvi-
mentos recentes da teotia matematica do caos, que tem sem divida alto conteudo cientifico.

Vamos explorar aqui trés aspectos distintos da teoria econdmica em sua relagdo com a
teoria do caos: a teoria dos pregos de ativos financeiros, o equilibrio geral econdmico de
Walras e a teoria do capital.

2. A teoria dos pregos de ativos financeiros e o movimento browniano

Um fato notével, que pouca gente conhece, ¢ que o matemitico francés Louis Bachalier,
em sua tese de doutorado de 1900 intitulada Théorie de la spéculation, tenha antecipado entre
outros fatos matematicos o movimento browniano e as equagdes de difusio. Mas, o que nos
interessa aqui é a modelagem de pregos de agdes da Bolsa de Paris por uma transformagio
do movimento browniano.

E interessante notar que o grande matematico francés H. Poincaré, um dos precutsores
da teoria matemitica do caos, era o principal examinador da tese. Na ocasido, ao nio
reconhecer plenamente a originalidade da tese e dar demasiada énfase a um erro matemitico,
a banca examinadora cometeu grande injustica com Bachalier. O movimento browniano
possui algumas propriedades chamadas de caos probabilistico, e essa conexio entre movi-
mento browniano e prego de agdes pode ser considerada a primeira manifestagio da idéia de
caos em teoria econémica. Nos ultimos 20 anos, a modelagem de prego de ativos financeiros
por processos de difusao tem sido um dos pilates da teoria financeira modetna que tem
proporcionado muitas aplicagdes de cunho pratico, permitindo inclusive grande desenvolvi-
mento do mercado de derivados financeiros. Para concluir esta se¢io devemos mencionar o
fato de que tem havido tentativas de descrever o prego de agSes por uma modelagem caética
deterministica, que, embora altamente interessante inclusive do ponto estatistico, ainda nio
apresentou conclusio definitiva.

* Do Instituto de Matematica Pura ¢ Aplicada (Impa) e da EPGE/FGV.
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Nota: p, é o prego da agdo no tempo ?.

3. A indeterminagao do equilibrio geral walrasiano

E bem conhecido o fato de que s6 com restrigdes muito fortes as utilidades dos agentes
econdmicos se consegue que o equilibrio walrasiano seja tnico. Contudo, um resultado de
grande importancia, devido a G. Debreu, diz que os equilibrios sdo em numero finito, mais
precisamente se u: R{ — R sio fungdes de utilidade do consumidor i = 1, ..., I, supostas de
classe C?, estritamente crescentes e quase-cdncavas e tais que {x € R{ ,u(x)=x} C R/, =
{x € R, x=(xp,..., x) x;>0,i = 1,...,]}V ¢ € R. Entio, temos o teorema:

Teorema. Existe um conjunto de medida nula C C R /I tal que, se w ¢ C, entio a economia
com dotagdes iniciais w e utilidades u; descritas acima possui um nimero finito de equilibrios.

Pode-se obter uma representagio grafica deste teorema:
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" A seguif, temos uma ilustragéo com a caixa de Edgeworth:

]|

onde x j i representa o consumo do bem j pelo consumidor i,j, j= 1,2 x

Contudo, se abandonamos a hipétese de mercados completos feita nas economias
walrasianas, perdemos também a finitude do equilibrio e, mais ainda, a unicidade local do
equilibrio. Isso torna extremamente dificil intetpretar vétios modelos nos quais aparece a
nogio de equilfbrio. Pois, nesse caso, arbitrariamente préximos de um equilibrio P existem
outros equilfbrios, o que faz com que seja pouco tealista supor que P venha a ser obtido através
de algum processo evolutivo ou mesmo de expectativas racionais. Essa idéia foi muito
desenvolvida nos modelos de geragdes justapostas. Outra idéia cortelata é a de equilibrio de
manchas solares, que diz que a idéia de expectativas racionais é compativel com a idéia de
os agentes tomarem suas decisdes com base em uma observagio exégena ao sistema eco-
ndmico.

4. Teoria do capital

Um problema cldssico econdmico € estudar a trajetéria 6tima da acumulagio de capital
da economia. Isto é, estamos interessados no problema:

max Z ou(c)
1-0

f(kt) = k[{-[ + <, t= 0, 1, aeiy k() dado;

onde k, é o capital inicial, u, f as fungdes de utilidade e de produgio, respectivamente, e
0 <8 < 1 a taxa de desconto da economia.
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_ A solugio desse problema, a trajetétia 6tima de acumulagio de capital, é denotada por
{k, (ky)} >3- Dizemos que a propriedade de Turnpike é verdadeira se k (ko) —_k?® para todo
ko, onde k P ¢ o estado estaciondtio 6timo associado a §. Um teorema classlco, ao qual direta
ou indiretamente podemos associar os nomes de Von Neumann, Ramsey, Cass e Koopmans,
diz que:

TeoremaA.Seu >0,u” <0,f >0,f" <0, entio a proptiedade de Turnpike é verdadeira.

Consideremos o caso mais geral:
P,, max ;oar V(k, k), k, dado,

com V C? estritamente concava. O caso anterior se obtém deste ao se fazer

V( knl) u (f( ) kn-])
Entao, temos o teorema:

Teorema B. Seja K compacto, convexo C R 2. Seja f: K — K C2. Entio existe V C, es-
tritamente concava,e 0 < 8 < 1 tal que a solugio de Pyyseja k, (ky) = O (k); o t-ésimo iterado
def.

Assim é que qualquer fungio de classe C! pode ter seus iterados como solugao de um
problema de otimizagio dinimica. Dessa forma, se a fungio for cadtica, seus iterados
comportam-se como se fossem aleatdrios. Isto é, um problema de otimizagio dindmica niao
conduz a um comportamento regular da trajetéria de capital como o teorema A sugeriu.
Contudo o teorema a seguir coloca um limite no grau de caoticidade da solugio de Py ;.

Teorema C. Existe M > 0 tal que:
Yo | k- Kl P <MIk-ko|2.

Este resultado acarreta, em patticular, que duas trajetérias, uma comegando emk, e outra
em k , nio podem se afastar a uma taxa maior que 3712, Isto é, as trajetérias tém uma
sensibilidade razodvel em relagdo as condigées iniciais, uma vez que d = {37 ¢ /> ataxa de
juros real, é relativamente pequena.

5. Observagoes finais
Existem outras situagdes econdmicas em que podemos observar o fenémeno do caos, tais

como o modelo de gera¢des justapostas e os modelos de aprendizado econémico. Contudo,
existe uma observagio que podemos fazer em relagdo a todos eles. O rigor imposto pela
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racionalidade econémica e pelas equagdes de equilfbrio nio € suficiente para evitar a
irregularidade das trajetdrias econdmicas ou mesmo a caoticidade.

Resta, contudo, saber se isso traduz propriedades dos modelos teéricos de economia ou
algo mais profundo, ou seja, a itregularidade do processo econémico real. E, mais ainda, caso
existam essas irregularidades no processo econdmico real, sdo elas passfveis de corregio por
parte das autoridades econdmicas, como se assume no caso keynesiano? Estas sio questdes
fundamentais para os economistas na atualidade.
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