O desempenho de duas fung¢oes de Lorenz com dados
de renda do Brasil

José W. Rossi®

Neste artigo comparamos o desempenho de duas fun¢Ses de Lorenz, propostas
recentemente na literatura, quando aplicadas aos dados dos censos de 1970 e 1980,
para a distribui¢do de renda no Brasil. A primeira, sugerida por Kakwani e Podder
(1976), € definida em termos de um sistema de novas coordenadas para a curva de
Lorenz, os parametros da qual poderio ser estimados pelo método dos minimos
quadrados ordindrios, jd que a fungdo € log-linear. A segunda func¢do, proposta por
Rasche et alii (1980), é intrinsecamente ndo-linear, apresentando, portanto, maior
complexidade quanto a estimag3o dos parametros. Em ambos os casos o indice de
Gini podera ser prontamente obtido a partir dos parametros da fungao.

As duas fungOes apresentaram resultados muito bons com os dados dos censos,
ndo permitindo sequer estabelecer, do ponto de vista estatistico pelo menos, qual-
quer superioridade de uma sobre a outra.

1. introducdo; 2. Sobre as fungdes; 3. Aplicagdo.

1. Introdugao

A preocupagio com a mensura¢gdo na desigualdade du distribui¢do das rendas
pessoais vem de longa data. Vilfredo Pareto com o seu Cours d'economie poli-
tique, publicado em 1896, por exemplo, representa um esforgo pioneiro para
medir a desigualdade por meio do ajustamento de uma fungido matemiatica a dados
empiricos de renda. Ainda outros métodos tém sido desenvolvidos para avaliar o
grau de concentragdo da renda, sem a preocupagio com qualquer fungdo matemd-
tica especifica. Na verdade, esses dois procedimentos tém florescido lado a lado.

Nestas notas, entretanto, nos ocuparemos tao-somente com o dessmpenho de
duas fungdes de Lorenz sugeridas recentemente por Kakwani e Podder (1976) e
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Rasche et alii (1980), quando aplicadas aos dados dos censos de 1970 e 1980 para
a distribui¢do de renda no Brasil. No item a seguir, discutiremos os detalhes dessas
duas fungbes, para no item 3 apresentarmos uma comparagio sobre os seus res-
pectivos desempenhos com os dados de distribui¢do de renda dos dois censos.

2. Sobre as fungoes
2.1 Consideragoes gerais

E geralmente reconhecido na literatura — e.g., Cramer (1971) — que a tradicional
fun¢do de Pareto s6 produz resultados razoaveis quando ajustada & parte superior
da distribui¢do das rendas pessoais que, freqientemente, representa menos da
metade dos recipientes da renda. Nestas circunstancias, ndo € de surpreender que,
em se tratanto de ajustamento para toda a distribui¢do da renda, a distribuigdo
log-normal fornece, em geral, melhores resultados que a fungdo de Pareto.’

Virias outras fun¢bes matemdticas tém sido sugeridas recentemente na litera-
tura para descrever a distribui¢do das rendas pessoais. Por exemplo, Salem &
Mount (1974), apos ajustarem uma fung¢do gama aos dados das rendas familiares
nos EUA, no periodo 1967-70, concluem que esta fornece melhores resultados
que a distribuigdo log-normal.? Por outro lado, Singh & Maddala (1976), tendo
ajustado a esses dados uma fun¢do de Burr, representando uma generalizagdo da
fun¢do de Pareto e da distribui¢do de Weibull, concluem que os seus resultados sdo
ainda melhores que aqueles da distribuicdo gama. Alids, a distribui¢do ajustada
produziu indices de Gini® que se situaram em todos os anos dentro do intervalo
estabelecido por Gastwirth (1972) e que, por sugestdo de Gastwirth e Smith
(1972), tem sido geralmente utilizado como teste para a precisdo do ajustamento
de uma dada fungio a dados de distribui¢do de renda.

Nido ¢ nosso propésito, entretanto, rever aqui as varias fun¢des que tém sido
propostas na literatura para descrever a distribui¢do das rendas pessoais. O objetivo
destas notas €, conforme jd dito, tdo-somente avaliar o desempenho das duas fun-
¢oes discutidas a seguir, quando aplicadas aos dados dos censos de 1970 e 1980.

2.2 A funcdo de Kakwani & Podder (1976)

A fung¢io de Kakwani & Podder (1976) é dada em termos de varidveis que sio
definidas no contexto de um sistema de novas coordenadas para a curva de Lo-
renz. Yejamos os pontos principais do seu desenvolvimento.

! Sobre este ponto, veja Hart (1975), por exemplo.

? Os autores mostram ainda que o indice de Gini pode ser facilmente calculado a partir dos
parametros da fungdo.

3 Conforme demonstrado por Cronin (1979), o indice de Gini podera ser também calculado
facilmente a partir dos parametros da fun¢io de Singh & Maddala (1976).
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Seja x a varidvel renda e f(x) a sua fungdo de densidade. Se denominarmos ¥
e F,, respectivamente, as percentagens acumuladas das pessoas e percentagens
acumuladas das rendas recebidas por tais pessoas, no diagrama da curva de Lorenz,
entdo temos:

F={ f(x)dx, (1)
com
dF
o =S (2)
e
f x f(x)dx
= o T - d 3
1 fxf(x)dx fxf(x)x 3)
com
dFy, _ xfi(x)
PR m 4)

onde u representa o valor médio da variavel renda, x.*
Considere agora que um sistema de novas coordenadas seja definido como®

1 1
n=—\7-—;(F~F1) e WZW(F+F1) (5)

cuja representacgdo grafica é mostrada na figura 1.
Note que 7 varia entre zeroe/ 2,e n <.
Destes resultados, verifica-se facilmente que

dn xf(x) dn 1 xf(x)
ol \/.[(x) %]e o \/E[f(x)Jr ] (6)
permitindo obter-se
dn_ _ Lo M -X
&M= U+ x )

* Observe que dF JdF = x/u> 0 ¢ d*F [dF* = 1/uf (x)> 0, indicando pois ser a curva de
Lorenz convexa na diregao do eixo de F (ie., F, < F).

* Veja a prova deste resultado no anexo.
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Figura 1
Curva de Lorenz para a Fungdon =an® (/2 — mp

< acumulada da renda

k2

F = ¢ acumulada das familias

onde g’ (m) é obviamente a derivada da funcdo de Lorenz (definida no contexto
das novas coordenadas) com relagdo a varidvel n. Nio é dificil mostrar ainda ser a
“derivada segunda dada por:

g'(m = —212V2/fx)w+xy <0 (8)

isto ¢, a curva de Lorenz é convexa.
Considerando as novas coordenadas definidas, Kakwani e Podder (1976) suge-
rem que a seguinte forma funcional seja utilizada para a curva de Lorenz®

n=ar*(2-nyP, paraa>0a>0eB>0 )

¢ Além da aplicagdo para problemas de distribui¢ao de renda, esta fungdo tem outras impor-
tantes aplicagdes em analise econdmica, uma destas sendo a estimativa das elasticidade-renda
nos dispéndios familiares Sobre isto veja Kakwani (1978), e, para uma aplicagao a dados
brasileiros, veja Rossi (1982).
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e que tem a propriedade de ser: a)simétrica, s¢ a =f; b)enviesada na dire¢do
(1,1), se B > a; ¢) enviesada na dire¢do (0,0), se § < a. Adicionalmente, a aplicagdo
das condigBes em (7) e (8) permitem mostrar que se 0 <a<1e0<f<1,entdo
fica excluida qualquer possibilidade de a fun¢do apresentar pontos de inflexdo.’

O indice de Gini da fung¢io em (9) poderd ser derivado de maneira simples
a partir dos parametros a e . Mais precisamente, escreva-se o indice como

G = fg/ig(ﬂ) dn. (10)

Entdo a substitui¢do da fun¢do em (9) nesta relagdo, e considerando ainda a
defini¢do da fungdo beta como

B(1+a 1+6) = [ »* (1 -y dy, (1)
tem-se que:®
G =2a(2)'"**-B(l+a; 1 +p) (12)

2.3 A fungdo sugerida por Rasche, Gaffney, Koo & Obst (1980

Como ponto de partida, esses autores observam que as restrigdesa 20, 0<a <1
e 0 <B <1, apresentadas para a fun¢do em (9), nio satisfazem todas as condi¢des
seguintes, necessarias para uma curva de Lorenz apropriada: a) se F =0, entdo
F, =0; b)se F=1, entic F, = 1; ¢) F; <F, d)a inclina¢do da curva deve ser
ndo-negativa e monotonicamente crescente. De acordo com os autores, aquelas
restricdes foram presumivelmente estabelecidas para que a fung@o tivesse um
médximo em termos de 7 e n e ndo pudesse ter pontos de inflexdo no intervalo de
zero a /2, para 7. Ocorre, como alegam, que a condigdo necessdria para tal é que
o limite da inclina¢do da fung@o iguale-se a 1 e —1 quando 7 se aproxima das
extremidades zero e +/2. Porém, este ndo ¢ o caso da fungdo em (9), j4 que a stia
inclinago ndo tem limites naqueles extremos (mais especificamente, g’ () > o
quando 7> O e g’ (1) > — = quando m >+/2).

Essas criticas sdo, entretanto, rebatidas por Kakwani (1980) com o argu-
mento de que “...computamos os valores de g’ (m) para um grande ntimero de
conjuntos alternativos para os valores de a e fno intervalo 0 <a<1e0<g< 1.

" Este ponto poderd ser visto claramente apés escrevermos a derivada segunda da fungao
como (Kakwani & Podder, 1976):

" _ a(l —a) g —p) 2a8
g m "[ n? * 2 -m)? * ﬂ(ﬁ—ﬂ)]

® Fagay = n/</2, para facilitar a demonstragdo.
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Os célculos mostraram que em quase todos os casos a fun¢do g’ (7) variara de 1 a
—1 para 7 variando de 1.2 X 1077 (aproximadamente zero) a+/2 — 10™* (aproxi-
madamente \/5). mas tendo assintotas em 7 =0 e 7 = /2. Isto sugere que as
singularidades nos pontos extremos ndo deverdo afetar os resultados empiricos”
(Kakwani, 1980, p. 1.063). O autor prossegue no seu argumento, recorrendo a
evidéncia empirica fornecida por Jain (1975): “Ela [Jain] ajustou a fun¢do de
Kakwani & Podder a cerca de 500 distribui¢des observadas da renda para 70
paises. O estudo mostrou claramente que a fungdo de densidade subjacente a esta
equagdo da curva de Lorenz fornece boa precisio no ajustamento para um largo
namero das distribui¢des observadas de renda nos diversos pafses” (Kakwani,
1980, p. 1.063).

De qualquer maneira, Rasche et alii (1980) propdem uma forma funcional
alternativa que satisfaz as condi¢Oes de @ a d mencionadas, e cuja equagio é dada
por:

Fy = [1-(1-FF'? (13)

ondea>0ef<1.

E mostrado pelos autores que. se a < 1:a)a primeira derivada da fungdo é
nula no ponto zero e. quando avaliada no ponto 1, € infinita; b)a derivada
segunda serd sempre positiva no campo de variagio 0 <F < 1. Isto é, a fungdo
possui a convexidade apropriada e as restrigdes da inclinag@o garantem que a curva
sempre se situard dentro do tridngulo abaixo da linha da perfeita igualdade do
diagrama de Lorenz.

Finalmente. se definirmos o indice de Gini como

G=1-2f (1-(1-Fr1"*dF (14)

e se fizermos, seguindo Rasche et alii (1980), u = 1 — (1 — F)® entdo com procedi-
mento semelhante dquele em relagdo ao resultado em (12), tem-se que:

2 11

onde B ¢ a fungdo beta, definidaem (11).

3. Aplicagdo
Com o objetivo de avaliar o desempenho das duas fun¢des definidas em (9) e (13),
utilizaremos aqui os dados sobre as distribui¢Ges de renda no Brasil, como forne-

cidas pelos censos de 1970 e 1980. Tais distribui¢des sdo dadas no quadro 1.
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Quadro

1

Distribui¢do de renda da populag3o economicamente ativa — Brasil

Populagio (%)

Rendimentos (%)

Classes

1970 1980 90 | 1980
Até 1/2 saldrio
minimo (SM) 284 12,5 57 14
> 1/2até 1SM 322 20,8 159 57
> 1 até2SM 21,7 31,1 196 152
> 2 até5SM 12,7 23,6 24,7 25,7
> 5 até 10 SM 3,3 72 14,6 17,7
> 10 até 20 SM 13 32 11,8 15,2
Maior que 20 SM 04 1,6 7,7 19,1

Fonte: Jornal do Brasil, 23 set. 1981, p. 19.

Curvas de Lorenz para as distribui¢des de renda no Brasil em 1970 e 1980

Figura 2
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As curvas de Lorenz correspondentes a essas duas distribui¢Ges estdo na figura
2. Observe que a curva para 1980 estd claramente abaixo daquela para 1970,
indicando portanto n@o haver qualquer ambigiiidade, de acordo com Atkinson
(1970), sobre qual distribui¢do ¢ a mais concentrada. Ndo é nosso propésito,
entretanto, investigar esta questdo aqui.® Na verdade, o grafico das curvas de
Lorenz é aqui apresentado mais como um elemento de verificagdo para avaliar se
as fung¢des discutidas produzem pelo menos indices de Gini com valores na dire¢do
correta, nos dois anos considerados.

O ajustamento de minimos quadrados da fung¢@o em (9) aos dados do quadro
1, forneceu os resultados mostrados no quadro 2.

Quadro 2

Parametros estimados paran =an® (/2 — m)f

Ano a a J B { R? T G

1970 0,6072 1,0552 0,9679 0,9985 0,5678
1980 0,5978 0,9941 09312 0,9974 0,5848

Observe que é muito bom o ajustamento como dado pelo coeficiente de
determinagdo (R?). E isto, apesar de termos uma ligeira violagdo de uma das
restrigGes para os parametros, ja que em 1970 temos «a maior que 1. Foram
calculados ainda os indices de Gini, conforme a expressdo em (12), cujos valores
encontram-se também no quadro 2, e aos quais retornaremos mais adiante.

A fungdo em (13), por outro lado, que exige estimagdo por métodos nio
lineares, quando aplicada aos mesmos dados dos censos de 1970 e 1980, forneceu
os resultados do quadro 3.'°

Quadro 3 )
Parametros estimados para F, =[1 — (1 — F)*]5
Ano L a I 8 ] R? ‘ G [ Gr \ Gs
1970 0,5055 0,6219 0,9987 0,5705 0,545 0,5727
1980 0,4936 0,6089 0,9992 0,5900 0,565 0,5927

Note, primeiramente, que sdo bastante bons os resultados como dados pelo
coeficiente de determinacdo. Ressaite-se aqui que tais coeficientes ndo devem ser
comparados com aqueles apresentados no quadro 2, para a fun¢gdo em (9).

» Para uma analise destas distribui¢des, veja Rossi (1981).
1% O método de estimagdo, aqui utilizado, foi aquele sugerido por Maiquardt (1963).
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Isto porque aqueles referem-se ao ajustamento de minimos quadrados da forma
logaritmica das varidveis 7 e n. Naturalmente, para tornar a comparagdo valida,
teriamos que recalcular o coeficiente de determinagdo em termos das varidveis
originais (i.e., F e Fy). A adogdo de tal procedimento permitiu obter coeficientes
em tomo do valor 0,9995 para ambos os anos. Conclui-se portanto que, em
termos do coeficiente de determinagfo, pelo menos, parece dificil dizer-se qual
fungdo apresenta o melhor ajustamento.

No quadro 3, fornecemos ainda os indices de Gini, calculados pela expressio
em (15), bem como o intervalo de Gastwirth (1972)'! para o indice, dado pelos
valores Gy ¢ Gg. Note que, também com relagdo a isto, ambas as fung¢Ges apre-
sentam bons ajustamentos, pois os seus indices se situam dentro do mncervalo (Gy,
Gg),'* conforme recomendado pelo teste de Gastwirth & Smith (1972).

Quadro 4
Distribui¢do de renda da populag¢io economicamente ativa — Brasil

Freqiiéncias relativas das rendas

Previstas pela fungio
Observadas

Classes Kakwani &Podder Rasche et alii

1970 1980 1970 1980 1970 1980
1 0,057 0,014 0,061 0,016 0,050 0,011
2 0,159 0,057 0,140 0,045 0,157 0,050
3 0,196 0,152 0,212 0,164 0,213 0,161
4 0,247 0.25% 0,254 0,266 0,251 0,270
5 0,146 0,177 0,141 0,170 0,132 0,169
6 0,118 0,152 0,114 0,144 0,100 0,136
7 0,077 0,191 0,078 0,195 0,097 0,204

'! Deve ser ressaltado, aqui, que este intervalo fora calculado de maneira aproximada, j4 que:
a) em vez das rendas médias das classes, usamos (por desconhecé-las) os seus pontos médios;
b) na ultima classe, que € aberta, consideramos o valor de 40 saldrios minimos como limite
superior da renda; e finalmente ¢) para a renda média total, consideramos o mesmo valor de
2,73 salarios minimos, prevalescente em 1980, como valido em 1970, por desconhecermos o
valor deste Gltimo. Note que todas essas informagdes sdo necessarias, além dos prdprios limites
de renda das varias classes, para o calculo do intevalo de Gastwirth, conforme pode-se cons-
tatar da nota seguinte.

'? Estes indices s30 dados por:
Gs = Gy + D,

onde D=2 A; (uj — aj_q) (@ — uj) + 1 (@; — a;_y), sendo A;, a proporgio de pessoas na classe
i; a; e a;_,, os limites superior e inferior da renda na classe 7, e u; e 4 s30 as rendas médias das
classe : € ae toda a distribuicao da renda, respectivamente. Quanto ao Gy, e calculado pelo
método tradicional da soma das dreas dos trapézios sob a curva de Lorenz (isto é, igrforando as
desigualdades das rendas dentro das classes). Para maiores detalhes, veja Gastwirth (1972).
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Finalmente, como forma alternativa para comparar o desempenho das duas
fungBes, apresentamos no quadro 4 as frequéncias relativas das rendas, tanto obser-
vadas quanto estimadas pelas duas fungOes, nas vdrias classes da renda, para os
mesmos dados dos censos: observe que, uma vez mais, parece dificil poder-se dizer
qual fungdo produz methor resultado.'® Deve ser reconhecido aqui, entretanto,
que a func¢do em (13) apresenta uma desvantagem em relagio aquela em (9). E
que, sendo intrinsecamente ndo-linear (isto é, nfo ha transformacdo das variaveis
que permita colocar a fun¢do em forma linear nos parimetros), apresenta maior
complexidade quanto aos aspectos da estimagdo, pois a solugio € obtida de manei-
ra iterativa, podendo apresentar dificuldade no que diz respeito a convergéncia do
estimador para a solugo 6tima.

Anexo

Prova de que:

a) 7= %(ﬂm

Da figura 3, temos que:

7t = OL* +LQ* ou n* = 2LQ? jaque OL = LQ.

Entdo m=1Q = OL.

1
V2
Note que: 1) OL=F - LM; 2) LQ =F, +NQ. Entdo, 1)+ 2) fornece
2LQ=F+F, +NQ - LM.
1
Como NQ = LM, temosque 2LQ =F +F, = 1r=—2(F+F1).

7

=L r-
b) n \/f(F F)

Ainda da figura, temos:

n? = NQ* +NP* ou n® = 2NP% jique NQ = NP.

. 1
Entdo n = NP = NQ.

V2

13 Kakwani (1980) chegou a conclusdes semelhantes com dados relativos a Austrdlia, pois 0s
resultados por ele obtidos ndo permitiram determinar qual fora o melhor ajustamento entre
essas duas fungdes.
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Note que: 3) NP=F - OL; 4) NQ =OL - F,. Entdo, 3) + 4) fornece

1
2NQ=F-F, > n=—=(F-F,).
Q 1 \/5( l)

Figura 3
Curva de Lorenz para a Fungdo n = gn® (\/5— Tr)ﬁ

% acumulada da renda
~

Fy
©
N

M

F =% acumulada das pessoas

Abstract

In this paper we compare the performance of two Lorenz functions, suggested
recently in the literature, when applied to income data for Brazil. The first of
these functions, proposed by Kakwani & Podder (1976), is defined in terms of a
new coordinate system for the Lorenz curve, the parameters of which can be
estimated by Ordinary Least Square, as the function is linear in the logs. The
second function, suggested by Rasche et alii (1980), is intrinsicaly non-linear, thus
presenting more complexity on its estimation aspect. In both cases the Gini index
can be readily calculated from the parameters of the function.
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The two functions produced very good results with the Brazilian data. In fact,
we were even unable to establish, on statistical grounds at least, any superiority of
one over the other.
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