O Teorema de Vincent e o Problema de Multiplicidade de Taxas Internas de
Retorno *

Clovis de Faro **

Como o problema de determinagdo da taxa interna de retorno associada a um dado
empreendimento é matematicamente equivalente ao da busca das raizes reais e ndo-
negativas de um polindmio, é efetuada uma investigagdo da aplicacdo do chamado
Teorema de Vincent. E mostrado que tal teorema, relativamente obscuro e original-
mente publicado em 1836, fazendo uso tido-somente de adi¢Ges dos termos da
seqiiéncia de fluxos de caixa liquidos que caracterizam o projeto, prové uma in-
teressante condigdo de suficiéncia para a unicidade da taxa interna.

1. Introdugdo; 2. A condi¢do de Bernhard-de Faro; 3. Unicidade no campo das taxas com
significagdo econémica; 4. Extensdo da condi¢do de Bernhard-de Faro; 5. Conclusdo.

1. Introdugdo

Seja um empreendimento, ou projeto, caracterizado pela seqiiéncia de fluxos de
caixa liquidos peridédicos {ag,a,,a,,... an} , comaod, # 0. Sem perda de ge-
neralidade, pois, se necessirio, podemos multiplicar a seqiiéncia por —1, fixemos
aten¢do ao caso onde a5 < 0, com o empreendimento sendo dito do tipo investi-
mento. Sendo i uma taxa de juros por periodo, consideremos a fun¢do valor atual
V (i) associada ao projeto:

vi)= £ a a+diiz—1 1)
j=o0
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Entido, se Ao(n +1) A(r}) < 0 e se houver exatamente uma variaggo de sinal
na primeira diagonal & direita de Vincent,? existird uma Gnica taxa interna de re-
torno #* > 0, no campo das taxas de juros ndo-negativas, associada ao projeto em
causa.* Esta condigdo, denominada de Bernard-de Faro, foi originalmente enun-
ciada por de Faro (1978), com base no Teorema de Vincent, e, independentemen-
te e logo apds, fazendo uso de um caminho alternativo, por Bernhard (1979).

Como sugerido por Clarke (1982), a condigdo de suficiénciade Bernhard-de
Faro pode ser facilmente demonstrada. Para tanto, fazendo-se x = 1 + i, define-se
a fung¢do valor futuro associada ao projeto:

n .
Px) = Z ax™ x>0 @)
ji=0 )

Expandindo-se P (x) em série de Taylor em torno de x, tem-se:

_ n (x—xo)k dkP(x)]
POy = P(x°)+kzl[ k' d xe )

Ora, é ficil verificar que:

dkP(x) n—k <n—j
z

E(‘k_—:k‘1=0 k> ajxn_l_k, k=1,2,...,n (6)

Logo, fixando-se x5 = 1,vem que:

% {12 K n—zk (n—j) .
P(x) = iZo aj+k=l (x-1) . j

n n—k n—j "
= Zo {j——z}O <k> al'} ' ™

: Termos nulos sdo contados como continuagdo de sinal.
" Observe-se que em face do apresentado em de Faro (1982), pode-se assegurar que essa nica

n
taxa interna positiva serd inferior a min {max {al.} flaol; (= |ai| -] ag b/ |a0|}
j=1
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Ora, de (3) decorre que o termo de ordem n—k + 1,parak= 0,1,....n
na primeira diagonal a direita de Vincent é:

x . x .
LvD _on ([n ]]> LS (n J) . ®
n—k i= 0 n-k—j ] i=0 k J

Por outro lado, note-se que, alternativamente, uma taxa interna de retorno
pode também ser definida como uma taxa de juros que anule a fungfo valor futu-

s

e

n
ro. Entdo, dado que P(1)= X 0 a; = A, e que P (x), quando x tende a infi-
] =

to, fica infinitamente grande com o sinal de gy = A, (n+ l), decorre de (7) e de
(8) que, em face da chamada “‘regra de sinais de Descartes” (cf. MacDuffee, 1954,
p. 60), P (x) anular-se-d uma, e somente uma vez, no intervalo definido por x > 1,
se houver exatamente uma variagdo de sinal na primeira diagonal a direita de Vin-
cent.’

A titulo de ilustragdo, considere-se o caso do projeto de investimento que
denominaremos de 4: { —100, 50, 204—200, 784] . Como indicado a seguir, a
diagonal de Vincent ¢ facilmente construida. Basta formar, sucessivamente, as se-
quiéncias cumulativas, a partir da seqii€ncia de fluxos de caixa liquidos, eliminan-
do-se sempre, a partir da primeira cumulagdo, o ultimo termo. Lendo-se da esquer-
da para a direita (de baixo para cima), a primeira diagonal 2 direita de Vincent é
formada pelos elementos sublinhados, e € representada por Dy .

— 100, — 50, 204, —200, 784
— 100, — 50, 154, — 46,738
~100,-150, 4, — 42,

— 100, —250, — 246

- 100, —350 /
— 100,
No caso, como s6 temos uma variagdo de sinal na primeira diagonal de
Vincent, { —100, —350, —246, —42, 738}, concluimos que ao projeto 4 se as-

socia uma unica taxa interna de retorno ndo-negativa; que é ficil de compro-
var ser {*= 100% por periodo.

5 F interessante observar que, como apontado por de Faro (1978), a condigdo de Bernhard-
de Faro domina completamente a de Norstram e a baseada na seqiiéncia
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O caso do projeto A exemplifica uma interessante propriedade do processo
de construgdo da diagonal de Vincent. Como a terceira cumulagdo, quarta linha
do quadro apresentado, ndo apresenta variagdo de sinal, o processo pode ser inter-
rompido neste ponto, jd que os demais elementos ndo causardo mudanga adicional
de sinal em relagdo a subsegiiéncia de Vincent até entdo formada.

3. Unicidade no campo das taxas com significacio economica

Uma vez satisfeita a condi¢do de Bernhard-de Faro, vimos que fica assegurada a
existéncia e unicidade de uma taxa interna de retorno no campo das taxas de juros
ndo-negativas. Embora seja este o campo de real iinteresse prético, a existéncia de
taxas de juros negativas ndo inferiores 4 unidade faz com que, 20 menos do ponto
de vista tedrico, investigue-se também a unicidade da taxa interna no chamado
campo de significacdo econdmica, definido por i= = — 1.

Para este efeito, como originalmente mostrado por de Faro (1978), pode-
mos também fazer uso do Teorema de Vincent. Para tanto construa-se a fun¢o
H (x), reciproca de P (x/; isto é, cf. Turnbull (1957, p. 97-8):¢

H(x) = x“P(x")=j§0 3 ©

Forme-se agora a primeira diagonal de Vincent A direita para a fungdo
H (x) reciproca de P (x), que chamaremos de primeira diagonal  esquerda (ou pa-
ra trés) de Vincent em relagdo 2 fungdo original P (x). Pela regra de sinais de Des-
cartes, 0 niimero de variacGes de sinal na primeira diagonal 2 esquerda nos fornece
um limite superior para o nimero de rarzes de H (x) no intervalo definido por
x > 1. Logo, pelas propriedades de fun¢Sesreciprocas (cf. Turbull, 1957, p. 97-8),
ternos um limite superior para o niimero de raizes de P (x) no intervalo 0 <x < 1.

Assim, tendo sido satisfeita a condi¢do de Bernhard-de Faro, existird so-
mente uma (e simples) taxa interna de retorno *> — 1 se nfo existir varia¢go de
sinal na primeira diagonal a esquerda de Vincent.”

Como indicado a seguir para o caso do projeto A, a construgfo da primeira
diagonal a esquerda pode ser efetuada a partir da propria seqiiéncia de fluxos de
caixa liquidos original. Basta que se efetuem as cumula¢Ges da direita para a es-

6 Observe-se que H (x) é formada simplesmente invertendo-se a ordem dos coeficientes de
P (x). Note-se também que se (€ raiz de P (x) entdo O serd raiz de H (x).

n
7 Dado que, por hipbtese, P (1) = 2 a; > 0, que é o primeiro termo da diagonal a es-
j=0

querda, segue-se que s6 ndo haverd variagdo de sinal se o dltimo termo, g, também for positi-
vo.
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querda. A diagonal 2 esquerda, formada pelos elementos com barra, deve ser lida
da direita para a esquerda (de baixo para cima).

)

2936 784

4308, 2152, 784

2994, 2156, 1368, 784
738, 838, 788, 584, 784

—- 100, 50, 204, — 200, 784

Como ndo existe variagdo de sinal na primeira diagonal a esquerda de Vin-
cent para o projeto A, que representaremos por Def4 e que é {784, 2936, 4308,

2994, 738} , concluimos que o projeto A nio se anula para taxas de juros negati-
vas.®

Deste modo, fica assegurada a unicidade da taxa interna i*= 100% por pe-
riodo, no campo de significagdo econdmica.

Seja agora o caso do projeto B: { -2,3, -5, 2} . Como indicado a seguir,
Dg € DeB podem ser geradas em um mesmo fableau.

f\
—|
NN N

-2, I, -4 =2
-2, -1, =5

-2, —_/

)

Como nido existe variagdo de sinal em Dg = {—2, -3, -5, —2} € como
n

Vo= 2 0 a= - 1, segue-se que ndo existe taxa interna de retorno no-ne-
] =

8 Obviamente, como a primeira cumulagdo ndo apresenta varia¢do de sinal, o processo pode-
ria ter sido truncado ji neste ponto.
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gativa associada ao projeto B. Por outro lado, como existe uma variagdo de sinal

em DB = { 2,1, —1, —2} , conclui-se que existe uma taxa interna de retorno nega-
tiva (aue ¢ de —50% por periodo).

Denotando por Sinal (¥) o numero de variagdes de sinal numa seqiiéncia Y,
¢ interessante notar que sd poderd haver unicidade de taxa interna de retorno no
campo das taxas de juros com significagdo econdmica se Sinal (Dd) Sinal (D,) = 0.
Se Sinal (D ;) = 1 e Sinal (D,) 2 1, haverd ao menos uma taxa interna positiva e
uma negativa. Tal ¢ o caso do projeto C:{-2, 5, —2} . Visto que D, = Dg =
= {-2,1, li , a0 projeto C se associa uma taxa interna positiva (i*= 1) e uma ne-
gativa (i"= — 0,5).

Observe-se ainda que. mesmo que Sinal (D) + Sinal (D,) = 0, ainda assim
poderemos ter uma unica taxa interna de retorno no campo das taxas de juros

n
com significagdo economica, basta que = a; = 0, o que significa que a taxa in-
terna ¢ nula. j=0

4. Extensio da condi¢do de Bernhard-de Faro

Como ilustrado na propria apresentagdo do Teorema de Vincent, em Uspensky
(1948, p. 127-36), este é um valioso método de separar as raizes reais de uma
equagdo. Deste modo. fazendo sua transposicdo para o problema relativo a unici-
dade da taxa interna de retorno, segue-se que, como iremos mostrar, podemos es-
tender, de uma maneira iterativa, a condi¢do de Bernhard-de Faro.

No que se segue. em face do maior interesse prdtico, iremos limitar a andlise
ao campo das taxas ndo-negativas.” Na realidade, tal ndo implica perda de genera-
lidade. Se for de interesse estender a andlise a0 campo das taxas negativas, basta
tomar como ponto de partida a primeira diagonal a esquerda de Vincent,

4.1 Primeiro nivel de extensdo

Dado um projeto. formemos a primeira diagonal a direita D ;. Tomando D ; como
ponto de partida. isto €, tratando D ; como se fosse a seqiiéncia de fluxos de caixa
liquidos de um projeto. formemos suas primeiras diagonais 4 direita e a esquerda,
respectivamente designadas por D ;e D 4.

® Note entio que. excetuando o caso trivial de taxa interna nula, a aplicabilidade do critério
da taxa interna de retorno cXige que se tenha
n

> oa > 0.
i=o !
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Como, por hipé6tese, devemos ter Sinal (Dd) = 1, o que implica haver ao me-
nos uma taxa interna de retorno positiva associada ao projeto, poderemos ter uma
das seguintes possibilidades:

a) Sinal (Dde) =0;e
a.1) Sinal (D 3,) = 0.

Neste caso, existe uma Unica taxa interna de retorno, cujo valor (exato) é
100% por periodo. Deve-se ressaltar que a presenca da solugfo i*=1 ¢ sinalizada
pelo fato de que o 1ltimo termo de D, & representado por U (Ddd), bem como o
tltimo termo de D ;,, sdo nulos.' 0

Se o ultimo termo de D ,; for nulo, entdo existem duas taxas internas ndo-
negativas, sendo uma igual a 100% e a outra superior a 100% por periodo. De ou-
tro modo, se U (D dd) #(, ao projeto considerado se associa uma tinica taxa inter-
na de retorno ndo-negativa, cujo valor é maior do que 100% por periodo.

a.3) Sinal (D 45)> 1.

Haverd mais de uma taxa interna de retorno se U (D ;) = 0. Por outro lado,
se U (Ddd) # 0, embora possamos assegurar que ndo existe taxa interna no inter-
valo [0,1], poderd haver mais de uma taxa interna superior a 100% por periodo.
Para saber se existe somente uma, € necessdrio que se prossiga com a andlise, pas-
sando ao segundo nivel de extensdo.

b) Sinal (Dde)= I;e

Se U(D ;) = 0, existem duas taxas internas ndo-negativas, sendo uma i *=1
¢ a outra pertencendo ao intervalo (0,1). Existird uma unica taxa interna de retor-
no ndo-negativa, que serd inferior a 100% por periodo, se U (D ad) * 0.

b.2) Sinal (D ) = 1.
Agora, independentemente de que U (D) seja ou ndo nulo, teremos mais

de uma taxa interna de retorno ndo-negativa,

10 Ainda mais, se 0 penultimo termo também for nulo, i*= 1 terd multiplicidade 2. De um

modo geral, i*= 1 serd de multiplicidade k se os k tiltimos termos de Ddd forem nulos.
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¢) Sinal (Dde)> ;e

Se U (D;4) = 0, existem pelo menos duas taxas internas nfo-negativas, sen-
do uma exatamente igual a 100% e a outra inferior a 100% por periodo. Se
U (D4,) # 0, ndo existe taxa interna maior ou igual a 100% por periodo, podendo
haver mais de uma em (0,1). Para que se assegure a possivel unicidade de i*, € ne-
cessdrio que se prossiga ao segundo nivel de extensdo.

Existem no minimo duas taxas internas ndo-negativas.

Focalizando somente o caso de interesse no presente contexto, isto é, aque-
le em que hd unicidade da taxa interna de retorno, suponhamos que o Sinal
(Dd)> 1 (se houvesse exatamente uma variagdo poderiamos ter parado jd no pri-
meiro nivel); ilustremos cada uma das cinco possibilidades que se apresentam atra-
vés dos seguintes projetos:

D: (-2, 12, -24, 16} 7]

-2 10, -14, 2 /6, 2

-2 8 -6 0, -2, 2

-2 @/ 0, 2, -4, 2

-2 pR:{2, 6, - 2}

~2,4, -2, 0

DR{-2 6 6 2] 22, 0
sinal (DD) = 3 20 /

pD i {-2000} enD = {2,000]

Como Sinal (Dgi) = Sinal (%1; ) =0, estamos no caso a.l ; logo, existe uma

unica taxa interna no-negativa que é i*=1,
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-2,6, —4, 2,-12, -2,
-2,4, 0, 2,-10,-12
-2,2, 2, 4, -6,
-2,0, 2,6
-2-2 9/2_2 24, 28, 28, 22, 28,40
_23_4,

— -2 -4 o 6, -6, -12,40}
-2
- -2, -6, -6, 0, -6, -18,22

~ 2, —8 —14, —14, -20, -38

1()15: {-2, -4, 0, 6, —6,~12, 40}

Sinal (%E) =3

Como Sinal (D5, )= 0 e Sinal (D) = 1, com U (D) #0, existe somente

uma taxa interna ndo-negativa cujo valor é i;: 2~ 132, 84% por periodo.

F: {-2,18, —54, 54}

Temos que lzin {—2, 12, — 24, 16} com Sinal(l%dF)= 3.

Como Dge = { 16, 24, 12, 2} ndo apresenta variagdo de sinal e Sinal (ng) = Si-
nal ( { -2,6, 6,2 } )=3,com U(ng) # 0, temos um exemplo do caso a.3.

E, entdo, necessdrio prosseguir até o segundo nivel de extensio, quando entio ve-
remos que o valor exato da taxa interna tinica é i* = 200% periodo.
F

G: {-200,400, 100, — 800, 696 }

Como Sinal (9 ) = Sinal ( { ~200, —400, 100, ~200, 196} ) = 3, Sinal
(Qg ) =0 e Sinal (%f ) = Sinal ( {196, 584, 676, —16, ~504} ) = 1, com

U (Qg ) # 0, conclui-se que ao projeto G se associa somente uma taxa interna
ndo-negativa, e que € inferior a 100% por pen‘odo(z&v 59,95%).

H: {-16,72,-108,54}
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Agora, como Sinal (DF ) = 3, com Sinal (D)= 0 ¢ Sinal (%’Z ) = Sinal
({2, -6,6, —2} )=3,com U (DdZ) # 0, temos um exemplo caracteristico do

caso c.l. Precisamos, pois, prosseguir até o segundo nivel de extensio, quando
entdo veremos que o valor exato da taxa interna Gnica é i *H = 50% por periodo.

4.2 Segundo nivel de extensdo

Como acabamos de ver, o teste do primeiro nivel de extensio da condi¢do de
Bernhard-de Faro serd inclusivo (no sentido de ainda persistir a possibilidade da
existéncia de uma tinica taxa interna de retorno ndo-negativa se, com U(D ;;) # 0,
tivermos

Sinal (Dgq) + Sinal (Dg,) > 1

Nesta eventualidade, precisamos passar ao segundo nivel de extensio, do
que trataremos agora. Similarmente ao caso do primeiro nivel, tudo o que precisa-
mos fazer € tratar D 3, (ou L 4,), como se um projeto fosse, construindo as corres-
pondentes primeiras diagonais, & direita e 4 esquerda, de Vincent. Tais diagonais
serdo, respectivamente, representadas por Dy ¢ D g5, (0uDy,z¢ Dy, ).

Em fungio dos nimeros de variagSes de sinal nessas novas diagonais, tere-
mos uma das seguintes possibilidades:

a) se Sinal (Dde) >1
a.l) Sinal (Dy,,)= 0

a.1.1) Sinal (D g,g) = 0.

Nesse caso, existe uma Gnica taxa interna cujo valor exato é de 50% por pe-
riodo, 0 que é também sinalizado pelo fato de que U (D y,,) = U (Dy,4) = 0."!

a.1.2) Sinal (Dg,y) = 1.

11 721 é 0 caso do projeto H, pois Sinal (Dtli{ee) = Sinal ({ -2,0,0,0} ) =0e sinal (Dged) =
Sinal ({2,0,00}) = 0. Observe-se que i* = 1/2 ¢ raiz de multiplicidade 3, pois que os
trés ultimos termos em Dged eem Dslee sdo nulos.
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Se UMD ded) # 0, existe uma unica taxa interna ndo-negativa i*é tal que
i*€(0,1/2). SeU (Dded) = 0 existemn duas distintas taxas internas ndo-negati-
vas,i"y ei%,como i €(0,1/2)ei% = 1/2.

a.1.3) Sinal (D, > 1.

Se UMD ded) # 0, o teste do segundo nivel de extens3o da condig¢do de Ber-
nhard-de Faro ¢ inconclusivo, pois poderd haver mais de urra taxa interna no in-
tervalo definido por i € (0, 1/2). E necessdrio que se prossiga até o terceiro nivel
de extensdo. Por outro lado, se U (Dded) = (0, temos um caso de mais de uma taxa
interna ndo-negativa.

a.2) Sinal (Ddee) = 1.
a.2.1) Sinal (D) = 0.

Existe uma iinica taxa intcrna de retorno ndo-negativa, sendo que e
(1/2, 1), desde que U (D ed) #0. Se U(Dded) = 0. existem duas taxas inter-
nas, sendo i} = 1/2 ei% €(1/2,1).

Teremos mais de uma taxa interna ndo-negativa.

a3) Sinal (Dg,,) > 1.

a3.1) Sinal (D) = O.

Se U (D goq) = 0, teremos mais de uma taxa interna nfo-negativa.

Se U (D jpy) # 0, pode haver mais de uma taxa interna, que estaré contida
em (1/2, 1). Deve-se proceder ao exame do terceiro nivel de extensdo.

a.3.2) Sinal (D) = 1.

Detectada a existéncia de mais de uma taxa interna.
b) se Sinal (D) > 1
b.1) Sinal D 4,) = 0
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Taxa interna inica e exatamente igual a 200% por periodo, o0 que é também
indicado pelo fato de que U (D ;370 = UMD 44,) = 0.

Se UMD ddd) # 0, ter-se-i4 uma Unica taxa interna de retorno ndo-negativa,
que serd superior a 200% por perfodo. Se U (D, = 9), i*= 2, serd também solu-
¢80, de modo que haverd mais de uma taxa interna ndo-negativa.

b.1.3) Sinal (Dgyy) > 1.

Se U (D44 # 0, serd necessdrio que se prossiga até o terceiro nivel de ex-
tensfo, jé4 que pode haver mais de uma taxa interna i*> 2. Caso contrdrio,
v dda) = 0, estard configurada a existéncia de mais de uma taxa interna ndo-ne-
gativa.

b.2) Sinal (D g, )= 1.
Taxa interna unica i* € (1,2), se U(Dddd) # 0. Se U(Dddd) =0,i*=2

também serd solugdo, havendo, pois, mais de uma taxa interna de retorno ndo-ne-
gativa.

b.2.2) Sinal (D) > 1.

Caso de multiplas taxas internas de retorno. Uma em (1,2) e a0 menos uma
superior a 200% por periodo. Ainda mais, i *= 2 também serd solugdo se

b.3) Sinal (Dgg,) > 1.

Desde que U (D;;,) # 0, deve-se prosseguir a0 menos até o terceiro nivel

de extensdo, pois pode haver mais de uma taxa interna em (1,2). Se U(D 3,4 = O,
haverd mais de uma taxa interna nio-negativa.
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b.3.2) Sinal (g, > 1.

Constatada a presenca de multiplas taxas internas de retorno nfo-negativas.

4.3 (Caso geral

Tomando por base o visto na apresentagio dos dois primeiros niveis de extensdo, é
facil generalizar como se passa de um nivel qualquer para o imediatamente subse-
qiiente. Basta que, tomando como ponto de partida a diagonal que, no nivel con-
siderado, apresenta mais de uma variag¢do de sinal, sejam construidas as respectivas
diagonais a direita e 4 esquerda a ela associadas. A andlise estard terminada se:

a) ndo houver variagdo de sinal em nenhuma das duas novas diagonais. Nesse caso
a taxa interna ¢ Gnica e exatamente igual 3 extremidade de fronteira comum aos
intervalos respectivamente associados ds duas diagonais;

b) ocorrer exatamente uma variagdo em uma das novas diagonais, e nenhuma va-
riagdo de sinal na outra. Desde que ndo sejam nulos os respectivos Gitimos termos
das diagonais em apre¢o, haverd uma unica taxa interna, que pertencera ao interva-
lo associado a diagonal com a iinica varia¢@o de sinal. Se os ltimos termos forem
nulos, teremos mais de uma taxa interna nio-negativa.

¢) ambas as diagonais apresentarem ao menos uma variag¢do de sinal, o que confi-
gura a presen¢a de miltiplas solugdes.

De outro modo, havendo uma diagonal com mais de uma variagdo de sinal,
sem variagdo na outra, e sem que sejam nulos os Gltimos termos do par de diago-
nais,'? a primeira deve ser tomada como ponto de partida para a construgdo de

mais de um nivel de extensdo; e assim por diante.

Resta saber se o processo é finito, e como especificar o intervalo de taxa de
juros associado a cada uma das diagonais pertencentes a um dado nivel de extensdo.

Quanto 2 primeira pergunta, a resposta é, em geral, afirmativa. A dnica exce-
¢do diz respeito ao caso em que ao projeto considerado se associe uma lnica taxa
interna que seja um ntimero irracional e com multiplicidade maior do que 1, quan-
do entdo o processo de constru¢do de novos niveis de extensjo prosseguird indefi-
nidamente. Em qualquer outro caso, o processo terminard apés um nimero finito,
mas possivelmente muito grande, de niveis de extensdo.

12 . . ~ .
Se esses termos forem nulos, teremos o caso de multiplas taxas internas ndo-negativas.
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Com relagdo 3 segunda indagagdo, reportando-nos & apresentacdo em Us-

n .

pensky (1948, p. 127-36) e partindo da fungdo valor futuro P (x) = X 0% X,
] =

para x = 1 +1i, a determinagdo dos intervalos de interesse é feita a partir de suces-
sivas mudangas de varidveis. De maneira geral, sendo p a varidvel associada a uma
dada diagonal, para a sua diagonal 4 direita se associa a varidvel v tal que u =

= 1 + v;ao passo que, para o caso de sua diagonal i esquerda, v deve ser tal que
ke= 1/(1 + v). As extremidades dos respectivos intervalos s3o obtidas fazendo-se,
emcadacaso, ¥ = 0 e ¥—> oo,

Assim, partindo de P (x), nivel zero, tem-se:

a) diagonal A direita
x=1+i = 1+ y=i=y . i€ (0,»)

b) diagonai 4 esquerda
x=1+i=1/I+y)=2i=1/0+y)-1.i€E(1,0)
Para o caso do primeiro nivel de extensdo, tem-se:

a) diagonal 4 direita

i=y
= j= 1+t.i€(l,»)
y=1+1

b) diagonal 4 esquerda

i=y
= i=1/0+0 .i€@,1)
y=1Q0+19
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Para o segundo nivel de extensdo, procedendo-se recursivamente, tem-se:
a) partindo da diagonal 4 esquerda relativa ao nivel anterior;

a.l) diagonal a esquerda

i=1/(1+1)
= j=1/[1+1/Q+ B)].i€ 1/2,1)
t=1/(1+8)
a.2) diagonal i direita
i=1/Q+1)
= i=1/Q+ B)~i€(0,1/2)
t=(1+§)

b) partindo da diagonal 4 direita relativa ao nivel anterior:

b.1) diagonal a direita

i=1+t
= j=2+f8 Li€EQR, =)
t=1+ B

b.2) diagonal a esquerda

i=1+t
= i=1+1/Q+8).i€Q,2)
t=1/(1+ )

Procedendo-se recursivamente, apresentamos na figura 1 os intervalos asso-
ciados a cada uma das diagonais relativas aos quatro primeiros niveis de extensdo.
Subsidiariamente, sdo apresentados no quadro 1 os intervalos relativos s 32 dia-
gonais de Vincent referentes ao quinto nivel de extensfo da condi¢io de Ber-
nhard-de Faro.
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Figura 1

Parte a: Arvore de niveis de extensio a partir de Dy,

Dde
i€,

Diee Died
i€(1/2,1) i€(0,1/2)
Diece Djeeq Dyede Diedd
1/2,2/3) (2/3,1) (1/3,1/2) (0,1/3)
Daecee Dyeced Daeede Daeedd Ddedee Dieded Diedde Dyedad
G/5,2/3) (1/2, 3/%) (2,3,3/9) (3/4,1) (1/3,2/5) (2/5,1/2) (1,4,1/3) 0,1/4)
Parte b: Arvore de niveis de extensdo a partir de D dd
Dig
1 € (1,09
Dddc Dddd
1€41.2) 1E(2, %9
Dagee D ddea Dadac Daada
Gz (1.3/2) (2.3) 3. )
Dagee Dadeed Dadede Didedd Dyddee Dyaded Daddde Dadadd
(3/2,5/3) (5/3.2) 43,312 (1,4/3) (5/2.3) 2.512) (3,4) 4, )
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Quadro 1

Tabela de intervalos de taxas de juros para o quinto nivel de extensdo

Diagonal Expressio para i Intervalo
Dycecee i=1/Q+1/+1/A+1/A+1/A+K))))) (3/55/8)
Dgeced i=1/A+1/Q+1/ A+ 1/Q+1)))) (5/8,2/3)
Dieeede i=1/(+1/ A+ 1/ Q+1/ A+ ©)))) (4/7,3/5)
Dyeeedd i=1/A+1/Q+1/(B+ 1)) (1/2, 4/7)
Dycedee i=1/Q+1/Q@+1/ A+ 1/1+ u)))) (517, 3/4)
Daceded i=1/A+1/Q+1/Q+ p))) @/3,5/7)
Dyeedde i=1/1+1/G+1/ A+ @) 3/4,4/5)
Dgeeddd i=1/A+1/@+ @) @/5,1)
Diedece i=1/Q+ 1A+ 1A+ 1A+ @)))) 3/8,2/5)
Diedeed i=1/Q+1/a+1@2+u))) (1/3,3/8)
Dyedede i=1/Q+1/Q+1/Q+H1))) @/5,3/7)
Dyededd i=1/Q2+1/ 3+ p) G/7.1/2)
Dyeddee i=1/@+1/a+1/A+m)) (1/4,2/1
Diedded i=1/G+1/ @2+ m) @/7,1/3)
Diedade i=1/@+1/1+u1)) /s, 1/4)
Dedddd i=1/6+ 1) 0,1/5)
Dydeeee i=1+1/(1+1/Q+1/1+1/1+p))) (8/5, 5/3)
Dydeeed i=1+1/A+1/A+1/Q+ @) (/2,8/5)
Djdeede i=1+1/(0+ 1/Q+1/ QA+ M))) (5/3,7/4)
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(Continuagio)

Diagonal Expressdo para i Intervalo
Dadeedd i=1+1/Q+1/G+p)) 1/4,2)
Dydedee i=1+1/Q+1A+1/(1+ 1)) 4/3,7/5)
Dydeded i=1+41/Q+1/ Q@+ W) /s, 3/2)
Dydedde i=1+1/G+1/A+ p)) (5/4,4/3)
Dideddd i=1+1/@+p) 1,5/4)
Diddeee =241/ A+1/A+1/A+ ) (5/2,8/3)
Dyddeed i=2+1/(1+1/ Q2+ p)) ®/3,3)
Dyddede i=2+1/Q+1/ 1+ W) 13,5/2)
Daddedd i=2+ 1/ G+p) (2,7/3)
Ddddee i=3+1/Q+1/a+ W) 12, 4)
Daddded i=3+1/2+ p) G.1/2)
Dadadde i=a+1/(1+ p) @,5)
Dadddda i=S+p (5,%)

5. Conclusio

Mostramos aqui como, fazendo uso do Teorema de Vincent, podemos, somente
com adigGes, estabelecer, com excegdo do caso apontado, se a um dado projeto
se associa somente uma taxa interna de retorno. Ainda mais, o procedimento
descrito tem a virtude adicional de delimitar o intervalo ao qual pertence a taxa
interna.

O processo de geragdo do que chamamos de niveis de extensfo da condi¢do
de Bernhard-de Faro ¢ de fécil implementagdo e livre de problema de estabilida-
de numérica. Porém, além de ndo ser possivel e priori assegurar-se que o procedi-
mento ¢é finito, poderemos ter casos onde se faga necessiria a determinagfo de
um numero excessivamente grande de niveis de extensdo. Deste modo, do ponto
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de vista pritico, recomenda-se que se estabele¢a um limite ao nimero de niveis
de extensdo; digamos cinco. Se apds o exame do ultimo nivel ainda persistir a pre-
senca de uma Unica diagonal com mais de uma variagdo de sinal, diremos que a
aplicagdo do Teorema de Vincent se revelou inconclusiva. De qualquer maneira,
teremos delimitado o intervalo que contém uma ou mais taxas de juros que anu-
lam a fungdo valor atual associada ao projeto em exame. Nessa eventualidade, para
que se determine se existe somente uma distinta taxa interna de retorno, seré ne-
cessdrio que, restringindo-se a atengo ao intervalo delimitado, ou se faga uso do
Teorema de Sturm, ou se recorra a uma andlise grifica.

Abstract

Taking advantage of the mathematical equivalence between the separation of the
real roots of a polynomial and the determination of the internal rate of return
associated to a given project, the paper investigates the use of a litle known
theorem due to Vincent. It is shown that Vincent’s Theorem, originally published
in 1836, provides an interesting sufficient condition for a unique internal rate.
This sufficient condition is particularly appealing, as it is based only in additions
of the project’s net cash flows.
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