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Introdugdo

Nzo hd livro de economia que tenha aturdido os sismografos da Histéria como
O Capital de Karl Marx. Isso ndo se deve 4 sua contribuigdo 4 teoria econdmica,
mas 2 sua dimensdo evangélica: para um comunista ortodoxo, O Capital é a Biblia;
e ¢ blasfémia dissecd-lo como um texto de economia pura, como se faz com Adam
Smith, Ricardo, Walras, Marshall ou Keynes.

Para quem nfo gosta de engolir dogmas, essa dissecacdo € imperativa. Hd,
no entanto, muitas dificuldades a transpor, e a primeira € a isen¢do emocional.
Pelo seu conteddo ideoldgico, O Capital é um livro que se pode estudar com sim-
patia ou antipatia, mas nfo com indiferenga. Num caso, exaltam-se os acertos de
Marx; noutro, os seus erros. Qualquer grande economista, alids, pode ser focaliza-
do sob esses dois dngulos. Com boa vontade, hd quem conclua que quase tudo o
que hd de relevante em matéria de economia se encontra ou nas linhas ou nas en-
trelinhas de A Rigueza das nagdes. Com md vontade, Adam Smith pode ser apre-
sentado como um habilissimo teorizador de obviedades.

Em Marx, o espectro das avaliagbes ndo apenas ¢ magnificado pela carga
emocional, mas por duas outras razoes.

Primeiro, O Capital é obra inacabada, e durante sua elaboragao as concep-
¢Oes de Marx evoluiram consideravelmente. O Livro I, publicado em 1867, possui
extraordindria unidade e forca dogmdtica, e é muito fécil de criticar. Mas os Livros
IT e 111, editados por Engels apds a morte de Marx, contém iniimeras idéias novas,
muitas das quais contradizem a primeira parte da obra. A mensagem ideoldgica é
a mesma, mas a teoria subjacente é outra, Marx ndo viveu o bastante para unificar
a sua doutrina economica, e isso € o suficiente para que ela admita mais de uma in-
terpretacdo. Seguindo o Livro I, pode-se afirmar, como Samuelson, que Marx pos-
tulou que os pregos de mercado eram proporcionais s quantidades de trabalho so-
cialmente necessirias 4 producdo de cada mercadoria. Lendo-se o Livro III,
pode-se asseverar, como Morishima, que Marx reconheceu que numa economia ca-
pitalista ndo ha paridade entre precos e valores.
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Segundo, ao contrdrio de muitos economistas hodiernos, Marx teve muito
mais idéias do que capacidade analitica para as desenvolver. Como a maioria dos
economistas de seu tempo, onde Cournot e Walras eram a exce¢ao, Marx era um
grande erudito em historia, filosofia e economia, mas apenas um principiante em
matemdtica. Assim, muitas das idéias contidas em O Capital, sobretudo nos Livros
IT e ITI, foram bloqueadas pela insuficiéncia dos meios de expressdo. Alias, ainda
que Marx conhecesse toda a matemdtica de seu tempo, o impasse ndo seria resolvi-
do, pois a linguagem formal de que O Capital necessitava so veio a desenvolver-se
no século XX.

O objetivo do presente texto ¢ reexaminar a obra de Marx com o auxilio
dessa linguagem matemitica. Esse tipo de exame, embora s6 gere ceticismo para
os interessados na dimensio evangélica de O Cupital, é profundamente gratifi-
cante para quem deseja compreender a feoria econdmica marxista.

Como economista puro, Marx dispos-se a enfrentar um programa ciclépico,
e que reduziria o equilibrio geral walrasiano a simples miniatura. O Capital apre-
senta uma teoria geral de formagdo dos precos fundada no valor-trabalho; uma
teoria de exploragdo do homem pelo homem cujo fulcro é o fendmeno da mais-
-valia: nas regras do jogo capitalista, uma hora de trabalho se compra por muito
menos do que aquilo que o trabalhador produz em uma hora; uma teoria da acu-
mulacdo e do crescimento assentada no reinvestimento da mais-valia apropriada
pelos capitalistas; uma teoria de inovagGes poupadoras de trabalho e que se encar-
regariam de aferrar os saldrios ao nivel de subsisténcia; uma teoria das crises alicer-
¢ada na contradi¢@o entre subconsumo e acumulagdo continua de capital; uma
teoria de concentragio monopolista que deixaria os poucos ricos cada vez mais
ricos e o proletariado cada vez mais pobre. E, como fecho apocaliptico, uma teo-
ria da taxa decrescente de lucro que levaria o capitalismo a autodestruicdo pelas
suas contradigdes internas.

Lutando em tantas frentes de trabalho com modesto equipamento bélico,
Marx s6 podia construir uma teoria econdmica repleta de erros. Com um minimo
de cdlculo diferencial, Bohm-Bawerk e seus discipulos ndo tiveram dificuldade em
refutar, ponto por ponto, as teses de Marx. Uma religido, no entanto, nio se
derruba com alfinetadas logicas. Além do mais, a réplica marginalista se baseava
num modelo de produgdo com funcdes diferencidveis e ampla substitutibilidade
dos fatores, uma invengdo dos economistas que jamais foi aprovada pelos enge-
nheiros, e que o8 marxistas ndo tinham por que engolir. Por certo tempo, as dife-
rencas ideologicas entre os economistas se traduziam nos seus modelos de produ-
¢do: a esquerda trabalhava com proporc¢des fixas, a direita com fun¢es de pro-
ducdo diferencidveis. O modelo de Arrow-Debreu mostrou que essa controvérsia
ndo passava de grossa tolice. Marx, realmente, abstraiu qualquer efeito-substitui-
¢do, tanto na produgdo quanto no consumo, mas nao é por ai que se pegam as fa-
lhas da sua teoria.

O Capital foi gerado sob duas grandes influéncias, a 16gica de Hegel e a
economia cldssica inglesa. Embora ideologicamente rebelde, Marx nunca deixou de
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ser um economista cldssico, e é impossivel entendé-lo sem conhecer a obra de pelo
menos dois de seus antecessores, Adam Smith e Ricardo. Essa obra é resumida no
item 1 da presente publicacdo. A prega¢do marxista nada tem a ver com a dos
cldssicos ingleses, mas a sua teoria é uma ramificagdo de um tronco comum.

O item 2 resume O Capital, encarando-o como livro de economia e deixando
de lado a sua dimensdo evangélica. O resumo cobre apenas as idéias centrais de
Marx, deixando de lado os atalhos menos inspirados, como a teoria da circulagdo
das riquezas e a da rotacdo do capital. Nao hd aqui a preocupagdo de descobrir o
que hd ou ndo nas entrelinhas de O Capital por uma razdo bastante objetiva: as
entrelinhas jamais foram escritas, e cada um as interpreta como bem deseja.

O item 3 apresenta o0 modelo de Von Neumann, devidamente estilizado por
Gale, Kemeny, Morgenstern e Thompson. O modelo fornece a teoria da produgao
de que Marx precisava e ndo conseguiu descobrir. As trajetdrias geométricas de
crescimento competitivo resolvem o problema da reprodugdo num caso particular,
aquele em que os capitalistas reinvestem todos os seus lucros. Esse é o fulcro da

teoria marxista do crescimento apresentada com muitas imperfei¢des no Livro II
de O Cupital.

O item 4 descreve o modelo aberto de Leontief. A preocupagdo do autor era
construir matrizes de relagSes interindustriais capazes de auxiliar o planejamento
econdomico e o estudo das contas nacionais. Um subproduto do modelo, no entan-
to, é um sistema de precos que corresponde a valores marxistas, isto €, a horas
de trabalho cristalizadas na produgio.

O item § introduz o modelo-fechado de Leontief, um caso particular do mo-
delo de Von Neumann em que cada produto se obtém por uma inica técnica de
produgdo sem o emprego de bens durdveis de capital. Esse modelo se ajusta como
uma luva 4 teoria marxista. No seu contexto é possivel resolver a charada do Li-
vro III de O Capital, a transformagdo de valores marxistas em pre¢os de mercado
competitivo, A solugdo desse problema, que tantas dores de cabega trouxe a Marx,
deve-se a Morishima, Seton e Okishio. A idéia central é estabelecer duas contabili-
dades separadas, uma em horas de trabalho, outra em pregos de mercado. Na pri-
meira contabilidade as taxas de exploragdo se nivelam nos virios setores da eco-
nomia. Na segunda, a equaliza¢do se processa nas taxas de lucro. Algumas férmu-
Jas ndo muito indigestas e com algum sabor marxista interligam as duas contabili-
dades. Ndo hd evidéncia de que Marx tenha pensado nesse sistema dual de contas.
Também é de se indagar da utilidade das contas em horas de trabalho. De qualquer
forma, os teoremas de transformagdo sdo um achado brilhante dos neomarxistas.
Infelizmente, eles se restringem ao modelo fechado de Leontief. No caso geral do
modelo de Von Neumann, nem sempre ¢ possivel definir valores marxistas.

O item 6 segue um outro atalho, dissecando a teoria dos precos de Piero
Sraffa. Essa teoria, meio ricardiana, meio marxista, mistura alguns lances brilhan-
tes com varias elaboragGes bizarras. Para os interessados em economia marxista,
ela traz uma novidade, a redugdo dos pregos a quantidades datadas de trabalho,
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uma maneira alternativa e muito interessante de focalizar o problema da transfor-
magao.

Por tltimo, o item 7 introduz o consumo dos capitalistas no modelo de Von
Neumann. Trata-se de uma sofisticagdo devida a Morishima, e que permite um
reexame mais fiel dos problemas de crescimento e reprodugdo.

Cem anos ap6s a morte do autor de O Capital, é facil criticar as suas cons-
trugbes tedricas. O valor-trabalho é um fundamento frdgil para uma teoria de
pregos; a lei férrea de saldrios é uma conjectura sem apoio empirico; as inovagdes
numa economia com rendimentos constantes ndo podem, simultaneamente, de-
primir saldrios e taxas de lucro, e assim por diante. Pode-se dai concluir que, como
economista puro, Marx errou na tese. Mas certamente construiu a mais provocado-
ra antitese de toda a historia do pensamento econdmico.

Requisitos para a leitura do texto

Do ponto de vista estritamente formal, o presente texto dispensa qualquer conhe-
cimento prévio de andlise econémica. A familiaridade com as teorias do crescimen-
to econdmico e do equilibrio geral é desejdvel apenas para que o leitor possa bem
situar as limitacdes dos modelos de inspiragdo marxista. A mais séria dessas limita-
¢oes ¢ a hipotese de proporcoes fixas no consumo dos trabalhadores: presume-se
que uma hora de trabalho se compre por uma cesta de mercadorias dada. O que
acontece quando se muda essa cesta é o ponto central da teoria de Sraffa.

A leitura dos dois primeiros itens poucos conhecimentos pressupde, em ma-
téria de matemdtica: dlgebra elementar e rudimentos de cdlculo diferencial. O mo-
delo ricardiano, na formalizagdo de Pasinetti, apresentado no item 1, leva a um sis-
tema de equaces diferenciais. A convergéncia para o estado estaciondrio, no en-
tanto, pode ser entendida com um simples diagrama de fase.

Os demais itens presumem algumas noc¢des de dlgebra linear, topologia do
R™ e andlise convexa. Em matéria de dlgebra linear, sup0e-se apenas que o leitor
conhega as operagdes elementares com matrizes. Os modelos de Leontief envol-
vem virios teoremas mais ou menos sofisticados sobre matrizes nao negativas, mas
tais teoremas sdo demonstrados nos itens 4 e 5. No R, umvetorx =(x;, X,,...,%;)
¢ dito ndo-negativo quando todas as suas coordenadas sdo maiores do que ou
iguais a zero; semipositivo, quando for ndo-negativo, com pelo menos uma coorde-
nada positiva; positivo, quando todas suas coordenadas forem positivas.(*)

O produto interno de dois vetores x = (X3, X3,..., Xp), ¥ =(V1, Y2, ... ¥pp) €
o nimero real (x, ¥) = x3¥; +x3¥, +... + x,y,. A norma de um vetor x é
indicada por || x ||, sendo o real nao-negativo dado por:

Ixll = +.v/(5, %) = /x3 +x3 +....+x%

n n
(1) R+ é o conjunto dos vetores ndo negativos do R .

n n
R++ o conjunto dos vetores positivos do R,
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correspondendo, geometricamente, a distincia do ponto x a origem. A distincia
d(x, y) entre os pontos ou vetores x e y é dada por d(x, y) = [ly—x|. Uma se-
qiiéncia [x,,] de pontos do-R™ diz-se convergente paraoponto xeR" quando
a todo € > 0 correspondér um inteiro positivo M =M (¢), tal que m >M implique
[%5, —x || < e. Intuitivamente, isso equivale a dizer que, a partir de certa ordem,
os elementos da seqiiéncia se tornam todos tdo proximos de x quanto se queira. Uma
fungdo flx) definida num subconjunto C do R™ e com valores no RP diz-se conti-
nua no ponto x, € C quando a todo real € > 0 corresponder um real § =6 (e) >0
tal que xe C e |lx—x,ll <8 implique [|f(x)—f(x,) Il <e. Isso significa que é pos-
sivel tornar f(x) tdo préxima quanto se queira de f(x,), desde que se tome x con-
venientemente proximo de x,. Um subconjunto C do R™ diz-se limitado quando
existe um real positivo M tal que para todo xe C se tenha ||x| < M. Isso é o
mesmo que dizer que C estd contido em alguma bola de centro na origem & raio
finito, Um conjunto C de pontos do R" ¢ dito fechado quando toda seqiiéncia
convergente [x,,] de pontos de C tiver o seu limite x pertencente a C. Conclui-se
trivialmente que a intersec¢cdo de uma colecdo de conjuntos fechados é um conjun-
to fechado. C diz-se compacto se for ao mesmo tempo fechado e limitado (defi-
nig@o que s6 serve ao R™),

A partir dessas definicbes provam-se os poucos teoremas de topologia do
R™ usados no texto. O ponto inicial para as demonstragdes é o teorema do supre-
mo no conjunto dos reais. Seja G um conjunto de reais limitado superiormente,
isto €, tal que exista um real M tal que x < M, qualquer que seja xe G. Diz-se que
o real z é supremo de G quando: a) z > x, para todo X € G; b) a todo € >0 corres-
ponder um pontox (€) €G talquex ( €) >z —e. Isso é o mesmo que dizerque z é o
menor limite superior para os pontos de G. O teorema do supremo afirma que to-
do conjunto de reais limitado superiormente possui um e um tnico supremo (o
qual pode pertencer ou ndo ao conjunto).

Com o teorema do supremo, demonstra-se, primeiro, para o conjunto dos
reais, e depois, por indugdo finita, para 0 R, a seguinte proposi¢do: no R, de
toda seqliéncia limitada é possivel extrair uma subseqiiéncia convergente. Segue-se
dai que se C ¢ um subconjunto compacto do R", e se [x,,] é uma seqiiéncia de
elementos de C, entdo de [x,,] é possivel extrair uma subseqiiéncia que convirja
para um ponto x € C.

Um outro resultado que serd utilizado é o teorema do mdximo: toda fun-
¢do continua f(x) definida num subconjunto compacto C do R"™ & com valores
reais admite um mdximo. Em outras palavras, existe x,e C tal que f{x,) = f(x)
para todo xe C.

Em matéria de andlise convexa usaremos apenas as definicGes bdsicas de con-
junto convexo e de fungd@o concava, o teorema de separagdo e o teorema de Kuhn
e Tucker.

Um subconjunto C do R" diz-se convexo quando, para quaisquer x e y per-
tencentes a C e para qualquer real 0 < a <1, se tiver (1—a) x +ay e C. Isso equi-
vale a dizer que o segmento de reta que une dois pontos quaisquer de C estd intei-
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ramente contido em C. Um cone K é um subconjunto do R™ tal que se xekK,
entdo Ax e K para todo A = 0, isto €, um conjunto que contenha toda a semi-reta
partindo da origem e passando por um qualquer de seus pontos. Verifica-se que
K ¢ um cone convexo se e somente se xeK e yeK implicar ax +8y e K para
quaisquer reais a=>0e =0,

O teorema de separacdo afirma que se C; e C, s3o dois conjuntos convexos
disjuntos no R, entdo existe um vetor n-dimensional p # 0 tal que, quaisquer
que sejam xeC; e yeC, , (p, x)<(p, y). Geometricamente, isso equivale a di-
zer que existe um hiperplano, de normal p, tal que C; e C; se situem em lados fe-
chados opostos do hiperplano.

Seja G(x) uma fungdo definida no subconjunto convexo C do R” e com va-
lores no RP. Diz-se que G(x) é concava quando, para quaisquer x e y pertencen-
tesa Ce para qualquer 0 <a<1:

G((l-a)x+ay)= (1-a) G (x) +a G(y)

a desigualdade vetorial exprimindo que cada coordenada do primeiro membro é
maior ou igual 4 coordenada correspondente do segundo membro. Geometrica-
mente, isso significa que a corda que une dois pontos quaisquer do grifico de
G(x) se situa abaixo ou sobre o grifico.

O teorema de Kuhn e Tucker é uma extensio do método dos multiplica-
dores de Lagrange para o cdlculo do maximo de uma fung¢fo real concava condi-
cionada por desigualdades concavas. O teorema fornece méximos globais (e ndo
apenas locais) e ndo depende da diferenciabilidade das funges. Seu enunciado
€ o seguinte:

Seja C um convexo do R™; f(x) e G(x) fungGes concavas definidas em C
e com valores, respectivamente, no conjunto dos reais e no-RP. Suponhamos que,
para algum yeC se tenha G(y) > 0 (condigao de Slater). Entdo, para que o
mdximo de f(x) sujeito 4 restricdo G(x) = 0 ocorra no ponto X, € necessirio e su-
ficiente que exista um vetor p-dimensional w= 0, tal que:

flxp) = flxg) + (W, G (xp)) = f(x)+(w, G (x)), para todo x € C.

No caso, w é o vetor dos multiplicadores de Lagrange, todos nao-negativos.
O teorema afirma que, para que o mdximo condicionado ocorra no ponto X, é
necessdrio e suficiente que o mdximo ndo condicionado da fungo auxiliar de La-
grange f(x) + (w, G (x)) ocorra no ponto x,,, sendo igual a f(x,).

Esses conhecimentos, aliados a certa pritica no entendimento de demons-
tragdes matemdticas, sdo suficientes para a leitura dos itens 3 a 6. O item 7 usa
ainda o teorema do ponto fixo de Kakutani para provar a existéncia de trajet6rias
de Morishima-Von Neumann.
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Para enunciar esse teorema, admitamos que C seja um subconjunto convexo
e compacto do R". Uma correspondéncia em C é uma fun¢do que a cada ponto
p € C associa um subconjunto f(p) de C. A correspondéncia diz-se semiconti-
nua superiormente quando se verifica a seguinte propriedade: se [x,;] ¢ [V;]
s3o seqiiéncias convergentes de pontos de C, com limites x e y, respectivamente, e
se ¥, € F(x,,) para todo inteiro m, entdo y € F(x). No caso, semicontinuidade
superior equivale a dizer que F'(p) é uma correspondéncia de grifico compacto. O
teorema de Kakutani afirma que se F(p) € semicontinua superiormente e se, para
cada p, F'(p) é convexo e ndo vazio, entdo existe p, € C tal que p, € F'(p,). A fi-
gura a seguir ilustra o teorema de Kakutani para o caso em que C é o intervalo
[0;1] da reta.

F(p) g
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1. De Adam Smith a Ricardo

1.1 O desenvolvimento da teoria cldssica dos precos

Até que o célculo diferencial se intrometesse na andlise econdmica, praticamente
todas as teorias de formagao de pregos se erguiam a partir de uma observagao con-
tbil: o preco pelo qual uma mercadoria é vendida € igual ao seu custo de produ-
¢do mais o lucro de quem a negocia. Essa observagio estd longe de constituir uma
teoria: trata-se apenas de uma tautologia que define o que seja lucro. Contudo,
com algum esforgo taxiondmico, foi possivel partir desse truismo para a constru-
¢d0 de uma teoria dos pregos.

O primeiro trabalho nessa diregdo foi classificar os custos de produgdo em
quatro grupos:

a) as despesas com matérias-primas e com o uso dos bens de capital;

b) as rendas pagas aos proprietdrios de terras;

¢) os saldrios pagos aos trabalhadores;

d) os pagamentos a capitalistas, a tftulo de lucros, juros e aluguéis. Haveria um
quinto grupo, o dos impostos pagos ao Governo, mas os economistas, desde Adam
Smith até Marx, se concentraram em explicar a formagdo dos pregos antes da inci-
déncia dos impostos.

O segundo foi um exercicio de regressao nas etapas de produgao: as despesas
com matérias-primas e o desgaste das mdquinas e equipamentos representavam,
numa etapa anterior da produgdo, a soma de outros quatro grupos de custos e
remunera¢Oes de terra, trabalho e capital. Assim, integrando as vdrias etapas da
produgdo, se cancelariam as despesas com matérias-primas e depreciagdes, poden-
do-se desdobrar os pregos em trés componentes: a renda da terra, os saldrios e o
lucro (como tal entendido o conjunto dos lucros propriamente ditos, mais os juros
e aluguéis). Essa redugdo do preco das mercadorias a trés componentes se encontra
admiravelmente exposta no capitulo 6 de A Riqueza das nagdes.

Um terceiro trabalho foi o de estabelecer as tendéncias 3 equalizagdo:

a) terras de igual fertilidade e igual distincia dos mercados deveriam receber a
mesma renda por hectare;
b) trabalhadores de igual habilidade e aplicagdo deveriam auferir iguais saldrios;
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¢) o capital tenderia sempre a procurar os caminhos mais lucrativos, deslocan-
do-se dos setores menos rentdveis para os mais rentiveis. Assim, as taxas de lucro
deveriam, a longo prazo, iguafar-se, nos diversos ramos da atividade economica.
Adam Smith, todavia, deixou bem claro que essas tendéncias 4 equalizagdo se esta-
beleciam com velocidades distintas: no caso da renda da terra e dos saldrios, o
equilibrio se atingiria com aprecidvel rapidez, j4 que ninguém de bom senso paga
mais pelo por que pode pagar menos, O deslocamento do capital dos setores me-
nos lucrativos para os mais rentéveis, no entanto, levaria mais tempo a se comple-
tar, e seria freqilentemente perturbado pelas oscilagdes de mercado.

Essas observagoes podem ser resumidas numa equagdo que, embora nio te-
nha sido escrita por Adam Smith, est4 perfeitamente implicita em A Riqueza das
nagdes. Se para produzir uma mercadoria sdo necessdrios: a hectares-ano de um
certo tipo de terra, cuja renda por hectare-ano ¢ igual a ¢; n homens-hora, cujo sa-
ldrio hordrio é w; e k cruzeiros-ano de capital cuja rentabilidade anual é de 100r%,
entdo o prego p da mercadoria sera expresso por:

p=at+nw+kr. (1.1)

Com todo o trabalho taxiondmico até agora realizado, ainda continuamos
no campo das tautologias. Para transformar a equagdo (1.1) numa verdadeira teo-
ria é preciso explicar como se determinam os saldrios, as rendas da terra e as taxas
de lucro. Essa construgdo, iniciada por Adam Smith, formidavelmente desenvolvi-
da por Ricardo, e dogmaticamente fechada por Marx, teria que esbarrar contra
uma série de obstdculos que s6 poderiam ser transpostos com muito folego ima-
ginativo e com boa dose de imprudéncia cientifica.

O primeiro obstdculo a vencer estava em que as explicagdes dos pregos cus-
tos de produgio s6 focalizavam um lado do problema. As mercadorias ndo valem
apenas porque custam a ser produzidas. Elas valem igualmente porque, direta ou
indiretamente, satisfazem as necessidades e aos desejos dos individuos. Para usar
um exemplo de Samuelson, um alfinete com o hino nacional gravado na cabega
pode ser custosfssimo, mas dificilmente valerd alguma coisa. Adam Smith era de-
masiadamente licido para deixar escapar esse problema e, por outro lado, nfo
dispunha do-equipamento analftico necessdrio 4 sua solugdo. Ainda assim, 4 Ri-
queza das nagbes encontrou, sendo uma solugdo, pelo menos uma saida h4bil,
baseada em duas observagoes.

A primeira observagfo, apresentada no capitulo 4 de A Riqueza das nagdes,
¢ a de que a palavra valor tem dois sentidos diferentes, podendo exprimir a utilida-
de de um dado objeto ou a possibilidade de esse objeto servir para comprar outras
mercadorias. No primeiro caso se trata do “valor do uso,” no segundo, do “valor de
troca,” distingdo que jd havia sido estabelecida por Aristoteles. As coisas que tém
grande valor de uso, como a 4gua, freqilentemente possuem pequeno ou nenhum
valor de troca. J4 os diamantes, embora pouco uteis, possuem enorme valor de
troca. Com isso, Adam Smith estabelecia uma dicotomia de conceitos, propon-
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do-se a analisar apenas um deles, o valor de troca, que tinha como expressio mo-
netiria o pre¢o da mercadoria. Ricardo, no primeiro capitulo dos seus Principios
de economia politica e tributacdo, introduziu uma ponta de veneno nessa dissocia-
¢do de conceitos, a0 observar que a utilidade, embora ndo seja medida do valor
de troca, é essencial 4 existéncia desse valor. Um bem que ndo pudesse contri-
buir de alguma forma para a nossa satisfagdo, por escasso que pudesse ser, ou
fosse qual fosse a quantidade de trabalho necessiria para obté-lo, seria fatalmen-
te destituido de valor de troca. Mas também Ricardo ndo conseguiu ir além desse
ponto, e a conciliagdo do valor de uso com o valor de troca s6 se estabeleceu mui-
to mais tarde, com o desenvolvimento da teoria marginalista.

A segunda observagdo, que constitui o objeto do capitulo 7 de A riqueza
das nagdes, ¢ que o prego de mercado pode desviar-se, mas tende a flutuar em tor-
no daquilo que Adam Smith denomina o “prego natural™. O Capftulo em questdo
comega por notar que existe em cada comunidade ou regido um indice normal de
saldrios para cada ramo de trabalho, de renda para cada tipo de terra, e de lucro
de capital. Esses niveis normais variam conforme a riqueza de cada comunidade e
o seu ritmo de progresso. Quando o prego de determinada mercadoria remunera a
terra, o trabalho e o capital exatamente nesses (ndices normais, diz-se que a mer-
cadoria é vendida ao seu pre¢o natural. Os desajustes entre a oferta e a procura
podem desviar o prego de mercado do produto do seu nivel natural. Se a oferta
for insuficiente, ou a procura excessiva, o prego subird acima do natural. Mas, ai,
o mercado exercerd o seu efeito corretivo: as altas rendas, salirios ou lucros es-
timulardo o afluxo de mais fatores para a produgdo da mercadoria. Com o aumen-
to da oferta, o prego de mercado tende a voltar ao nivel natural. O raciocinio in-
verso, obviamente, se aplica ao caso em que a oferta é excessiva em relagdo a pro-
cura. Embora sem dizer exatamente como, Adam Smith admite que a procura es-
teja ligada 3 utilidade dos bens. Com isso fica claro por que nao sobrevivem os ca-
pitalistas que se langam na produgdo de bens intteis: simplesmente, porque ndo
conseguirdo remunerar terra, trabalho e capital pelos seus indices naturais.

A segunda dificuldade a transpor nas teorias do custo de produgdo residia
na escolha das unidades de medida. Na realidade, essa dificuldade poderia ser con-
tornada se a preocupagdo viesse a ser, como mais tarde se fez com as equacOes
de Walras, a de explicar como se formam os pregos relativos, e ndo os pre¢os abso-
lutos. Mas, Adam Smith pretendia encontrar uma unidade estivel de medida para
os valores, como na fisica 0 sio o metro, o quilograma ou o segundo. Embora a
humanidade ainda ndo tivesse ingressado na era inflaciondria do papel-moeda, as
oscilagBes de pregos em termos de ouro ou prata ji eram suficientemente impor-
tantes para que ndo se aceitasse a moeda como uma unidade estével de valor.
Adam Smith, no capitulo 5 de 4 Riqueza das nagcdes, imaginou encontrar uma so-
lugdo para o problema admitindo que o prego real de uma mercadoria fosse o ex-
presso em unidades de trabalho, em contraposigdo ao prego nominal, que se esta-
belece em dinheiro. Na realidade, a distingdo entre prego nominal e prego real nio
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tinha maior profundidade do que dividir a equagdo (1.1) pelo saldrio unitdrio w,
transformando-a em:

plw=at/w+n+kr/w (1.2)

o que de fato significa passar de uma tautologia a outra. Mas, a idéia de exprimir
os valores em unidades de trabatho inspiraria nova concepgdo, que seria amplamen-
te explorada primeiro por Ricardo e depois por Marx: a teoria do valor-trabalho.

A dificuldade mais substantiva das teorias do custo de produgao, efetivamen-
te, residia na auséncia de um denominador comum que pudesse ser cancelado na
determinag@o dos pregos relativos. Na equagdo (1.1) existem trés coeficientes téc-
nicos, que se supSem determinados pelos melhores métodos conhecidos de produ-
¢do: a, n e k, aos quais correspondem trés niveis naturais de remuneragio, ¢, w
e r. Como a proporgdo em que se empregam terra, trabalho e capital ndo é a mes-
ma na fabricagdo de diferentes produtos, os pregos relativos ndo se podem deter-
minar apenas em fungdo dos coeficientes técnicos. Nao hd como escapar, assim, a
uma teoria que explique como se formam a renda da terra, os saldrios e as taxas
de lucro, ou, pelo menos, as relagdes entre essas remuneragdes de fatores.

A situag@o é muito diversa da que ocorreria se s existisse um fator de pro-
dugdo, e esse ponto foi muito bem entendido por Adam Smith em 4 Rigueza
das nagdes. Se admitissemos que o trabalho fosse o inico fator de produgio, a re-
lagdo de pregos de duas mercadorias seria igual 4 relagdo entre o nimero de ho-
mens-hora empregados na respectiva fabricagdo. Adam Smith apresenta essa teo-
ria de formag3o dos pregos como vélidd para uma sociedade primitiva, onde as ter-
ras ainda nio foram apropriadas e onde o trabalho manual nio seja ajudado pelas
mdquinas e equipamentos. Mas, logo a descarta para as sociedades mais sofisti-
cadas, onde se tenham estabelecido a propriedade da terra e a acumulagdo de ca-
pital. Note-se que com um unico fator de produgdo é dispensivel saber como se
forma a sua remuneragdo, para explicar a determinagdo dos pregos relativos.
Simplesmente, essa remuneragio é o denominador comum que se cancela.

As construgdes unificadas, todavia, exercem enorme fascinio intelectual, ¢ a
idéia de que o valor de uma mercadoria pudesse exprimir-se pelo nimero de horas
necessdrias 3 sua produgio, isto é, a teoria do valor-trabalho, ndo iria morrer com
tanta facilidade quanto imaginava Adam Smith. Em A Riqueza das na¢des, trata-se
apenas de uma teoria aplicdvel ds sociedades rudimentares. Ricardo, apesar de sua
estupenda formagdo logica, conseguiu, nos seus Principios de economia politica
e tributacdo, o aparentemente impossivel: em alguns capftulos consagrar, e em
outros refutar a teoria do valor-trabalho. Até que veio Marx, para ergué-la 4 cate-
goria de religido.

1.2 Do impressionismo de Adam Smith a 16gica de Ricardo

A celebridade de A Riqueza das nacdes se deve a pelo menos duas caracterfsticas.
De um lado, a de ter sido o primeiro livro importante escrito sobre economia. De
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outro, a de provavelmente conter muito menos erros do que os livros originais de
economia publicados posteriormente. Essa segunda caracteristica se deve ao fato
de Adam Smith se ter mostrado suficientemente prudente para ndo se aventurar
a ingressar no limite de incompeténcia. O custo dessa prudéncia, todavia, foi o
de apenas esbogar, sem completar, uma teoria de formagdo de pregos.

Ap6s mostrar, no capftulo 6, que o pre¢o das mercadorias se decompde
em saldrios, rendas e lucros, e de analisar, no capftulo 7, como o pregco de merca-
do flutua em torno do natural, seria esperdvel que A Riqueza das nagdes descre-
vesse o que determina a remuneragdo de cada fator de produgdo. Os capitulos se-
guintes sdo repletos de excelentes observagdes quanto a causas de variagdes dos
saldrios, da renda da terra e dos lucros, mas estdo longe de fornecer algo que se
possa considerar uma teoria de determinagdo. Adam Smith naturalmente observa
que o saldrio do trabalhador deve permitir a subsisténcia sua e de seus dependen-
tes, sem o que a raga humana acabaria em uma geragdo. Mas, ndo afirma que os
saldrios tendam a permanecer nesse nivel de subsisténcia, admitindo que, na Gra-
-Bretanha de entdo, os saldrios fossem mais elevados do que o estritamente neces-
sdrio para que o trabalhador constitufsse familia. Sem muita precisdo, admite que
o aumento do capital da sociedade eleve os saldrios e baixe as taxas de lucro. Num
outro ponto, afirma que os saldrios mais altos nic sdo os das nag¢Ges mais ricas,
mas os das nagGes que mais rapidamente crescem. Os saldrios individuais variam
conforme a aptiddo de cada trabalhador, a dificuldade de aprendizado da profis-
sd0, a regularidade do emprego, a salubridade das condigdes de trabalho, etc. As
corporagdes, restringindo artificialmente a oferta de alguns empregos, conseguem
aumentar os saldrios dos seus associados. Na mesma linha, Adam Smith observa
que as taxas de lucro variam conforme o risco dos negécios, e o grau de concor-
réncia ou monop6lio. A renda da terra € uma tipica remuneragdo de monopdlio,
sendo maibr para as terras mais férteis e mais proximas dos mercados. Todas essas
observagdes sdo apresentadas em A Rigiteza das nagdes com preciosos pormeno-
res, fluéncia de estilo e acuidade empirica. Mas, no conjunto, representam apenas
pinceladas impressionistas em dire¢do a uma teoria de formagdo dos pregos dos fa-
tores de produgdo. Como se determinam os saldrios, a renda da terra e as taxas
de lucro € questdo que, efetivamente, nio foi respondida por Adam Smith.

Na realidade, a maior contribui¢do de Adam Smith ndo reside na estrutura
logica da sua teoria da formagdo dos pregos dos produtos e dos fatores de pro-
dug¢do, mas em identificar como era possivel chegar a uma ordem econdmica na-
tural a partir de um sistema inteiramente descentralizado de decisdes, o livre jogo
das forgas de mercado. O sistema se equilibraria como se guiado por “mao invisi-
vel”, que operaria as necessirias corregGes de rumo sempre que os pregos de mer-
cado se desviassem do seu nivel natural. Retrospectivamente, seria possivel afirmar
que A Riqueza das nacdes provou que o sistema de mercado era capaz de funcio-
nar, mas nio que ele fosse capaz de distribuir eficientemente recursos escassos.
Esse tipo de consideragdo exigiria um aparato analftico fora do alcance de A Ri-
queza das nagdes. Por acreditar que o individuo soubesse, melhor do que qualquer
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planejador oficial, julgar o que mais lhe convinha, Adam Smith induziu que a mao
invisivel n3o apenas era capaz de operar, mas também de operar com maior efici-
éncia do que a intervengdo.governamental. Smith n#o era um panglossiano a ponto
de acreditar que todos vivessem no melhor dos mundos. Ndo apenas a intervengdo
governamental, mas também os monopdlios e coalizdes de produtores o inquieta-
vam. Sua preocupagdo, por outro lado, ndo era combater o socialismo, que s6 iria
ganhar corpo no século XIX, mas o mercantilismo, t30 em moda na época. Ao des-
cobrir, pela logica, que o sistema de mercado era ordenado por mio invisivel,
Adam Smith partiu, ndo por um silogismo, mas por uma extrapolagio analdgica,
para a pregacdo do laissez-faire. Os empiristas britanicos, desde Locke, preocupa-
vam-se menos em construir grandes edificios dedutivos a partir de umas poucas
premissas, do que em alinhavar observagdes extraidas da realidade. Essa é a linha
filosofica de A Riqueza das nages.

Ao contririo de Adam Smith, Ricardo é um escritor bastante drido. 4 Ri-
queza das nagdes 1é-se de um folego s6. Os Principios de economia politica e tribu-
tacdo s6 podem ser lidos com um ldpis e papel ao lado, e alguns raciocfnios de
Ricardo s6 se tornam perfeitamente claros com o auxilio de um manual interpre-
tativo. Na realidade, Ricardo possufa formiddvel propensdo a abstragdo e, do pon-
to de vista légico, as suas constru¢des se tornariam muito mais precisas se fossem
apresentadas na embalagem moderna de um modelo matemitico. Ao invés, Ricar-
do apresenta seus raciocinios com base em fastidiosos exemplos sobre a composi-
¢do do prego do trigo. Nido se pode criticar Ricardo por ndo ter apresentado os
Principios: sob a forma de um modelo, primeiro porque seria exigir demais para
a época, segundo porque, em 1821, um livro de economia repleto de equagdes di-
ficilmente encontraria leitores. E natural, todavia, que numa exposi¢do moderna
do pensamento de Ricardo se recorra a equagses interpretativas, com o que se ga-
nha muito em tempo e em precis3o.

Como compensag¢do pela aridez, Ricardo realmente consegue construir uma
teoria de determinagdo dos pregos dos fatores de produgao. O leitor desprevenido
pode ter a impressdo de que os Principios de economia politica e tributacdo apre-
sentam nfo apenas uma, mas, is vezes, duas teorias conflitantes para explicar a
mesma coisa. Por exemplo, a formagfo de precos primeiro € explicada pela teoria
do valor-trabzilho, depois a partir da teoria de determinagdo da renda da terra,
dos saldrios e dos lucros. Do mesma modo, hd duas teorias de saldrios: a “lei
férrea”, segundo a qual os saldrios tendem ao nivel de subsisténcia, e a “lei do
fundo de saldrio”, que, expressa em linguagem moderna, admite que os saldrios
sejam proporcionais 4 relag@o capital/mao-de-obra.

Uma leitura atenta dos Principios, no entanto, desfaz essas aparentes con-
tradi¢Bes. O capitulo 1 dos Principios de economia politica e tributagdo parte
da teoria do valor-trabalho como primeira aproximagdo, mas ndo tarda a iden-
tificar as suas imperfeicBes e a necessidade de substituf-la por outra explicacdo
mais precisa. As duas teorias de saldrios sdo apresentadas em horizontes tempo-
rais distintos: a teoria do fundo se aplica a curto prazo, a lei férrea representa a
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tendéncia a longo prazo. O elo entre as duas se estabelece pela combinagdo da lei
dos rendimentos decrescentes com a teoria malthusiana da populagdo.

A explicacdo da renda da terra como o resultado do diferencial de fertili-
dade, apresentada no capitulo 2 dos Principios de economia politica e tributagio,
constitui uma das contribui¢des mais originais de Ricardo i andlise econdmica.
Nos seus aspectos fundamentais, a teoria continua aceita até hoje. A teoria do lu-
cro surge naturalmente como residuo: a produgdo de uma sociedade é fungdo da
extensdo e qualidade das terras cultivadas, da mdo-de-obra empregada ¢ do esto-
que de capital aplicado. A sobra, ap6s o pagamento dos saldrios e da renda da ter-
ra, € 0 lucro. Obtém-se a taxa de rentabilidade, evidentemente dividindo o lucro
total pelo estoque de capital.

Ricardo poderia ter parado ar, e jd teria construido uma teoria estdtica de
formagdo dos pregos dos fatores de produgdo. Contudo, os Principios de econo-
mia politica e tributagdo se preocupam em elaborar uma teoria dinimica, que
leva a importantes exercicios de futurologia. As hip6teses desse modelo dinimi-
o 530, basicamente, duas: primeiro, que os lucros sdo automaticamente reinvesti-
dos e transformados em mais capital; segundo, que, na linha malthusiana, a popu-
lag@o cresce a taxas tanto maiores quanto maior for o excedente dos saldrios so-
bre o nivel de subsisténcia.

A conclusao de Ricardo é que, numa economia em que todas as terras fér-
teis j4 tenham sido ocupadas, a mecédnica dos rendimentos decrescentes necessa-
riamente conduz ao estado estaciondrio ao nivel da miséria. A populagdo chegaria
ao seu limite compativel com a escassez de alimentos, e 0 seu crescimento seria
freado pela equalizagdo das taxas de mortalidade s de natalidade. Os propriets-
rios de terras se apropriariam de uma proporgdo extorsiva do produto, os saldrios
cairiam ao nivel de subsisténcia e a acumulag@o de capital cessaria, pela exaustio
dos lucros.

Contudo, o pessimismo de Ricardo ndo é incondicional. A lei dos rendi-
mentos decrescentes s6 se aplica aos paises onde a produ¢do de alimentos ¢ deti-
da pela escassez de terras férteis, como se admitia ser a Gra-Bretanha. Em outros
paises, dotados de abundincia de terras em relag@go a populagdo, nada deteria
o progresso da sociedade.

Mesmo para os paises premidos pela escassez de terras, Ricardo aponta uma
solugdo: a abertura ao comércio internacional, importando alimentos e exportan-
do manufaturas. Nesse sentido, o Capftulo 7 dos Principios de economia poli-
tica e tributacdo oferece mais uma das notdveis invengGes de Ricardo: a doutrina
das vantagens comparativas.

Como conclusdo de sua andlise, Ricardo ndo havia apenas construido uma
teoria dinimica de formagdo dos pregos dos produtos e dos fatores de produgio.
Mas, também, apresentava uma mensagem programdtica para a Gra-Bretanha da
época: abolir o protecionismo & importagdo de alimentos. E impossivel evitar que
os marxistas afirmem que Ricardo desenvolveu toda a sua teoria porque era liga-
do aos capitalistas, adversdrios dos proprietdrios rurais. O fato é que os Princi-
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pios de economia politica e tributagdo representam um dos livros mais importan-
tes e originais j4 escritos em matéria de andlise econémica. O pensamento de Ri-
cardo ¢ suficientemente rico ¢ fecundo para merecer uma sintese interpretativa,
como a que se apresentard mais adiante.

1.3 A teoria ricardiana do valor-trabalho

O capftulo 1 dos Principios de economia politica e tributacdo abre a sua primeira
se¢do com um longo subtftulo: “O valor de uma mercadoria, ou seja, a quantidade
de qualquer outra pela qual pode ser trocada, depende da quantidade relativa de
trabalho necessdria 4 sua produgio, e nao da maior ou menor compensago que é
paga por esse trabalho.”

Fundamentalmente, esse é o enunciado da teoria do valor-trabatho, segundo
a qual o prego de uma mercadoria € proporcional 4 quantidade de trabatho exigida
na sua produgdo. Ricardo, ap6s relembrar a distingdo entre valor de uso e valor de
troca, cuida de uma ligeira ressalva: hd um pequeno grupo de mercadorias cujo
valor € regulado apenas pela escassez. S30 as mercadorias n3o susceptiveis de re-
produgdo, como algumas estdtuas e quadros raros, livios ¢ moedas escassos, vi-
nhos de qualidade peculiar. A sua teoria do valor aplicar-se-d apenas is merca-
dorias cuja quantidade pode ser aumentada pelo exercicio da atividade humana, e
em cuja produgdo a concorréncia opere sem restrig0es.

O subtitulo da se¢do 1 é extremamente enfitico, mas Ricardo tem o cuida-
do de s6 desenvolver a teoria do valor-trabalho para as mesmas economias rudi-
mentares a que se havia referido Adam Smith. O ponto importante detectado por
Ricardo é que, a vigorar a teoria do valor-trabalho, € desnecessdrio dispor-de uma
teoria de saldrios para determinar a estrutura dos pregos relativos. Com efeito, no
caso, 0 saldrio unitdrio é o denominador comum que se cancela.

A segdo 2 do capitulo 1 assinala que trabathos de diferentes qualidades sdo
remunerados diferentemente, mas que isso ndo é causa de variagdo do valor rela-
tivo das mercadorias. Com isso, Ricardo lembra que o trabalho nio é um fator
de produgfio homogéneo, mas que se distingue qualitativamente, conforme o grau
de habilidade e instrugdo do trabalhador. A solugio para o problema esti em
admitir que d mercado estabelega coeficientes estdveis de proporcionalidade dos
saldrios, conforme o grau de qualificagdo da mao-de-obra. Esses coeficientes de-
vem ser usados para a conversdo de horas de trabalho qualificado em horas-equi-
valentes de trabalho comum.

Na se¢do 3, Ricardo prossegue com a teoria, observando que nfo apenas o
trabalho aplicado imediatamente is mercadorias afeta o seu valor; também o tra-
balho gasto em implementos, ferramentas e ediffcios que sio usados na produgio
daquelas mercadorias. Mas, j4 na segdo 4, surge a primeira grande pedra no cami-
nho. O subtitulo é sugestivo: “O princfpio de que a quantidade de trabalho em-
pregado na producgdo de mercadorias regula seu valor relativo, consideravelmente
modificado pelo emprego de maquinaria e de outros capitais fixos e durdveis.”
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Com alguns exemplos numéricos, Ricardo conclui que a teoria do valor-trabalho
ndo serve para determinar os pregos relativos de mercadorias que se fabriquem
com diferentes relag3es capital/mao-de-obra. Isso o leva, nas segBes restantes, a re-
conhecer que os pregos relativos das mercadorias ndo podem ser determinados
apenas a partir dos coeficientes técnicos de produgdo. Havendo mais de um fator
de produgdo, e as proporgOes de emprego dos fatores ndo sendo-as mesmas para os
diferentes produtos, ndo mais existe um denominador comum que se possa can-
celar.

O leitor propenso a critica tem o direito de indagar por que Ricardo dedica
o primeiro capitulo dos seus Principios inicialmente para consagrar, e depois para
derrubar a teoria do valor-trabalho. E posstvel que, didaticamente, o método ndo
seja dos melhores. A impressdo que se tem é que Ricardo aceitava a teoria do va-
lor-trabalho como primeira aproximagio, mas que julgava absolutamente neces-
sirio apontar as suas imperfeicOes e substituf-la por outra melhor. Seja como for,
essa teoria melhor € apresentada nos demais capftulos dos Principios de economia
politica e tributagio. '

14 A teoria da renda da terra

O capfttulo 2 dos Principios de economia politica e tributagcdo, que trata da renda
da terra, ndo apenas é muito original, mas também muito didatico, trazendo em-
butida a lei dos rendimentos decrescentes. O capftulo 3 estende os mesmos prin-
cipios para explicar a renda das minas.

Ricardo comega por observar que, num pais subpovoado e com abundancia
de terras férteis, nio haveria renda da terra. O que faz surgir essa renda é a neces-
sidade, com o crescimento demogrifico, de ocupar nio apenas as melhores terras,
mas também outras de menor fertilidade. O prego do trigo é o mesmo, quer ele
provenha de uma terra mais ou de outra menos produtiva. Mas, a quantidade de
capital e trabalho necessdria 4 produgdo de uma tonelada de trigo é menor na terra
mais fértil. Como o preco do trigo deve remunerar o capital e o trabalho emprega-
dos na terra de pior qualidade, o proprietdrio da terra mais fértil se beneficiard de
uma renda, como fruto do seu diferencial de fertilidade.

Em termos analfticos simples, suponhamos que o método mais econémico
para a produgdo de uma tonelada de trigo exija n; unidades de trabalho e k; uni-
dades de capital, na terra de pior qualidade que esteja sendo cultivada. Essa ter-
ra, segundo Ricardo, ndo faz jus a qualquer renda, de modo que o prego de uma
tonelada de trigo serd dado por:

p=nmw+kr (1.3)
sendo w o saldrio e r a taxa de lucro. Admitamos, agora, que numa terra mais fér-

til uma tonelada de trigo se produza usando a,, unidades de terra, n, de trabalho

18 R.B.E. 2/84



e k, de capital. A hipétese de que esta terra seja mais fértil equivale a afirmar
que now + k, 7 < nyw + ky r. Como o prego do trigo produzido nas duas terras
¢ 0 mesmo, a terra mais fértil receberd uma renda t,, por unidade de irea, tal que:

p=agtotngw+k r=mw+kyr (1.9
ou seja:
apto =(ny —ny)w + (ky —ky)r. (1.5)

Naturalmente, o aumento da populagdo num pafs com relativa escassez de
terras obriga o aproveitamento de dreas cada vez piores. O resultado é o progressi-
vo aumento da renda das propriedades mais férteis. Nesse sentido, Ricardo deixa
bem claro que a renda da terra é efeito, e ndo causa, do encarecimento dos ali-
mentos:

‘“Portanto, a razdo pela qual os produtos primdrios aumentam em valor com-
parativo é o emprego de mais trabalho para produzir a Gltima por¢do obtida, e
nio o pagamento de renda ao proprietirio de terra. O valor do cereal é regulado
pela quantidade de trabalho aplicada A sua produgfo naquela qualidade de terra,
ou com aquela por¢do de capital que nfo gera pagamento de renda. O cereal ndo
encarece por causa do pagamento da renda, mas, ao contrério, a renda é paga por-
que o cereal encarece e, como acabamos de observar, nenhuma redug@o ocorreria
no seu prego, mesmo que os donos de terras renunciassem 3 totalidade das suas
rendas. Tal medida somente permitiria que alguns fazendeiros vivessem como ca-
vaiheiros, mas nfo reduziria a quantidade de trabalho necesséria para obter pro-
dutos prim4rios nas terras menos produtivas que se cultivassem.”

A teoria da renda da terta tal como apresentada por Ricardo nfo apenas é
muito hdbil. Ela continua substancialmente vdlida para explicar ndo s6 a renda da
terra ¢ das minas, mas também a de todos os bens que ndo sdo susceptiveis de re-
- produgdo (inclusive mdquinas usadas, embora, aqui, a sua remuneragdo nfo corra
o risco de se transformar em problema social). Naturalmente, a renda da terra nio
depende apenas da sua fertilidade, mas também da sua proximidade dos centros
consumidores, um ponto apenas lembrado de passagem por Ricardo. Também o
progresso tecnolégico pode alterar substantivamente a estrutura das rendas e frear
a tendéncia ao seu aumento. Mas, nas linhas mestras, o capitulo 2 dos Principios
de economia politica e tributagdo incorporou-se sem maiores reparos 4 teoria eco-
ndmica moderna.

1.5 Salérios, lucros, rendimentos decrescentes

Os capftulos dos Principios de economia politica e tributagdo que tratam dos sa-
ldrios e lucros s3o suficientemente importantes e insuficientemente claros para pe-
direm uma andlise interpretativa. A falta de clareza resulta, em primeiro lugar, da
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mistura algo desordenada da teoria do fundo de saldrios com a lei férrea do nivel
de subsisténcia e, ainda, com a lei dos rendimentos decrescentes. Em segundo, da
concepgdo dibia quanto ao papel do capital na produgio.

Comecemos por este dltimo ponto. O leitor moderno estd habituado a
encarar o papel do capital na produg¢io sob duplo aspecto. Para uma dada tecnolo-
gia, capital ¢ mao-de-obra s3o fatores de produgdo complementares: a produgdo de
uma unidade de determinado bem requer X unidades de capital, 7 unidades de
mdo-de-obra e, se se tratar de um produto agricola, de 4 unidades de certo tipo de
terra. Mas, se se conhecem virias técnicas alternativas para a produgio de um mes-
mo bem, capital ¢ mio-de-obra podem ser vistos como substitutos: uma unidade
do bem pode ser obtida empregando-se menos mao-de-obra 77, desde que se aumen-
te o coeficiente de capital k.

No principio do século passado, no entanto, surgiu uma outra teoria, a do
fundo de saldrios, e que atribuia ao capital uma tnica funcdo sui generis: remune-
rar os trabalhadores. Na verso original, essa teoria afirmava que o capital K de
uma sociedade era igual ao total de saldrios por ela pagos, isto ¢, o produto do
saldrio unitirio w pelo volume de emprego N:

K=wN. | (16)

Essa equagdo surpreende, 4 primeira vista, pois o capital é um estoque (va-
lor), e a folha de salirios um fluxo (valor por unidade de tempo). Por trds dessa
especificagdo havia duas idéias altamente simplificadoras quanto 3 natureza do
capital:

a) existe um periodo de produgdo, igual para todas as mercadorias, e durante o
qual os meios de subsisténcia tém que ser adiantados aos trabalhadores;

b) o capital de uma sociedade é igual ao valor desses meios de subsisténcia adian-
tados aos trabathadores.

Como um perfodo uniforme de produgdo, determinado pela tecnologia exis-
tente, dissipam-se as ddvidas quanto 4 corregdo dimensional da equagdo (1.6). Pois
wN ¢ a folha de salirios nesse perfodo pré-especificado, isto é, um determinado
valor, ¢ ndo mais um valor por unidade de tempo. Sucede que a hipbtese de que
exista um perfodo uniforme de producdo para todas as mercadorias constitui uma
simplificacdo caricatural das técnicas de produggo. E a visdo do capital como o to-
tal dos saldrios adiantados nesse perfodo abrange apenas uma parcela do capital
circulante: omite-se a outra, os estoques de matérias-primas, e esquecem-se por
completo os bens durdveis de capital, isto ¢, as miquinas, equipamentos e instala-
¢oes.

Ricardo seguramente percebeu que tanto a natureza do capital quanto as
suas relagdes com a produgdo eram mais complexas do que as explicitadas na teo-
ria do fundo de saldrios. A disting@io entre capital fixo e circulante é claramente
sublinhada nos Principios de economia politica e tributagdo. Mas faltou-lhe félego
para substituir a teoria do fundo de saldrios por alguma coisa melhor. Aliss, toda a
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teoria do capital sé desenvolveu por linhas tortas. Marx continuou com a idéia
do perfodo fixo de produgdo, embora tivesse o cuidado de incluir, no capital cir-
culante, nfo s6 o valor dos saldrios adiantados aos trabalhadores, mas também o
das matérias-primas adquiridas. Em certo ponto, Marx tentou livrar-se da unifor-
midade do perfodo de produg@o, mas por um artificio pouco fecundo: o de intro-
duzir diferentes coeficientes de rotagdo do capital. A escola austrfaca, embora
contribufsse com observagdes notéveis quanto 4 natureza e o papel do capital, em-

brenhou-se num thnel igualmente escuro, ao imaginar que o aumento da rela-
¢d0 capital/mfo-de-obra de uma sociedade equivalesse a um alongamento do pe-

riodo médio de produgo. A teoria do capital s6 alcangou a maioridade quando os
economistas perceberam que, embora a produglo capitalista exigisse tempo, nem
era necessirio nem desejével agarrar-se 3 idéia do perfodo de produglo.

A teoria do fundo de saldrios estabelece imediatamente uma lei de determi-
nagdo a curto prazo da remuneragdo do trabalho. Num determinado instante, po-
dem considerar-se como dados o estoque de capital X da economia e a forga de
trabalho N, a qual corresponde a uma fragdo ativa da populagdo total. (Nem Ricar-
do nem seus contempordneos, 3 possivel exce¢do de Malthus, cogitavam da hip6-
tese de desemprego parcial da forga de trabalho.) Assim, o saldrio de curto prazo
ficaria determinado pela relagdio w = K/N. Ricardo nfo enuncia explicitamente a
teoria do fundo de saldrios, mas admite claramente que:

a) a procura de mio-de-obra seja determinada pelo estoque de capital, a oferta
pelo tamanho da populagdo;

b) os saldrios cresgam, permanegam estaciondrios, ou decresgam, conforme o es-
toque de capital se expanda a taxas maiores, iguais ou inferiores 3 oferta de tra-
balho.

Essas duas hipGteses equivalem 3 aceitagdo da teoria do fundo de saldrios,
ou pelo menos de algo muito préximo.

Vejamos agora o segundo pilar do modeélo de Ricardo: a lei dos rendimentos
decrescentes. A origem dessa lei se encontra na teoria malthusiana da populaggo.
Em seu famoso -ensaio, Malthus anteviu a catdstrofe a que estava condenada uma
sociedade onde a populacio tendia a crescer em progressio geométrica, enquanto
que os recursos para a alimentar cresciam apenas em progressio aritmética: a
humanidade. parecia caminhar inexoravelmente para a estagnac¢io ao nfvel da misé-
ria, onde o tremendo aviltamento dos saldrios se encarregaria de frear o crescimen-
to demogréfico, elevando as taxas de mortalidade até o ponto em que igualassem
as de natalidade. O remédio pregado por Malthus era a planificagdo familiar da
época: a abstengdo sexual voluntéria, nenhum homem se casando antes dos 25
anos, nem antes de ganhar o suficiente para sustentar a mulher e seis filhos.

As progressdes de Malthus implicam uma lei logarftmica de correlagdo entre
a produgdo agricola y e a forga de trabalho NV nela empregada:

y=c log N+b. 1.7

Nessa lei estd embutido o problema dos rendimentos decrescentes: a produ-
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¢30 agricola aumenta sempre que se emprega um homem a mais: mas o adicional
de produgdo conseguido pelo Gltimo trabalhador se torna cada vez menor. (No
caso particular da lei logaritmica, esse adicional é inversamente proporcional i

‘)

A férmula malthusiana de crescimento demogrifico ndo é exatamente uma
progressio geométrica, pois Malthus admite que, em certo ponto, a miséria se en-
carregue de frear o crescimento demogréfico pela ascensdo das taxas de mortali-
dade. Deve-se supor, conseqiientemente, que quando os saldrios cafrem a um nfvel
minimo de subsisténcia w,, a populagdo pare de crescer. Uma maneira natural de
formalizar esse raciocfnio consiste em supor que a taxa de crescimento da popula-
¢d0 seja proporcional ao excesso do salirio efetivo sobre o minimo de subsis-
téncia:

1 dN
—_— = - . 1.8

N dt kv = wo) (1.8)

Por essa férmula se conclui que, se o saldrio mantiver um excesso constan-
te sobre o minimo de subsisténcia, a populagdo crescerd a uma taxa constante, is-
to é, em progressdo geométrica.

As equagdes (1.7) e (1.8) sdo suficientes para corroborar as previsdes de
Malthus: a popula¢@o ndo cessard de crescer enquanto o saldrio nao cair ao nivel
de subsisténcia. E, ainda que toda a produgdo agricola fosse entregue aos trabatha-
dores, isto ¢, ainda que, pela eliminac@io de todos os lucros e de todas as rendas
da terra se tomasse w = Y /N, a populagdo acabaria por se expandir até o ponto
em que os saldrios cafssem ao minimo de subsisténcia, como na figura 1.1.

Figura 1.1

= 0198N+b

Wo - N
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Essa descrigio parece suficiente para convencer que, dentro das hipoteses
malthusianas, a humanidade caminhava para a estagnacdo ao nivel da miséria, e ela
de fato inspirou a mais popular das teorias de saldrio de boa parte do século passa-
do: a lei férrea, pela primeira vez enunciada por Lassale, segundo a qual os saldrios
tendiam a se fixar ao nivel de subsisténcia. Hd muitas questdes, todavia, que me-
recem indagagdo. Como se ligam a lei férrea e a teoria do fundo de saldrios? Qual o
destino dos lucros, da acumulagdo de capital e das rendas da terra? Essas questdes,
descuidadas no exercicio citado, foram tratadas com muita habilidade por Ricar-
do.

Ricardo usa a lei dos rendimentos decrescentes, mas com dois aperfeicoa-
mentos em relagdo a versio malthusiana. Em Malthus, a populagdo tende a cres-
cer em progressio geométrica, e 0s recursos para a alimentar em progressio aritmé-
tica, por simples suposicdo ad hoc. Em Ricardo, o fendomeno dos rendimentos de-
crescentes na agricultura é devidamente explicado pela necessidade de ocupagio
de terras cada vez menos férteis, exatamente a origem da renda da terra. Por outro
lado, os rendimentos decrescentes de Ricardo nfo necessariamente se submetem i
camisa-de-forga da lei logaritmica de Malthus. Tudo o que se precisa supor é que
a produgdo agricola y se correlacione com a forga de trabalho nela empregada N,
por uma fungdo do tipo:

y =f@) (1.9)
tal que:

ran>o -(1.10)

' <o (1.11)

r@©=o0 (1.12)

f©>w, (1.13)

f (Np) = w,, para algum nivel de emprego N,,. (1.19)

E dispensivel sublinhar que Ricardo nfo escreveu nenhuma dessas relagGes,
embora elas estejam implicitas em seu raciocfnio. As relagdes (1.9), (1.10) e (1.11)
descrevem a produgfio agricola como fungfo estritamente concava do volume de
emprego — a tradugdo analitica convencional da lei dos rendimentos decrescentes.
A equagio (1.12) admite que, sem algum trabalho, nada se possa produzir. A desi-
gualdade (1.13) exige que o adicional de produgfo conseguido pelo primeiro tra-
bathador seja superior ao saldrio de subsisténcia, sem o que a populagio desapare-
ceria por inanicdo. E a equagio{(1.14) especifica que o fenomeno dos rendimen-
tos decrescentes deve ser suficientemente relevante para que, em certo nivel de
emprego, esse adicional de produgo caia ao salirio de subsisténcia.

E interessante notar que a fungio de produgdo y = f(N) gera, por intromis-
sfo de um pouco de célculo diferencial, a distribuigdo do produto entre as rendas
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da terra, de um lado, e os saldrios totais mais lucros, de outro. O ultimo traba-
lhador empregado e o capital com ele utilizado originam um acréscimo de pro-
dugdo f' (V). Esse dltimo trabalhador cultiva aquele tipo de terra de pior qualida-
de, que nio faz jus a nenhuma renda. Logo f' (V) é igual a remuneragido de cada
trabalhador mais a remuneragdo do capital a ele associado. Portanto, o total de sa-
larios mais lucros é dado por:

wN +L = Nf' (N) (1.15)
¢ o total das rendas da terra pela diferenca:

R =f(N) —Nf'(N). (1.16)

L e R designando, respectivamente, os totais dos lucros e das rendas da ter-
ra. (Note-se que nio estamos num modelo marginalista, em que um pouco mais
de produto pode ser obtido com apenas um pouco mais de trabatho, sem ao mes-
mo tempo um pouco mais de terra e capital. Por conseguinte, a produtividade
marginal f’ (V) ndo corresponde apenas ao saldrio, mas a este mais a remunera-
¢do do capital a ele associado, e mais a renda da terra marginal. Esta Gltima é
igual a zero.)

As equacdes traduzem o raciocinio de Ricardo levado as iltimas conse-
qiiéncias. Elas ndo estdo escritas nos Principios de economia politica e tributagdo,
onde nem hd equagGes nem exercicios de cdlculo diferencial. Contudo, junto com
a lei do fundo de salirios, elas resumem muito fielmente a teoria ricardiana da
distribui¢do de renda a curto prazo: dados o estoque de capital X e o volume de
emprego N, a renda da terra é determinada pelo total da producdo agricola
Y = f(N). Os salirios se determinam por w=K/N.E o lucro é o residuo
y=R-—wN.

Essa teoria estdtica da distribuicdo de renda ja constitui uma construgio no-
tivel para a época, mas Ricardo faz questdo de ir mais adiante, e de construir um
modelo dinamico onde mostra para onde caminham os sal4rios, lucros e rendas
da terra. Para isso, Ricardo cria dois elos entre o presente e o futuro.

O primeiro é a relagdo entre saldrios e crescimento demogréfico. Logo no
inicio do capitulo 5 dos Principios, Ricardo afirma que o pre¢o natural do tra-
balho é aquele necessirio para permitir que os trabalhadores subsistam e perpe-
tuem a raga, sem aumento nem diminuigdo. H4 evidente parentesco entre essa
defini¢do e a lei férrea de saldrios, mas a concepgdo de Ricardo parece bem mais
sofisticadd, aproximando-se da equagdo (1.8): salirio natural seria aquele que
mantivesse inalterada, no tempo, a oferta de trabalho. A defini¢do é extrema-
mente funcional, dispensando qualquer julgamento subjetivo quanto ao que seja
o nivel de subsisténcia. Diga-se de passagem, Ricardo tem o cuidado de afirmar
que esse prego natural varia no espago e no tempo, conforme os hibitos e costu-
mes dos povos.
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O segundo elo de ligagdo entre o presente e o futuro é a teoria cldssica da
acumulagio, que admite que tédos os lucros sejam acrescidos ao estoque de ca-
pital:

ax _ L (1.17
ar . 17)

Com esses dois elementos de ligagdo chega-se a teoria da convergéncia para
o estado estaciondrio: produgdo e populagdo ficam paralisadas, diante do freio
dos rendimentos decrescentes. Caem os salarios ao nivel de subsisténcia e desapa-
recem os lucros, e com elesa acumulagdo de capital. Sustentam-se apenas, no auge,
as rendas da terra. Mostraremos pormenorizadamente, no subitem 1.7, como se
orquestra a marcha para o estado estacionirio.

1.6 A teoria das vantagens comparativas

O capitulo 7 dos Principios de economia politica e tributacdo, que trata do co-
mércio exterior, é dos mais densos e originais concebidos por Ricardo. Nido so é
apresentada com muita clareza a teoria das vantagens comparativas, como se en-
contra, j4 mais do que em forma embriondria, a teoria quantitativa da moeda e um
modelo de distribuicio internacional do ouro monetirio, em regime de comér-
cio livre. '

A primeira observagdo de Ricardo é que a troca de mercadorias entre as
nagles nio € regida pelas vantagens absolutas, em termos de maior ou' menor
quantidade de trabalho necessiria 3 producdo de cada mercadoria. A produgio
de certa metragem de tecidos pode custar 100 homens-hora na Inglaterra e ape-
nas 90 em Portugal. Mas isso, a priori, nio impede que a Inglaterra exporte teci-
dos para Portugal. A razéio é que nfo ha como deslocar automaticamente os tra-
balhadores ingleses para Portugal, ou vice-versa. Na realidade, Ricardo admite,
na auséncia de barreiras aduaneiras, ampla mobilidade internacional dos produtos.
Mas, nenhuma mobilidade do capital e do trabalho. Isso permite que as remu-
neragdes dos fatotes sejam completamente diferentes, de um pafs para outro.
(S6 um século mais tarde Bertil Ohlin demonstraria que o comércio livre tende a
atenuar as desigualdades internacionais dos pregos dos fatores de produgdo. E
s6 na década de S0 surgiria o famoso teorema de Samuelson, que prova que, em
condigdes ideais que nunca se verificaram na prética, o comércio livre entre as
nagdes igualaria a remuneragdo dos fatores). Citando especificamente Ricardo, *“o
trabalho de 100 ingleses ndo pode ser trocado pelo de 80 ingleses, mas a produgso
de 100 trabalhadores ingleses pode ser trocada pela de 80 portugueses, 60 russos
ou 120 indios orientais”.

A observacio seguinte de Ricardo é que o interesse do comércio interna-
cional provém das diferencas de vantagens comparativas. Suponhamos que para
produzir determinada quantidade de tecidos sejam necessdrios 100 homens-ano
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na Inglaterra, ¢ 90 homens-ano em Portugal. E que para a fabricagdo de um certo
volume de vinho sejam exigidos 120 homens-ano na Inglaterra, e apenas 80 em
Portugal. Entdo, embora Portugal possua vantagem absoluta na produgdo de
ambas as mercadorias, seria do interesse dos dois pafses que a Inglaterra exportasse
os tecidos para Portugal, em troca de vinho. De fato, para a Inglaterra, a troca
significaria obter com o produto de 100 homens-ano o que lhe custaria 120; para
Portugal, conseguir com 80 homens-ano o que lhe custaria 90.

Ricardo naturalmente observa que, como as mercadorias nio se trocam
umas pelas outras, mas por moeda (na época o ouro), para que as vantagens
comparativas efetivamente criem o comércio é preciso que o prego do vinho seja
menor em Portugal do que na Inglaterra, e que o oposto ocorra no caso dos
tecidos. O comércio livre, no entanto, acabari regulando o estoque de ouro em
circulagio em cada pais, de modo a que as vantagens comparativas sejam efetiva-
mente aproveitadas. Suponhamos que tanto o vinho como os tecidos custassem
mais, em termos de ouro, na Inglaterra do que em Portugal. A Inglaterra entdo se
tornaria, numa primeira etapa, importadora de ambos os produtos. O déficit
comercial, no entanto, teria que ser saldado com a transferéncia de ouro da
Inglaterra para Portugal. Isso faria com que a quantidade de moeda e portanto
todos os pregos baixassem na Inglaterra e subissem em Portugal. (Af estd implici-
ta a teoria quantitativa da moeda.) O contririo ocorre:ia se o prego-ouro tanto do
vinho como dos tecidos fosse maior em Portugal. O equilibrio, assim, se daria num
ponto em que a distribuicdo de ouro entre os dois paises fosse tal que o prego
dos tecidos fosse menor na Inglaterra e o do vinho menor em Portugal, permitindo
o equilibrio do comércio entre os dois paises.

Ricardo reconhece que o seu exercicio, supondo apenas a troca de duas
mercadorias entre dois paises e usando a teoria do valor-trabatho, é puramente
esquemitico. Os principios gerais, todavia, pareciam extrapoldveis para um comér-
cio multilateral envolvendo diversos produtos, partindo-se de uma teoria mais
complexa de formagdo dos pre¢os. Na realidade, o capitulo 7 dos Principios é o
ponto de partida de toda a teoria moderna do comércio internacional. Além do
mais, para a época de Ricardo, continha uma mensagem eminentemente pratica. A
lei dos rendimentos decrescentes, de tdo trigicas conseqiiéncias, funcionava
apenas na agricultura dos paises com escassez de terras, como se admitia ser a
Inglaterra da época. Mas nio era aplicdvel nem a indiistria britinica nem 2 agricul-
tura dos paises dotados de terras férteis e abundantes em relagdo i populagio. A
Inglaterra teria, assim, como escapar, pelo menos por muito tempo, 3 fatalidade
dos rendimentos decrescentes, exportando manufaturas para importar alimentos,
dentro de um esquema internacional de divisio do trabalho proveitoso para todos
0s paises.

1.7 Um modelo de convergéncia para o estado estaciondrio

Vejamos, agora, como é possivel descrever a teoria ricardiana da evolugdo dos
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salérios ¢ lucros por um modelo formal. Numa versio preliminar, imaginaremos
uma economia que produz um fnico produto agricola, de acordo com a fungdo
de producfio y=f (N), sujeita 4 lei dos rendimentos decrescentes.

As equacdes do modelo ji foram desenvolvidas no subitem 1.5. Juntando
a equagdo (1.15) com a lei de acumulagdo (1.17) e a do fundo de saldrios (1.6),
obtém-se:

dKk
—— +K=Nf"(N). .
” +K =Nf’(N) (1.18)

Do mesmo modo, combinando a lei do fundo de saldrios (1.6) com a equa-
¢do multhusiana (1.8):

dN
— = k(K- woN) (1.19)

A solugdo desse sistema de equagdes diferenciais determina as trajet6rias do
estoque de capital K e da populigdo ativa V. Conhecidas essas trajetorias, deter-
minam-se automaticamente: a) a do produto, y=f(N); b) a da renda da terra,

dK
R=f(N) — Nf’(N); c) a dos saldrios, w= K /N; d) a dos lucros, L =d—t- .

Figura 1.2
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A figura 1.2 mostra como se processa a convergéncia das trajetorias para um
estado estacionirio em que: a) a populagdo ¢ igual a N, tal que f /N, ) = w,; b) 0
estoque de capital € K, = wyN,; c) 0 salério cai a0 nivel de subsisténcia, w = w,;
d) os lucros caem a zero. Em abscissas, marca-se a populagfo ativa V; em ordena-
das, o estoque de capital K. A reta OC tem por equagdo K = w, N, e a curva OAB
corresponde a K = Nf'(N). Essa curva parte da origem e, pelas hipéteses (1.13) e
(1.14), fica acima da reta OC até a abscissa N, e abaixo de OC daf por diante.
O ponto E de intersegdo de OC e OAB corresponde ao estado estacionério. Com
efeito, nesse ponto, pelas equagSes (1.18) e (1.19), a populagdo ativa e o estoque
de capital param de crescer, caindo os lucros a zero, e os salfrios ao nifvel de
subsisténcia w,,.

A reta OC e a curva OAB dividem o primeiro quadrante nas quatro regiGes
indicadas na figura. Pelas equagdes (1.18) e (1.19) conclui-se que:

a) na regido 1, K e N crescem;

b) na regido II, K cresce e V decresce;

c) na regido I, X e N decrescem;

d) na regifio IV, K decresce e N cresce.

Assim, qualquer que seja o ponto inicial, a trajet6ria do estoque de capital
¢ da forga de trabalho converge para o ponto E de estado estacionirio.

Ampliemos agora o modelo para uma economia com dois produtos, um
agricola (milho), outro industrial (ouro). A construgdo que se segue ¢ devida a
Luigi Pasinetti. Admitiremos que:

a) da populagdo ativa total V, uma parte N, seja empregada na agricultura,
uma parte N, na industria, e, portanto:

N=N_+N, (1.20)

b) a produgdo de milho esteja sujeita i lei dos rendimentos decrescentes, de
acordo com a fungdo de produgdo y=f(N, ), a qual obedega as relagGes (1.10) a
(1.14);

¢) a quantidade x produzida de ouro seja proporcional a N, :

x=bN, (1.21)

sendo b uma constante positiva;

d) os periodos de produgdo do ouro ¢ do milho sejam idénticos, em ambos
os casos o capital representando apenas o adiantamento dos saldrios aos trabalha-
dores;

e) os proprietirios de terras gastem todas as suas rendas na aquisi¢do de ouro;

f) os saldrios e lucros sejam todos aplicados na aquisigdo de milho.

Dentro da linha de raciocinio de Ricardo, o produto industrial do modelo, o
ouro, escapa a lei dos rendimentos decrescentes. O milho, no caso, representa os
bens de subsisténcia consumidos pelos trabalhadores. A hip6tese de que os capi-
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talistas também apliquem todos os seus lucros em mitho é conseqiiéncia natural de
duas outras suposicGes: a da reinversfio de todos os lucros, e a do papel restrito do
capital ao fundo de saldrios.

Numa economia com mais de um produto, h4 um problema inicial a resol-
ver: o da determinagiio dos pregos relativos. Tomaremos o milho como unidade de
valor (isto é, arbitraremos em 1 o seu prego) e designaremos por p o prego do ouro
em relagdo ao milho. Dentro da teoria do fundo de saldrios, a relagio capital/mdo-
de-obra é a mesma em ambos os setores da economia. Por conseguinte, os precos
relativos podem ser determinados pela teoria do valor-trabalho desde que se consi-
dere o milho produzido na pior terra, a que nfo faz jus a nenhuma renda.

Nesse quadro, para produzir uma unidade de ouro, sfo necessirios 1/b ho-
mens-hora; para obter uma unidade a mais de milho, na terra ocupada de menor
fertilidade sdo necessérios 1/f' (V;) homens-hora. Logo,

RALA)
P

(1.22)

Se lembrarmos que 1/p ¢ o prego do miltho em relagdo ao ouro, a equagdo
(1.22) traduz uma conseqiiéncia natural da lei dos rendimentos decrescentes:
quanto mais milho for necessirio produzir, maior serd o seu prego em termos
de ouro.

Como no subitem 1.5, o total das rendas da terra é expresso por R=f (N;) —
Nif' (Vy). Como supusemos que todas essas rendas, e apenas elas, fossem aplica-
das na aquisi¢do de ouro:

R=f(Ny) —N,f' (V) =px.

Entrando agora com as equagdes (1.20), (1.21) e (1.22):

f(Ny) =Nf' (). (1.23)

Por hipétese, toda a producdo de milho é comprada com os salarios dos tra-
balhadores e com os lucros dos capitalistas, isto é:

F(N;)=wN+L

ou, entrando com as equagdes (1.6) — teoria do fundo de saldrios — e (1.17) —
lei de acumulagdo:

dkK
I +K=f(Ny). (1.29)
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O modelo se completa com a equagdo (1.19), resultante da combinacfio ds
lei malthusiana de expansio demogriéfica com a teoria do fundo dos sal4rios:

dN—kK 1.19
d—t-(“WoN). (1.19)

O sistema de equagdes (1.19), (1.23) e (1.24) determina as trajet6rias do
estoque de capital K, da forga de trabalho N, e da populagdo empregada na
agricultura N;. A partir dessas trajetorias, determinam-se as dos saldrios, lucros
e rendas da terra pelas ja conhecidas relages

dK ,
w=K/N,L = =z » R=fN1) =Ny f (Ny).

Numa economia fechada, continua sendo impossivel deter a marcha para o
estado estaciondrio. A produgdo de ouro escapa a lei dos rendimentos decrescen-
tes, mas ndo resolve o problema da subsisténcia dos trabalhadores. Por um simples
artificio algébrico, o modelo apresentado se torna formalmente equivalente ao
modelo de economia com um dnico produto, sintetizado nas equagdes (1.18) e
(1.19). Com essa equivaléncia formal, prova-se a convergéncia para o estado

estaciondrio.
Vejamos como encontrar esse artificio. A equagdo (1.23) estabelece uma

correspondéncia biunivoca entre N (populagdo ativa total) e a componente N
empregada na agricultura. Pela lei dos rendimentos decrescentes, um aumento de
N, implica o aumento de f (V;) e a queda de f' (V;). Logo, N é fungdo crescente
de Ny, e vice-versa, tal como na figura 1.3. Podemos sintetizar essa correspon-
déncia na relagdo:

Ny =h V). 1.25)

A titulo de exemplo, se a produgio agricola se descrevesse pela fun¢do
y=c Nf , sendo 0 <a.< 1 e c uma constante, encontrariamos Ny =aN

Figura 1.3

N,
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Combinando as equagdes (1.23), (1.24) e (1.25), obtemos:

dk
- +K=Nf'(h (V). (1.26)

Essa expressio é aparentada com a equacgdo (1.18) do modelo de economia
monoprodutora. Reconstruamos a figura 1.2, mantendo a equagfo K = w,V para
a reta OC, mas substituindo a equagio da curva OAB por K = Nf* (h (N)). Para
provar a convergéncia para o estado estacionirio precisamos apenas que a nova
curva OAB continue acima da reta OC até determinada abscissa NV, ¢ abaixo dessa
reta a partir de tal abscissa.

Pela hip6tese (1.14), para um certo volume Ny, de trabalhadores emprega-
dos na agricultura, f' (Nyo) = w,. Tomando N,, tal que N, = h (N o), conclui-se
que a reta OC e a curva OAB interceptam-se no ponto de abscissa N,,. Pelo que
foi visto, f/ (A (N)) é fungio decrescente de N, e portanto major, igual ou menor
a W, conforme N seja menor, igual ou major do que N,,, respectivamente. Daf se
conclui que OAB fica acima de OC até o ponto de abscissa N, e abaixo de OC a
partir dessa abscissa, tal como na figura 1.2.

Note-se que a introdugdo, no modelo, da produgdo industrial com rendimen-
tos constantes nio impede, mas de certa forma retarda, a marcha para o estado
estaciondrio. No modelo de economia agricola, a populagdo estacionaria ao nivel
N,, tal que f' (Np) = wo. A mesma equagio agora determina ndo o limite da
populagdo total, mas o da populagdo Ny o empregada na agricultura.

Introduzamos agora o comércio livre com o exterior em nossa economia
ricardiana com dois setores. Suporemos que ndo haja barreiras ao comércio, e que
o prego p do ouro em relagdo ao milho, no mercado internacional, nfo seja afe-
tado pelo volume de exportagdes e importagdes da economia, situando-se no
intervalo:

— <p< 7. (1.26)

Isso equivale a tomar p como um dado do problema. Duas alteragSes se
impdem no modelo até agora desenvolvido:
a) como o comércio livre equaliza os pregos internos aos internacionais, a equagdo
(1.22) deve ser substituida pela sua irma gémea:

f' @) =bp (1.27)

a qual determina a populagdo N, empregada na agncultura, e conseqiientemente a
produgdo de milho y=f (V,) e o total da renda da terra

R=f(N,)—Nyf' ;) =f(Ny) - bpN, ' (1.28)

DE SMITH A RICARDO . 31



b) as equagdes (1.23) e (1.24) tém que ser modificadas, pois, j4 que o pais comer-
cia com o exterior, a produgdo de cada bem nfo precisa coincidir com o seu con-
sumo interno. Em substituicdo as duas, registremos apenas que os salirios mais
lucros, mais rendas da terra sdo iguais ao valor total da produgdo de milho mais
ouro:

wN + L +R =f(Ny) +px =f(Ny) +pbN,
ou, tendo em vista a equagdo (1.28):
wN + L = bpN

ou, ainda, introduzindo as leis de acumulagdo (1.17) e do fundo de sal4rios (1.6):

dK’ dN dw
— +WN=w ——+ N—— + wN=DpN.
dt dt dt

Entremos agora com a lei (1.8) de expansio populacional. Com alguns
algebrismos se chega a seguinte equagdo diferencial para a determinagio da traje-
toria dos saldrios:

d
T:" +w (1 +k (w-wp)) = bp (1.29)

Designemos por W a raiz positiva da equagdo do segundo grau w (1 + &
(w — wp)) = bp. A figura 1.4, correspondente 4 equagdo diferencial (1.29), mos-
tra que w cresce se for inferior, e decresce se for superior a w. Isso significa que o
salirio converge para w. Note-se agora que, pela hip6tese (1.26), bp > w,,. Isso im-
plica que é também ¢ superior ao saldrio de subsisténcia w,,

Figura 1 .4

dw
dt

—
A\

32 R.B.E. 2/84




Com o comércio livre com o exterior, a nossa economia ricardiana escapa
assim da convergéncia para o estado estaciondrio. Os salirios permanecem acima
do nivel de subsisténcia. A populaglo cresce geometricamente i taxa limite
k (W—wy,), e o estoque de capital, alimentado pelos lucros, também deve expan-
dir-se 4 mesma taxa-limite, para suprir os necessérios fundos de salirios.

A razio pela qual a economia escapou 4 convergéncia para o estado estacio-
ndrio é facilmente compreensivel. O pais limitou sua produgdo de milho ao nivel
determinado pela equagdo (1.27) e destinou toda sua capacidade adicional a
produgdo de ouro, a qual se reproduz com rendimentos constantes. Para atender
30 mercado interno, a economia passou a importar produtos agricolas pagos pela
exportacdo de produtos industriais, precisamente a terapia que Ricardo recomen-
dava para a Inglaterra de 1820.

H4 apenas uma debilidade em toda essa construgdo: supor que, por mais
que o pais exporte ouro. e importe milho, o prego p do ouro em relagfo ao mitho
ndo se altere. A aproximagio pode ser plausive! para uma economia pequena, de
participagdo insignificante no comércio internacional, mas esse certamente ndo
era o caso da Inglaterra no século passado. Mais razo4vel seria admitir que p fosse
fungdo decrescente do volume de ouro exportado pelo pais. Voltariamos agora
a um modelo de convergéncia para o estado estaciondrio. Mas a uma convergéncia
adiada pelo aproveitamento das vantagens comparativas.

E impossivel prever o que seria a reagdo de Ricardo ao ver a sua teoria
enquadrada em sistemas de equagGes diferenciais, como fizemos no presente
item. Poucos economistas do século passado e da primeira metade do corrente
século cuidaram de explicitar suas hip6teses e de extrair suas conclusfes numa
linguagem isenta de ambigiliidades, como a dos modelos matematicos. O que se
pode dizer é que o modelo desenvolvido capta as principais idéias dos Principios
de economia politica e tributagdo. , ’

Contrariamente a Adam Smith, que previa o progresso mundial pela divisio
do trabalho, Ricardo era um futur6logo do pessimismo, inspirado pela pressfo
demogrifica contra os rendimentos decrescentes. Felizmente, para a humanidade,
Ricardo, Malthus e seus contemporineos subestimaram duas forgas: a do capital,
como fator de produgdo capaz de substituir a mio-de-obra, ¢ a do progresso tec-
nolégico, que ensinou a driblar a lei dos rendimentos decrescentes na produgio
de alimentos.
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2. Marx

2.1 A visio marxista

Marx ocupa posi¢do absolutamente singular na histéria do pensamento econdomi-
co. Sua contribui¢do 3 economia tebrica é muito importante, mas nio mais impor-
tante do que a de Adam Smith, Ricardo, Walras, Marshall ou Keynes. Contudo,
nenhum outro economista conseguiu, como ele, sacudir os alicerces da Historia. A
explicagdo é simples: a economia é apenas uma das véirias dimensSes da doutrina
marxista. Ela se funde com outras disciplinas, a filosofia, a histéria, a sociologia
e a politica, para formar uma verdadeira religifo. Ninguém jamais pensou em subs-
tituir a Biblia pela A Riqueza das nagdes, pelos Principios de economia politica e
tributagcdo, ou pela Teoria geral do emprego. Mas, para um bom marxista, O Capi-
tal é a Biblia. '

No campo filosofico, Marx foi profundamente influenciado pela logica de
Hegel, a qual corresponde ao que hoje se entende por metafisica: a busca do co-
nhecimento do Absoluto. Na filosofia hegeliana esse conhecimento se adquire por
aproximagGes sucessivas no triplice movimento, denominado dialético, “tese-anti-
tese-sintese”. A tese apresenta o Absoluto sob uma visio suficientemente parcial
e incompleta, a ponto de se tornar contraditoria. O enunciado da contradigo ori-
gina a antitese, também suficientemente incompleta para se expor a outras contra-
di¢des. A conciliagdo, pelo Espirito, da tese e da antitese constitui a sintese. Esta
Gltima serve de tese a nova etapa do movimento dialético, e assim por diante.

O triplice movimento dialético explica perfeitamente a evolugdo dos mode-
los cientificos: a mecinica newtoniana ¢ a tese: a experiéncia de Michelson-Morley,
a antitese; a teoria da relatividade, a sintese. Em Hegel, porém, ele é bem mais
extraterreno, nfo visando ao conhecimento empirico, mas ao conhecimento do
Absoluto. A 16gica de Hegel é repleta de misticismo e a grande habilidade de Marx
foi trazé-la A terra para fundamentar o seu socialismo cientifico. Tal como Hegel,
Marx admite que a Historia evolua pelo trfplice movimento dialético, mas em ter-
mos bem mais palpiveis. A dialética, em Hegel, é guiada por uma entidade mistica
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denominada Espirito. Em Marx, pelas relagtes do homem com 2 matéria através
dos meios de produgdo.

O ponto central da filosofia marxista é a chamada concepgdo materialista
da Hist6ria. A politica, a religifio, a filosofia, a organizagdo econdmica e a arte de
qualquer época sio, segundo Marx, conseqiiéncia dos métodos de producdo. (E de
se presumir que Marx nio pretendesse, com essa afirmagdo, explicar todos os pri-
mores da cultura, mas apenas os seus tragos gerais.) Os métodos de produgdo mu-
dam com as revolug3es tecnologicas, e estas provocam a ruptura das velhas organi-
zagOes politicas, econdmicas e sociais.

Essa idéia é o ponto de partida para a construgdo do socialismo cientifico,
que Marx desenvolve com grandiosidade apocaliptica. Em maior ou menor escala,
os socialistas utopicos de meados do século XIX atribuiam a miséria dos trabalha-
dores a ganancia dos capitalistas. Marx apresenta a marcha para o socialismo nou-
tro nivel de dignidade cientifica, revestindo-a com a impressionante armadura do
determinismo histérico. O sistema capitalista teria sucedido o feudalismo pela subs-
tituicdo da produgdo artesanal pela industrial. O capitalismo funcionava de acor-
do com suas regras proprias, e n3o em fungio da maior ou menor generosidade dos
patrdes. Essas regras do jogo incluiam trés leis bdsicas: a acumulag¢do sistemitica
da maior parte dos lucros auferidos pelos capitalistas, 0 aumento do desemprego
pelo progresso tecnologico, € a conseqiiente manutengdo dos saldrios ao nivel de
subsisténcia. ‘

A derrocada do capitalismo nio seria o resultado dos seus crimes contra
a humanidade, mas da contradigdo interna de suas leis de funcionamento. A acu-
mulagdo do capital acabaria provocando a progressiva queda da taxa de lucro, e
com isso a extingdo das pequenas e médias empresas e a concentragio monopolis-
ta da produgdo. Mais ainda, chegaria a um ponto em que a acumulagdo de capital
nio apenas diminuiria a taxa de lucro, mas até o total dos lucros, contrapondo-se
a0 seu objetivo natural. Nesse momento surgiriam as crises de superprodugdo de
capital, com o agravamento do desemprego. Os capitalistas tentariam em védo frear
o curso dos fatos, oprimindo cada vez mais as classes trabalhadoras, pela redugdo
dos saldrios e pelo alongamento das jornadas de trabalho. Aumentariam com isso
as tensGes entre os poucos ricos e os inimeros pobres até o momento em que fa-
talmente eclodisse a revolugio do proletariado.

Dentro dessa ordem de idéias, Marx ndo era apenas o pregador da revolugio
comunista: era também o seu profeta. Em sua concepgdo, todavia, profetizar e
agir eram tarefas complementares. “Os filésofos interpretaram o mundo de diver-

" sas maneiras, mas a tarefa real consiste em modificd-lo.” Essa mixima, apresenta-
da em Ad Feuerbach, resume o preceito marxista segundo o qual o pensador deve
antecipar-se 4 Historia, transformando-se em ativista. O preceito é obviamente in-
consistente com a hipotese do determinismo historico: se o capitalismo realmente
estivesse condenado a morte pelas suas contradi¢bes internas, pouco importaria
que os intelectuais fossem ativistas ou contemplativos. Essa debilidade l6gica, no
entanto, transformou-se em formidével catalisador politico na prixis marxista.
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Para transformar o pensador em ativista, é preciso, além de o convencer,
carregé-lo de emogdo. Essa talvez seja a raziio pela qual Marx, em centenas de pégi-
nas de O Capital, serve-se de uma linguagem messianica e repleta de insultos aos
seus adversdrios para retratar as miserdveis condices de vida dos trabathadores in-
gleses em meados do século XIX. Para quem nutria profundo desprezo pelo socia-
lismo utdpico e se propunha a construir um socialismo puramente cientifico, essa
indignagdo romantica parece fora de propésito. Sucede que Marx, além de desen-
volver o socialismo cientifico, desejava conquistar o maior nimero possivel de
adeptos para a sua cruzada contra o capitalismo.

A capacidade de provocar uma reagdo em cadeia “emogdo-razio-ativismo”
€ a grande forga tanto do marxismo quanto de todas as religides bem-sucedidas.
Sob esse aspecto, vale observar o paralelismo entre a obra de Marx e a teologia
tomista. Cada um de nos possui suas preferéncias afetivas, pois, como dizia Pascal,
o coragdo tem razdes que a razio desconhece. Confortar-nos-ia profundamente se
as razbes do coragdo também pudessem ser justificadas pela razdo. Essa foi a preo-
cupagdo dos tedlogos escoldsticos, os quais procuraram provar que os dogmas do
cristianismo, conhecidos pela Revelagdo, eram corroborados pela logica de Arist-
teles. E esse mesmo objetivo levou Marx a construir o seu socialismo cientifico,
o conforto intelectual para todos aqueles que, por razes do coragfio, se opSem ao
regime capitalista. Como seria de se esperar, o hermetismo e a prolixidade de
O Capital contribuiram para o seu sucesso teologico: os erros de Marx s6 podem
ser detectados com muita paciéncia e um razodvel conhecimento de teoria econo-

‘mica.

Quem ndo deseja engolir dogmas é obrigado a investigar até que ponto o
socialismo de Marx ¢ verdadeiramente cientifico, isto ¢, a dissecar. O Capital como
livro de teoria econdmica. Sob esse aspecto, a obra de Marx € uma revisdo da teo-
ria cldssica inglesa, enriquecida em alguns pontos e empobrecida noutros tantos. A
teoria do valor trabalho, a lei férrea dos saldrios e a hiptese da taxa decrescente de
lucro ndo sio invengdes marxistas: elas foram explicitamente enunciadas por Ricar-
do e seus contemporineos. A originalidade de Marx é obter essas leis por métodos in-
teiramente diferentes dos usados por seus predecessores. Em Ricardo, o valor-traba-
lho é uma primeira aproximacdo i teoria dos precos. Em Marx ele ¢, numa primei-
ra etapa, um dogma; numa segunda, um teorema; numa terceira, uma perplexidade.
Em Ricardo, tanto a lei férrea dos saldrios quanto a taxa decrescente de lucro re-
sultam da pressio demogrifica contra os rendimentos decrescentes na produgao de
alimentos. Marx rejeita a teoria malthusiana da populagdo, por ele classificada co-
mo libelo contra a humanidade, para tanto descartando a lei dos rendimentos de-
crescentes. A manutengdo dos saldrios ao nivel de subsisténcia e o declinio da taxa
de lucro explicam-se, em “‘O Capital, pelo efeito das inovagGes poupadoras de tra-
balho num sistema com rendimentos constantes.

Nio usando a hipotese de rendimentos decrescentes, a futurologia marxista
é bern mais otimista do que a dos cldssicos ingleses. Estes ultimos vaticinavam o es-
tado estacionario ao nivel da miséria por fatalidade tecnologica. Sem as peias mal-
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thusianas, Marx acena para um futuro bem mais promissor, como de resto conviria
a um profeta da esperanga. O capitalismo representa apenas o purgatdrio dos tra-
balhadores. O Juizo Final da revolugdo do proletariado tratard de salvé-los, conde-
nando os capitalistas ao inferno.

Isso lembra o Apocalipse do Evangelho de Sdo Jodo, mas, voltando i terra,
cabe indagar como Marx consegue provar que, em economias com rendimentos
constantes, as inovagdes s3o capazes de, a0 mesmo tempo, impedir a elevagdo dos
saldrios e baixar as taxas de lucro. A resposta é decepcionante: por um erro de 16-
gica, que transforma o socialismo cientifico numa estitua com pés de barro.

Nesse ponto fundamental, a teoria marxista é de uma pobreza franciscana.
Em muitos outros pontos, todavia, O Capital é denso de inovagGes teéricas. O pa-
pel do capital na produgdo, embora cercado de muita confusdo, é apresentado um
passo 2 frente da teoria do fundo de salirios. Marx é o primeiro economista a ana-
lisar o papel das inovagdes tecnol6gicas sobre a distribui¢do de renda. A teoria da
mais-valia, apesar da grossa embalagem ideologica, constitui um achado e é a base
da teoria do crescimento: uma economia s6 se expande se for capaz de gerar um
excedente da produgio sobre o consumo. Na teoria das crises, Marx chega a tor-
nar-se um precursor de Keynes, nio obstante os percalgos da sua formulagdo
analitica.

Numa palavra, O Gapital é o livio mais ousado jé escrito por um grande eco-
nomista. Suficientemente ousado para cometer erros como nenhum outro. E tam-
bém para, como nenhum outro, influenciar os destinos da humanidade.

2.2 O modelo marxista de produgdo

Para que os conceitos marxistas se tornem compreensiveis é preciso raciocinar
com um modelo muito particular de produgéo capitalista:

a) existe um periodo uniforme de produgdo, idéntico para todos os bens e servigos;
b) para produzir uma unidade do bem i, o capitalista é obrigado a adquirir, no ini-
cio do periodo, matérias-primas no valor c; e de adiantar a soma v; de saldrios aos
trabalhadores;

¢) no final do periodo, o capitalista vende cada unidade do bem i ao prego P; =
= ¢;j +v; + 3}, 5; incorporando os lucros, juros e aluguéis.

Nesse modelo de produgido, o capitalista empata, no inicio do periodo, um
capital total C; = ¢; + v; por unidade do produto i. E recupera, no final do perio-
do, esse capital acrescido de s;.

Na linguagem de Marx, c; é o capital constante, v; o capital varidvel ¢; =
= ¢j + v o capital total, s5; a mais-valia, p; = ¢; + v; + s; 0 valor do produto. Trés
relagSes fundamentais sio introduzidas em O Capital:
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5§

a) a taxa de mais-valia ou taxa de exploragdo, e; = —;
v )
ci 1
b) a composigdo organica do capital, k; = —;
Si Si Vi
c)ataxade lucro,rj=— =—.
i Citvi

O modelo apresentado s6 admite bens de capital com um tnico periodo de
duragdo, ou seja, s6 abrange o capital circulante. Marx, no entanto, consegue enri-
quecer a teoria cldssica inglesa, incluindo no capital n3o apenas os saldrios adianta-
dos, mas também as matérias-primas adquiridas.

Na realidade, Marx tenta incorporar i sua anélise os bens de capital fixo, is-
to é, aqueles que duram mais de um periodo. Esse assunto é longamente discutido
no Livro Il de O Capital: Marx reconhece que, se os bens de capital duram vérios
periodos, € necessario distinguir o valor do capital empregado na producio do va-
lor do capital consumido na produg#o (ou seja, sua depreciagdo), e esse € o ponto
de partida da sua teoria da rotagdo do capital. Sucede que a teoria marxista expri-
me ao mesmo tempo, os valores por p; = ¢; + v; + s;, e as taxas de lucro por r; =
= s;/(c; + vj). A primeira formula exige que ¢; + v; seja o capital total consumido
na produgio; a segunda, que c; + ¥; seja o capital total empregado na produgio,
sem o que s;/(c; + v;) ndo mais representaria a taxa de lucro. As duas formulas, -
portanto, sO podem conciliar-se num modelo de produgdo sem capital fixo.

H4, a primeira vista, uma solu¢do simples para o impasse, e que é encami-
nhada pelo proéprio Marx. Admitindo que o capital constante dure n; periodos
e que c;indique o seu valor consumido na produgdo de cada periodo, entic
n;c; serd o valor do capital constante empregado na produgdo. O valor do produto
i continua a exprimir-se por p; = ci + v; +s;. As express3es da taxa de lucro e da
composi¢do organica do capital modificam-se para:

Si njc;
ri =——; k; = .
nicitv; Vi

O mal dessa solugdo é que ela leva demasiado a sério a praxe contabil da de-
preciacdo linear. Ela presume que o valor dos equipamentos decline linearmente
com a idade, 0 que nfo é necessariamente verdade. E admite que, no meio tempo,
as empresas esterilizem em caixa as cotas de depreciagio acumuladas, o que tam-
bém ndo costuma acontecer.

A maneira correta de tratar dos bens duraveis de capital s6 veio a ser desco-
berta por John von Neumann, na década de 1930. Bens de capital do mesmo tipo,
mas de idades diferentes, devem ser tratados como se fossem diferentes bens. E
devem ser descritos tanto como insumos quanto como produtos dos processos de
produgdo. No inicio do periodo, a empresa. além de comprar matérias-primas e
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adiantar saldrios, também adquire (possivelmente de si prépria) um bem durével
com ¢ periodos de uso. E, no fim do perfodo, além de vender os produtos por ela
fabricados, também vende possivelmente a si prpria) o bem durédvel com ¢ + 1 pe-
riodos de uso. Em suma, os bens de capital fixo ndo se enquadram em modelos
de producdio simples, nos quais cada empresa obtém um tnico produto, mas ape-
nas em modelos de produgdo conjunta. -

Marx chegou a perceber que bens duriveis do mesmo tipo, mas de idades di-
ferentes, eram, na realidade, bens distintos. Mas nfo lhe ocorreu que os equipa-
mentos usados deveriam ser tratados como produtos, obtidos conjuntamente com
os demais bens fabricados pelas empresas. De resto, para desenvolver um modelo
de producgiio conjunta é necessirio um instrumental matemético com o qual Marx
nemni sonhava. Seguindo um atalho pouco inspirado, a sua teoria da rotagfio do ca-
pital ndo podia levar a qualquer conclusio satisfatoria. O melhor, por isso, é dei-
x4-1a de lado, e restringir a andlise marxista a uma economia sem bens duriveis de
capital.

2.3 A teoria do valor-trabalho

Como ji se disse, O Capital desenvolve a teoria do valor-trabalho em trés etapas.

A primeira, enunciada logo no capitulo 1 do Livro I, é estritamente dogma-
tica. Marx afirma que, se um quarter de trigo se troca por n quintais de ferro, aigo
comum existe entre essas duas coisas. Esse algo comum €& necessariamente uma ter-
ceira coisa que dela difere: o niimero de horas de trabalho socialmente necessérias
2 sua produgfio. Como valores, as mercadorias sjo apenas dimensGes definidas do
tempo de trabalho que nelas se cristaliza.

Marx define tempo de trabatho socialmente necessirio como o requerido
para produzir uma mercadoria, nas condi¢des de produgio socialmente normais
existentes, e com o grau médio de destreza e intensidade do trabalho. Fica com
isso descartada a hipoOtese, obviamente implausivel, de os valores poderem ser
aumentados pela pregui¢a ou pela lerdeza dos trabalhadores. Ao contririo, Marx
reconhece que o valor de uma mercadoria cai quando uma nova técnica reduz o
tempo socialmente necessirio a sua produgdo. Um trabalhador que continuasse
com a técnica antiga poderia gastar, por exemplo, o dobro do tempo exigido pela
nova tecnologia para produzir a mesma coisa. Nesse caso, porém, sua hora indi-
vidual de trabalho so representaria meia hora de trabatho social.

A definicdo de tempo de trabalho socialmente necessirio € bastante habi-
lidosa, mas o ponto de partida da construgZo marxista é o que pode haver de
deplorivel em matéria de logica. E obvio que, se um quarter de trigo se troca
por n quintais de ferro, ha algo em comum entre essas duas coisas. O que ndo ¢
claro € por que esse algo em comum & uma terceira coisa que delas difere; e muito
menos por que essa terceira coisa é o tempo socialmente necessirio de trabalho.
Numa parddia, o raciocinio de Marx lembra o seguinte: “Se Jodo e Pedro s3o
gémeos entio sua mae chama-se Adelaide.”
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Com a teoria do valor-trabalho Marx encontra a origem de mais-valia: o
regime capitalista compra uma hora de trabalho por menos do que aquilo que o
trabalhador produz em uma hora. O valor do trabalho determina-se, como o de
qualquer outra mercadoria, pelo tempo necessirio a sua produg@o e reprodugdo.
Imaginemos que a jornada de trabalho seja de 12 horas. E que o tempo necessério
a produgio das mercadorias indispenséveis ao sustento do trabalhador e de seus
dependentes seja seis horas. Entdo o operirio trabalhard seis horas para si e outras
seis para o patrio, resultando 100% de taxa de mais-valia.

No capitulo 7 do Livro I Marx observa que o valor adicionado em cada eta-
pa da produgdo é a soma v + s do capital variivel e da mais-valia, e que o capital
constante nada mais é do que a soma dos capitais varidveis e mais-valias agregados
nas etapas anteriores. Isso nos permite escrever:

Pi=Z;vit + % sit
o indice i indicando o produto; e o subscrito £, a etapa da produgdo.
Admitindo que a taxa de exploragdo seja a mesma em todos os setores da

economia, a hipdtese do valor-trabatho transforma-se em teorema. Com efeito,
no caso Sjp = €vjy, € portanto:

p,-=(l+e) zt:v,-,.

Designando por w o saldrio por homem-hora e por h;; 0 nimero de horas

de trabalho socialmente necessirias na etapa de produgido ¢, v;; = wh;, tempo to-
tal de produgdo do bem i expressa-se por:

Logo:
pi=w(l +e) H;.

Essa equagdo implica a proporcionalidade entre os pregos de mercado e os
tempos socialmente necessirios 3 produg@o das diversas mercadorias, ou seja, a
teoria do valor-trabalho. '

Marx tinha boas razGes para admitir que a taxa de exploragio fosse a mesma
em todos os setores da economia: uma jornada de trabalho vale 0 mesmo em qual-
quer ramo de atividade e se compra com meios de subsisténcia que se podem obter
com apenas uma fragdo x da jornada de trabalho. Assim, do produto de cada hora
trabalhada, os capitalistas entregam ao empregado uma fragdo x e guardam para si
a fragfio 1 — x, impondo a taxa de exploragdo:

l—x'
x

e =
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Sucede que Marx também sabia que a concorréncia tende a nivelar as taxas
de lucro nos virios ramos de atividade, e que a composi¢do orginica do capital
varia de um setor para outro. Isso se choca, no entanto, com a hipotese de equali-
zac8o das taxas de mais-valia. Com efeito, tomemos a formula da taxa de lucro:

Si
TS Ty

Dividindo o numerador e o denominador pelo capital varidvel »;:

U S
1™ ki+1

onde r; e; k; indicam, respectivamente, a taxa de lucro, a taxa de exploragfo e a

composi¢do orginica do capital no setor i. E imediato que, se tanto as taxas de
lucro quanto as de mais-valia se igualam em todos os capitais de atividade, isto €,
r;=r, €;=e€, acomposicdo orginica do capital também terd que ser a mesma em
todos os setores:

e
kl:r_— -1

Mas essa é uma conclusdo inaceitivel, pois Marx sabia que a composigdo
orginica do capital varia de um setor para outro.

Marx percebe o problema no capitulo 9 do Livro I de O Capital, mas s6 o
enfrenta no Livro III. A conclusdo é que, numa economia capitalista, pregos nio
correspondem a valores. Esse é um fecho melancélico para uma teoria que se pro-
punha a explicar o que sio, e ndo o que deveriam ser os pre¢os de mercado. A
safda de Marx é lembrar que o valor-trabalho indicou os valores de troca numa
sociedade primitiva (0 que Adam Smith ji reconhecera), e voltaria a indicé-los
tdo logo os meios de produgio passassem a pertencer aos trabalhadores. Com esta
ultima afirmagdo Marx pressupunha que a revolugdo do proletariado reduzisse a
zero as taxas de lucro, caso em que 0s precos obviamente se comportariam de
acordo com a teoria do valor-trabalho.

Marx tenta, no Livro IlI de O Capital, descobrir as leis que transformam a
mais-valia em taxa de lucro, e os valores em pregos de mercado. A solugdo do pro-
blema s6 foi encontrada por volta de 1960 e se deve a Morishima, Seton e Okishio,
e serd apresentada no item 5. Trata-se de um exercicio muito interessante de al-
gebra linear e que Marx jamais poderia -resolver com seu limitado equipamento
matematico.

A idéia central é estabelecer duas contabilidades separadas para depois inter-
ligi-las, uma em horas de trabalho (os chamados valores marxistas), outra em
pregos de mercado. Na primeira contabilidade os valores desdobram-se em capital
constante, capital varidvel e mais-valia e a taxa de exploragdo se iguala em todos
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os setores. Na segunda os pregos se desdobram em custo das matérias-primas, cus-
to da méo-de-obra e lucros, e a taxa de lucro € que se nivela em todos os setores.

Um exemplo numérico ilustra a maneira pela qual se estabelece o sistema
dual de contas. Tomemos uma economia com apenas dois produtos, uma matéria-
prima, que indicaremos por 4, e um bem de consumo, que seri designado por B.
Para produzir uma unidade de matéria-prima é preciso combinar, no inicio do
periodo, 0,8 unidade da matéria-prima com 0,2 hora de trabalho. E, para produzir
uma unidade do bem de consumo B ¢ preciso, no inicio do perfodo, gastar 0,25
unidade de matéria-prima e 0,25 hora de trabalho. Admitamos, finalmente, que
uma hora de trabalho se compre com uma unidade do bem de consumo B.

Comecemos pela contabilidade em valores, indicando por &4 e hg o nime-
ro de horas de trabalho necessarias  fabricagdo da matéria-prima e do bem de con-
sumo, respectivamente. Uma unidade de matéria-prima se produz com 0,8 uni-
dade pela propria, onde se cristalizam 0,84 4 hora de trabalho, mais 0,2 hora de
trabalho direto. Assim, o valor marxista da unidade de matéria-prima é deter-
minado pela equagfo:

hA = O,ShA + 0,2,

o que implicah g = 1.

Uma unidade do bem de consumo B obtém-se com 0,25 unidade da matéria-
prima 4 (onde se cristalizam 0,25k 4 = 0,25 hora de trabalho) mais 0,25 hora de
trabalho diretas. Tem-se assim o seu valor marxista:

hg =0,25h4 +0,25 = 0,5.

Uma hora de trabalho compra-se com uma unidade do produto B, ou seja,
com O equivalente a meia hora de trabalho. Segue-se que a taxa de exploragdo é
igual a 100%. ’

O desdobramento dos valores em capital constante, capital varidvel e mais-va-
lia é indicado a seguir. Uma unidade do produto 4 (que tem valor marxista igual
a 1) cristaliza 0,8 hora de trabatho no capital constante. O capital varidvel € igual a
0,1, j4 que 0,2 hora de trabalho se compra pelo produto de 0,1 hora. Sobra
1.0, 8-0,1 =0,1 de mais-valia. Do mesmo modo, para o produto B, o capital constan-
te ¢ igual a 0,25, o capital varidvel igual a 0,5x 0,25 = 0,125, sobrando a mais-va-
lia 0,5 - 0,25 -0,125 = 0,125.
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Item Produto 4 Produto B

A:capital constante 08 0.25
B: capital varidvel 0,1 0,125
C: mais-valia 0,1 0,125
D: valor marxista 1,0 0,5
E: composigdo orginica do capital (4/B) 8,0 20
F: taxa de exploragdo (C/B) 1,0 10
G: mais-valia/capital total (C/(A + B)) 1/9 1/3

Note-se que a relacdo entre mais-valia e capital total ndo € a mesma coisa
que a taxa de lucro, a qual é um elemento da contabilidade em precos de merca-
do. Para estabelecer esta segunda contabilidade, designemos por p, € pp os pre-
cosdosdoisbense porr a taxa de lucro. Como uma hora de trabalho se compra por
uma unidade do bem de consumo B, o saldrio horirio ¢ igual a pg . Para produzir
uma unidade da matéria-prima A o capitalista empata, no infcio do periodo, uma
soma igual ao custo 0,8p, de matérias-primas mais o saldrio 0,2pg . Assim, o pre-
¢o de A deve ser esse capital empatado acrescido do lucro i taxa 7, ou seja:

pgy =(1+r)(08p, +0,2pp).
Do mesmo modo, para o bem de consumo:
pg =(1+r)(0,25p4 + O,ZSpB).

Para determinar o sistema, é preciso arbitrar um dos precos e, para tanto,
tomaremos p4y = 1. Encontra-se pp = 0,3972 e a taxa de lucro r = 13,71%. Os
elementos da contabilidade em pregos indicam-se abaixo:

Item Produto 4 Produto B
A: custo das matérias-primas 0,80000 0,25000
B: salirios 0,07944 0,09930
C: lucros 0,12056 0,04790
D:pregos(D=A+B+C) 1,00000 0,39720
E: custo das matérias-primas/salérios (4/B) 10,07049 2,51762
F: lucros/saldrios (C/B) 1,51762 048238
G: taxa de lucro (C/(A + B)) 0,13709 0,13709

Note-se que a relagdo custo das matérias-primas/saldrios ndo coincide com
a composicdo organica do capital. Do mesmo modo, as relagdes lucros/saldrios
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diferem nos dois setores, nada tendo a ver com a taxa de exploragdo, que é um
elemento da contabilidade em horas de trabalho.

Embora muito brilhante, a solugdo do problema da transformagdo ngo deve
ser entendida como uma reabilitagdo da teoria do valor-trabalho. A contabilida-
de em horas de trabalho tem o mérito de remover qualquer ambigiiidade no con-
ceito de taxa de mais-valia. Mas a afirmagdo de certos neomarxistas, de que os va-
lores sdo elementos a partir dos quais se podem calcular os pregos de mercado, é
apenas uma meia verdade. De fato, é possivel calcular precos a partir dos valores,
mas para isso é preciso conhecer todos os coeficientes técnicos de produgao e a ces-
ta de consumo pela qual se compra uma hora de trabatho. E, conhecidos esses ele-
mentos, os precos se determinam diretamente, independentemente dos valores
marxistas. ’

Uma restrigdo mais séria ¢ que o problema da transformagdo s6 pode ser so-
lucionado para o modelo de produgdo simples, o qual exclui os bens de capital
fixo. No caso geral, nem sempre é possfvel estabelecer uma contabilidade em valo-
Tes nem assegurar a existéncia ou a unicidade da taxa de exploragdo. Cuidaremos
do problema no item 5.

2.4 Salfrios, acumulacio dé capital e progresso tecnolégico

Os cléssicos ingleses usaram duas teorias de saldrios: numa, de curto prazo, os sal4-
rios eram determinados pela relagdo entre o estoque de capital e a forga de traba-
lho existentes; noutra, de longo prazo, os saldrios convergiam para o nfvel de sub-
sisténcia. A conciliagdo das duas teorias era fornecida pela lei dos rendimentos de-
crescentes e pela teoria malthusiana da populagdo.

Marx, 4 semelhanca dos cléssicos ingleses, admite que a maior parte dos lu-
cros seja destinada & compra de novos bens de capital: “Acumular! Acumular! Eis
Moisés e os Profetas!”” Encampa também a lei férrea dos saldrios, mas ndo usa a lei
dos rendimentos decrescentes. Isso o obriga a desenvolver uma teoria original de
saldrios, acumulagdo de capital e progresso tecnolégico, apresentada no capftulo
23 do Livro I de O Capital.

Na teoria cldssica inglesa, a acumulagdo de capital automaticamente elevaria
a demanda de mido-de-obra de acordo com a lei do fundo de saldrios. Marx tem o
cuidado de observar que o fundo de saldrios wN ndo corresponde ao capital to-
tal C, mas apenas i sua componente varidvel v. Assim:

C
k+1
k indicando a composigdo orginica média do capital.

(2.1

v=wN =
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Segundo Marx, faz parte da evolugiio capitalista o aparecimento peri6dico
de inovagdes que substituem mdo-de-obra por capital, aumentando a composi¢do
orginica média k. Em prazos curtos é possivel que essa composigdo orginica nio
se altere e que o capital total cresca mais depressa do que a forga de trabatho. Nes-
se caso, a acumulacdo de capital provocard o aumento tempordrio do saldrio w.
Mas logo surgirdo os técnicos a soldo dos capitalistas, e que se encarregardo de
encontrar novos métodos de produgio que poupem mio-de-obra, reforgando o
exército industrial de reserva, isto é, a massa de desempregados. Nesse ponto, os
saldrios voltardo 2o nivel de subsisténcia. Se algum trabalhador tiver a ousadia de
se queixar, bastard ao patrdo levéd-lo i janela da fibrica e mostrar-lhe a longa fila
de miserdveis & busca de um emprego que lhes permita sobreviver. Marx acentua
que as variagOes de saldrios ndo sdo determinadas pela acumulag@o de capital nem
pelo crescimento populacional, mas apenas pelo tamanho relativo do exército in-
dustrial de reserva, isto é, pela taxa de desemprego. Essa é uma observagdo muito
importante e que antecipa a teoria da curva de Phillips, a grande redescoberta da
macroeconomia na década de 1960.

A equagdo (2.1) é um passo i frente da teoria do fundo de saldrios, e a lei
do crescimento da composi¢io orginica do capital é a primeira tentativa de sis-
tematizar os efeitos das inovagdes sobre a distribuigdo de renda. Marx usa essa lei
para demonstrar duas de suas teses, a da compressdo dos saldrios e a da taxa de-
crescente de lucro.

Para provar a lei férrea dos saldrios, Marx supGe que, na equacdo (2.1), a
taxa de crescimento de k+1 seja maior ou igual do que a taxa de crescimento
do estoque de capital C. Trata-se de uma hip6tese ad hoc, e que a Histéria se en-
carregou de desmentir na maioria dos pafses capitalistas. Ndo se pode sequer afir-
mar que as inovag¢des poupadoras de trabalho freiem o ritmo de crescimento dos
saldrios. Com efeito, tais inovagOes, embora aumentem o denominador k+1 da
férmula (2.1), podem também acelerar o ritmo de acumulagdo do capital C.

A engenharia tem seus caprichos, € o progresso tecnolégico nio se enqua-
dra em leis tdo simples quanto as conjecturas de Marx. A manutengio dos saldrios
ao nfvel de subsisténcia pela sustentagdo do exército industrial de reserva est4 lon-
ge de representar uma fatalidade. Mas, apesar da falta de evidéncia empfrica, nio
constitui uma impossibilidade 16gica.

Logicamente impossfvel é que, numa economia com rendimentos constan-
tes, as inovagOes imobilizem os sal4rios e, a0 mesmo tempo, reduzam a taxa de lu-
cro. No modelo marxista, o declinio da taxa de lucro nem é provocado pelo
aumento de saldrios, nem pelos rendimentos decrescentes na produgio, nem pela
impossibilidade de vender tudo o que se produz, j4 que os capitalistas compram
avidamente tudo aquilo o que n3o & consumido. A taxa de lucro cai exclusivamen- -
te pelo aumento da composigao organica do capital decorrente das inovagSes que
substituem trabalho por capital. Mas por que entdo os capitalistas encampam es-
sas inova¢Bes? Marx supGe que o que é bom para cada capitalista é ruim para o
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conjunto deles. Como veremos mais adiante, essa é uma conjectura que no resiste
ao teste da 4lgebra elementar.

2.5 Os modelos de reprodugiio

Nos capftulos 20 e 21 do Livro II de O Capital, Marx enfrenta um problema espe-
cialmente importante, o da reprodugdo. Trata-se de saber como a produgio de ca-
da perfodo se equilibra com a demanda, a qual se decompde em consumo dos ca-
pitalistas, compra de matérias-primas para a produgdo do periodo seguinte, e adian-
tamento de meios de subsisténcia aos trabalhadores contratados para essa produ-
¢do. Marx ilustra as suas idéias com exemplos numéricos, dividindo a economia em
dois setores, o produtor de matérias-primas (I) e o produtor de bens de con-
sumo (II). '

No capftulo 20, Marx descreve a reprodugio simples: os capitalistas conso-
mem toda a mais-valia por eles apropriada, limitando-se a repor o capital destrufdo
na produgdo do perfodo anterior. A economia em equil(brio €, assim, um retrato
em escala natural do que foi no perfodo precedente. Trata-se de uma versdo bisse-
torial do Tableau économique de Frangois de Quesnay, ¢ que a boa vontade de
Morishima nivela a0 modelo walrasiano de equilfbrio geral. O exemplo numérico
de Marx condensa-se nas seguintes equages:

Setor I: 4.000¢ + 1.000v + 1.000s = 6.000
Setor I1; 2.000¢ + 500v + 500s = 3.000
Total: 6.000c + 1.500¥ + 1.500s = 9.000

A primeira dessas equagSes deve ser lida da seguinte maneira: os empresdrios
do setor I, no inicio do perfodo, empatam um capital de 5 mil unidades monets-
rias, sendo 4 mil em matérias-primas e 1 mil em adiantamento de bens de consumo
aos trabalhadores. No final do perfodo, obtém uma produgao (de matérias-primas,
no caso) que vale 6 mil unidades monetdrias, o capital empatado 5 mil mais o lu-
cro igual a 1 mil. As demais equagdes tém interpretagdo andloga.

O sistema estd em equilibrio. Com efeito, a demanda de matérias-primas, no
final do perfodo, é o capital constante. 6 mil a ser reposto, exatamente a produgio
do setor 1. Do mesmo modo, a demanda de bens de consumo equivale ao total das
mais-valias acrescidas dos salirios a serem adiantados aos trabalhadores, isto é,
1.500 + 1.500 = 3.000, ou seja, a produgio do setor I1. Para atender is demandas
reciprocas, o setor I vende ao setor II 2 mil unidades monetérias de matérias-pri-
mas, dele comprando bens de consumo de igual valor.

E ficil verificar que o sistema ndo estaria em equilfbrio se os valores produ-

~ zidos no setor I ndo fossem exatamente o dobro dos obtidos no setor I1. Que for-
¢as econdmicas levam os dois setores a encontrar essa proporgio de equilfbrio, eis
um problema intrincado da teoria da reprodugdo e que nio é abordado em O Ca-
pital. Como em todos os seus exemplos numéricos, Marx raciocina com uma con-
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tabilidade que equalize as taxas de explorag#io em todos os setores, no caso em
100%. J4 vimos que essa contabilidade nio necessariamente reflete os valores de
troca. No exemplo especifico, porém, o problema desaparece, pois a composi¢do
orginica do capital é a mesma nos dois setores, 0 que leva os pregos de mercado a
se regularem de acordo com a teoria do valor-trabalho, nivelando as taxas dé lucro
em 20%.

A teoria da reprodugdo simples é apenas um passo preparat6rio para a dis-
cuss3o apresentada no capitulo seguinte, a reprodu¢do ampliada. Marx af supde,
dentro da sua lei de acumulagdo, que os capitalistas s6 consumam uma fragdo dos
lucros obtidos, reinvestindo o resto em matérias-primas e adiantamento de meios
de subsisténcia aos trabalhadores, impulsionando o crescimento geométrico da
economia. Infelizmente, na hora de construir um exemplo numérico, Marx se em-
baralha em dois pontos: na contabilidade, e na proporgdo dos valores produzidos
nos dois setores. No exercicio apresentado no capftulo 21 do Livro II de O Capi-
tal, o ponto de partida para a reprodugdo ampliada ¢ o seguinte:

Periodo 0

Setor I :4.000c + 1.000¥ + 1.000s = 6.000
Setor I1: 1.500c + 750v+ 750s= 3.000

Esse ponto de partida, embora nivele as taxas de exploragao em 100%, ndo
¢ um equilfbrio na contabilidade em pregos de mercado, j4 que a taxa de lucro é
20% no setor I e 33,3% no setor II. Marx precisa, no entanto, que as suas cifras es-
pelhem valores de troca, e para isso encampa uma estranha hip6tese de isolamento
dos mercados: os lucros de cada setor s6 podem ser reinvestidos no préprio setor.

Isto posto, Marx supde que os capitalistas do setor I destinem metade dos
seus lucros ao consumo, metade a reposicdo e 4 acumulagdo de capital. Assim, das
6 mil unidades monetérias produzidas no setor I, 500 se destinardo ao consumo
dos capitalistas, 5.500 ao investimento bruto no préprio setor. A tecnologia de
producio conhecida exige que 4/5 desta Gltima soma se destinem i aquisicdo de
matérias-primas, 1/S ao adiantamento de bens de consumo aos assalariados. Resul-
ta, daf, uma demanda de matérias-primas pelo setor 1 no valor de 4.400 unidades
monetirias. E uma demanda de bens de consumo no total de 1.600 unidades mo-
netdrias, sendo 1.100 para adiantar meijos de subsisténcia aos trabalhadores, e S00
para atender ao consumo dos capitalistas.

Seria natural que Marx admitisse que os capitalistas do setor II tivessem o
mesmo comportamento, consumindo metade de seus lucros, e destinando a outra
metade i acumulagio de capital. Nesse caso, das 3 mil unidades monetirias produ-
zidas, 375 se destinariam ao consumo dos capitalistas, 2.625 a reposigdo e a acu-
mulagado de capital. Dois tergos desta Gltima soma se destinariam & compra de ma-
térias-primas, ou seja, 1,750 unidades monetdrias. O outro ter¢o, no valor igual a
875, seria o adiantamento de bens de consumo aos assalariados. Assim, a demanda
total de bens de consumo pelo setor II valeria essa soma, mais os 375 de consumo
dos capitalistas, totalizando 1.250 unidades monetdrias.
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Contudo, se Marx equiparasse 0 comportamento dos capitalistas do setor II
aos do setor I, o seu sistema nfo estaria em equilfbrio. Com efeito, a demanda to-
tal de matérias-primas seria igual a 6.150 unidades monetirias, sendo 4.400 pelo
setor I e 1.750 pelo setor II. Essa demanda ultrapassaria a oferta do setor I (6 mil)
em 150 unidades de conta. J4 no setor II, a demanda total 1.600 + 1.250 = 2.850
ficaria 150 unidades monetdrias abaixo da oferta.

A solugdo para o problema estaria em reconhecer que, no modelo de repro-
dugdo ampliada, a proporgio entre os valores produzidos nos setores II e I ndo
poderia ser de um para dois. Marx, todavia, preferiu ajeitar a sua fungdo investi-
mento de modo a acertar as suas contas, e para isso recorreu a uma hipétese estra-
nhamente assimétrica. Segundo essa hipGtese, os capitalistas do setor I destinam
metade de sua renda ao consumo, outra metade & acumulagio de capital no pro-
prio setor. J4 os capitalistas do setor II se contentam em ajustar o mercado, con-
sumindo e investindo de acordo com as sobras deixadas pelos seus concorrentes do
setor .

Isto posto, o setor II é obrigado a comprar matérias-primas no valor igual a
1.600, os 6 mil produzidos pelo setor I menos os 4.400 demandados por esse setor.
E bens de consumo equivalentes a 3.000 — 1.600 = 1.400 unidades monetérias.
As 1.600 unidades de conta investidas em matérias-primas requerem, como contra-
partida, um adiantamento de bens de consumo aos assalariados no valor igual a
800. Assim, das 3 mil unidades monetdrias produzidas no setor II, 1.100 se desti-
nariam a adiantar meios de subsisténcia aos assalariados do setor I, 800 aos assala-
riados do setor II, ¢ 500 a suprir o consumo dos capitalistas do setor 1. Os capita-
listas do setor II consimiriam a sobra 3.000 — 1.100 — 800 — 500 = 600 unidades
monetirias, ou seja, 600/750 = 80% dos seus lucros.

Isto posto, os capitais empatados no infcio do periodo I seriam 4.400¢ +
+ 1.100¥ no setor I e 1.600c + 800v no setor II. Os valores obtidos no fim do
perfodo seriam esses capitais empatados acrescidos dos lucros, iguais aos saldrios
adiantados. Terfamos assim:

Periodo 1

Setor T : 4.400c + 1.100v + 1.100s = 6.600
Setor I1: 1.600c + 800v + 800s=3.200

O ciclo agora se repetiria. Os capitalistas do setor I consumiriam metade dos
lucros, ou seja, 550 unidades monetdrias, e destinariam 6.600 — 550 = 6.050 uni-
dades de conta a reposi¢do e 4 acumulagdo de capital no proprio setor I. Desse to--
tal, 4/5 se destinariam 3 aquisicdo de matérias-primas, 1/5 ao adiantamento de bens
de consumo aos trabathadores. Assim, no infcio do perfodo II, o capital empatado
no setor I seria 4.840c + 1.210v.

O setor II ficaria com as sobras, adquirindo 6.600 — 4.840 = 1.760 unidades
monetérias de matérias-primas. Isso o obrigaria, de acordo com a técnica de.produ-
¢do conhecida, a adiantar bens de consumo aos assalariados em valor igual a

48 R.B.E. 2/84



1.760/2 = 880, empatando, no infcio do perfodo II, um capital 1.760c + 880v.
Das 3.200 unidades monetdrias produzidas no setor II, 1.210 se teriam destinado
ao adiantamento de salirios no setor I, 880 ao adiantamento no setor I, 550 ao
consumo dos capitalistas do setor I. Sobrariam, assim, 3.200 — 1.210 — 880 —
—550 = 560 unidades de conta para o consumo dos capitalistas do setor I1, ou se-
ja, 560/800 = 70% de sua renda.

Isto feito, no perfodo II terfamos:

Perfodo 11

Setor1 :4.840c + 1.210v + 1.210s = 7.260
SetorI1:1.760c + 880v+ 880s=3.520

A configuragdo econdmica do perfodo II seria, assim, a do perfodo I amplia-
da de 10%. Daf por diante, a economia se expandiria geometricamente i taxa de
10% por perfodo. Teriamos, pois:

Periodo 11

Setor1 :5.324c +1.331v +1.331s = 7.986
SetorII: 1.936¢c+ 968v+ 968s= 3.872

€ assim sucessivamente.

Obviamente, o exemplo numérico escolhidg por Marx para descrever a repro-
dugio ampliada é muito tosco. Os capitalistas isolam-se em seus proprios setores,
a0 invés de buscar as oportunidades mais lucrativas de investimento. E a percenta-
gem consumida dos lucros do setor 11-€ acertada a posteriori, de modo a equilibrar
a oferta e a procura dos dois setores, caindo de 80% no perfodo de partida para
70% nos perfodos seguintes.

Nao ¢ dificil solucionar corretamente o problema da reprodu¢io numa eco-
nomia com dois setores e sem bens durdveis de capital. Admitamos que para se
produzir, no final do perfodo, uma unidade da matéria-prima seja necessirio em-
pregar, no inicio do periodo, aj unidades da matéria-prima e hy horas de trabalho.
E que a obtengdo, no final do perfodo, de uma unidade do bem de consumo re-
queira a aplicagdo, no infcio do perfodo, de 4;; unidades de matéria-prima e
hyy horas de trabalho. E ficil verificar que as unidades podem ser escolhidas de
modo que:!

a) ap+hy =ay; +hy 2.2
b) uma hora de trabalho se compre por uma unidade do bem de consumo.

1A equagdo (2.2) escolhe as unidades fisicas dos produtos 1 e II de modo a jgualar seus pre-
¢os de mercado.
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Imponhamos a condigdo de que a taxa de exploragdo seja positiva, isto &,
que uma hora de trabalho se compre com o produto de menos de uma hora de
trabalho. Isso é 0 mesmo que dizer que o valor marxista v;; do bem de consumo
¢ menor do que 1. A contabilidade em horas de trabalho determina os valores
marxistas pelas equag3es:

vi=apvp+hy

v =ap vy thy

Deve-se ter v; > 0 e v; <1, o que implica:

Subtraindo de ambos os membros A (1 — hyy)-

ou, tendo em vista a equagdo (2.2):

Como hy; < vy < 1, segue-se que a taxa de exploragdo serd positiva se e somen-
te se:

al +hl = a" +h" <1l (2.3)
Determinemos agora os pregos p; € p;; da matéria-prima e do bem de con-
sumo e a taxa de lucro r da economia. Como uma hora de trabalho se compra por
uma unidade do bem de consumo, o capital requerido para a produgao de uma

unidade de matéria-prima va]e ay py + hy py;. O prego p; da matéria-prima € esse
capital empatado acrescido da taxa de lucro:

pr=(1+r)(a; py +hy pyp).

Do mesmo modo, para o bem de consumo:

iy = (1 +7) (@ Py + by Pyy)-

Normalizando os pregos de modo a se ter p; = | encontra-se p;; = 1 e:

L+r = (g +h) * = (g +hy) (24)
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Em suma, a escolha de unidades de modo a atender & equagdo (2.2) e a as-
segurar que uma hora de trabalho se compre por uma unidade do bem de consu-
mo leva a um equilfbrio de pregos de mercado em que p; = py; = 1, 0 que iguala
numericamente as quantidades dos dois bens aos seus valores de troca. Pela equa-
¢d0 (2.4) e pela desigualdade (2.3) conclui-se que, sendo positiva a taxa de explo-
ra¢do, a taxa de lucro também ser4 positiva.

Designemos agora por g a taxa de crescimento da economia. No equilibrio
dinimico da reprodugdo ampliada, a produgdo de matérias-primas no perfodo # se-
rd x; (1 + g)*, a de bens de consumo x;; (1 +&) ?. O lucro dos capitalistas, por
unidade produzida de matéria-prima, ¢é igual a r(a; py + hy pyp) = r(ag + by) =
= r/ (1 + r). Do mesmo modo se conclui que os capitalistas também lucram
r/ (1 +r) por unidade produzida do bem de consumo. Logo, o lucro total no pe-
‘rfodo ¢ serd expresso por:

L ZT:—r (1 +8)" (e +xpp)- ©(25)

Admitiremos que os capitalistas reinvistam uma fragdo s desse lucro total
(0 < s < 1), consumindo a fragdo restante 1 —s. O consumo dos capitalistas no fi-
nal do periodo ¢ seri pois:

C=I:—r (1 —s)(1 +g)" (g +xpp) - (2.6)

As quantidades de matérias-primas e bens de consumo a serem obtidas no
final do perfodo ¢ + 1 sdo, respectivamente, x; (1 + g)f*' e x;; (1 +g)t*! .
Para tanto € necessdrio, no infcio do periodo, empregar matérias-primas no total:

D= (l +g)‘+ ! (al X1 + an x"). (2.7)
e adiantar bens de consumo aos trabalhadores no valor:
T = (1 +g)f" ! (h[ X1 + hll x") . (2.8)

A produgdo de matérias-primas x; (1 + g)* no final do perfodo ¢ destina-se exclu-
sivamente a fornecer a quantidade D expressa pela equagdo (2.7). A produgido
xp1.(1 +g)! de bens de consumo tem por objetivo satisfazer o consumo C dos ca-
pitalistas e adiantar os meios de subsisténcia T aos trabalhadores. Assim, o equili-
brio entre a oferta e a procura nos dois setores exige:

xp = (1+g) lap x; +ay xpp) - . (2.9)

1+r

Essas duas equagdes determinam a taxa de crescimento g € a proporgio x;/xy
entre as quantidades produzidas nos dois setores. Basta para tanto observar que o
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sistema deve admitir uma solugdo nio trivial, isto é, tal que x| + x;; > 0. Com efei-
to, somando as duas equagdes e observando a relagdo (2.4):

r s
G +x) + ————— (x5 +xq7)-
1+%1 Tep G100

Xy +Xp =
1 ¥ X1 .r

Tomando x; +x;;> Oresultal +7r = 1 +g+r(1 —s5), ou seja:
g = sr. (2.11)

Essa € uma relagiio muito importante na teoria da reprodugdo: a taxa de
‘crescimento geométrico do sistema € a taxa de lucro vezes a fragdo reinvestida dos
lucros. No extremo s = 0 em que o0s capitalistas consomem toda a sua renda, te-
mos g = 0, isto &, reprodugdo simples. No extremo s = 1, em que os capitalistas
nada consomem, o sistema se expande fisicamente 3 taxa de lucro.

Da equagio (2.9) obtém-se a relagdo entre os valores produzidos nos dois se-
tores numa trajet6ria geométrica de crescimento:

Xq _ (l +g’) a
X11 1 —(1 +g)al

(2.12)

Essa relagdo ¢ positiva, pois, pelas equages (2.4) e (2.11):

(1+8a;<(Q+8@+h) = Q+g)(U+N<U+s)Q+N1 L]

A titulo de exemplo, tomemos ¢; = 0,5, by = 0,4,a;; =0,3,h;;=06,5=
= 0,9. Pelas férmulas apresentadas obtém-se r = 1/9 = 11,111% (taxa de lucro),
g = 10% (taxa de expansdo fisica do sistema), x;/x; = 11/15. Usando a nota-
¢do de Marx, poderiamos tomar como ponto de partida para a reprodugdo amplia-
da: .

Periodo 0
Setor I : 550c +440v +110s = 1.100
Setor I1: 450¢ + 900y + 150s = 1.500

Em ambos os setores a taxa de lucro ¢ igual a 1/9. Do valor total produzido
no setor I, os capitalistas retirariam 11 unidades monetdrias para 0 seu consumo
(10% do lucro) e destinariam os 1.089 restantes a reposi¢do e a acumulagdo de ca-
pital no setor, sendo (5/9) 1.089 = 605 em matérias-primas e (4/9) 1.089 = 484
em adiantamento de bens de consumo aos trabathadores. Do mesmo modo, os ca-
pitalistas do setor II consumiriam 15 unidades monetdrias, destinando as 1.485
restantes a reposicdo e acumulagdo do capital no setor, sendo 495 em maté-
rias-primas, 990 em adiantamentos aos assalariados. A demanda total de maté-
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rias-primas, 605 + 495 se equilibraria com a produgio 1.100. Do mesmo modo,
os adiantamentos aos trabalhadores 484 + 990 somados ao consumo dos capitalis-
tas 11 + 15 igualariam a produgdo total 1.500 de bens de consumo. Terfamos en-
tdo no periodo seguinte:

Pertfodo 1
Setor1 :605¢ +484v +121s = 1.210
Setor I1: 495¢ + 990y + 165s = 1.650

O modelo de Von Neumann, apresentado no item 3, soluciona o problema
da reprodugdo num caso bastante geral, abrindo espago para os bens durdveis de
capital numa economia com um ndmero qualquer de bens. O modelo supde
s = 1, isto é, que os capitalistas reinvistam todos os seus lucros. Mas é poss{vel
estendé-lo, de modo a abrigar o consumo dos capitalistas, assunto de que cuidare-
mos no item 7.

2.6 Instabilidade e ciclos

O modelo de reprodugdo discutido no item anterior pressupSe uma coincidéncia:
que, em algum perfodo inicial, a relagdo x;/x; entre as quantidades produzidas
nos dois setores se acerte de acordo com a equacdo (2.12). Cabe indagar como evo-
luird a economia se isso ndo acontecer.

Para tanto, designemos por x; , € Xy , as quantidades produzidas pelos
dois setores no periodo ¢, e suponhamos, na linha marxista, que os capitalistas
acumulem tudo aquilo que nio ¢é consumido. Isso implica que as produgdes
X r+18X,p41 MO perfodo seguinte sejam tais que:

XLeT QX a1 Y OIXyg e (2.130)

e =R X1 P X, e * (1 —5) (xp,  + x5, ) (2.13b)

1+r
Esse sistema de equagSes de diferencas finitas determina as trajetdrias das
quantidades produzidas nos dois setores a partir da configura¢do inicial (xl, 0
Xy, 0). Para solucioné-lo, fagamos:
Zp = Xt Xy : (2.14)

Somando membro a membro as equagdes (2.13a) e (12.135) e tendo em vis-
ta as relagdes (2.4) e (2.11), resulta:

(1+8)z, =24,

de onde se segue que:
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z, = (1+8)z, =(1 +8) ! (x, g +xy,0) - (2.15)
Reescrevendo a equagdo (2.13¢) na forma:

o= @ -a) X 4 tapze
segue-se que:

X, e = @ —a) Xy, g4y tayp (X o Xy o) (1+8)° 1.

Supondo a; # ay;, a solugdo dessa equagdo expressa-se por:
_ a(1+8) (X g +x51 o)
It 1—(1+g) (g —ap)

A +g) + k(g —aqp) t (2.16)

onde:
(1-(+g)a)x; g —(1+p) a X1, 0
1-(1+8)(q —an) 217

k =

Fazendo xn’t =2z, - xl’t resulta:

(1 - (1 +g)ay) (x1 9+ 51 o)

ML~ T+ o —ap) A +8f k(@ —ap ' - (2.18)

A instabilidade das trajetérias resulta de que:

(1+g) <+ =g +h)™" =@y +hy) "1 < | qp =at ~1. (2.19)

Se o ponto de partida das trajetdrias obedecer 3 relagdo (2.12), o sistema
cresce geometricamente como no modelo de reprodu¢do ampliada, com xt=
=1 +g txl o exp, . (d+ 2 txn o- Qualquer desequilibrio na proporgao
inicial, no enta’mto, tor’r{a k #0, fazendo as quantidades se afastarem explosiva-
mente da trajetbria geométrica, pelo efeito da componente k (a; —ap) — Em
particular, se k # 0, ou Xy, ou xyp ., acabard assumindo valores negativos, de
acordo com as equagdes (2.17) e (2.f 8). Isso é obviamente impossivel, servindo
apenas para sublinhar a instabilidade do modelo de produgio descrito pelas equa-
¢oes (2.13a) e (2.13b): nao € posstvel que os capitalistas sempre acumulem tudo
aquilo que restar do consumo.
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Marx jamais pensou em resolver equacSes de diferencas finitas para demons-
trar a instabilidade do crescimento, e o exercicio inspira-se nas construgdes de
Harrod e Hicks da década de 1940. Ao contrdrio, a estranha fung¢do investimento
aos capitalistas do setor II, adotada no seu exemplo numérico de reprodugdo am-
pliada, -acaba servindo como estabilizador das trajetérias geométricas. Contudo,
em virias passagens de O Capital, os ciclos e crises sgo atribufdos 4 despropor¢io
entre as quantidades produzidas nos virios setores da economia.? Em particular,
Marx associa o ciclo industrial de dez anos 3 vida til dos equipamentos, explican-
do-o pelas ondas de demanda de reposi¢do. Embora formalmente tosca, a sua an4-
lise ¢ suficientemente sugestiva para que se considere o autor de O Capital como
um dos-fundadores da teoria do ciclo econdmico.

2.7 A taxa decrescente de lucro

A terceira parte do Livro III de O Capital é o ponto culminante da obra de Marx.
O autor do Manifesto comunista tenta af provar que a acumulagdo, inerente ao
regime capitalista, carrega o germe da autodestrui¢do: além de engrossar o exército
industrial de reserva, impedindo que os sal4rios se ergam além do nivel de subsis-
téncia, ela provoca o declinio da taxa de lucro, a concentrag@o monopolista da
produgio, e a repeti¢do cada vez mais freqilente das crises.

Marx prova a sua lei da taxa decrescente de lucro apelando para uma tauto-
logia: :

s sy ,
r=vv e+l (2.20)

A acumulagdo do capital gera o progressivo aumento de sua composigdo or-
génica c/v. Logo, se a taxa de exploragdo s/v ndo se alterar, a taxa de lucro decli-
nard. Marx ilustra essa pseudodemonstragio com uma série de exemplos numéri-
cos, incapazes de emocionar o leitor versado em aritmética elementar.

Trata-se de um dogma, e ndo de uma demonstragdo. As inovagdes, no caso,
ndo reduzem o tempo socialmente necessirio 4 produgdo dos meios de subsistén-
cia dos trabalhadores, j4 que a taxa de exploragio nio se altera; mas substituem
capital varidvel por constante, aumentando a composigio orgénica do capital. Por
que os capitalistas resolvem encampar essas novas técnicas que s6 servem para bai-
xar a taxa de lucro da economia, eis um enigma a decifrar. Afinal, a descoberta de
um novo método de produgdo ndo obriga nenhuma empresa a adot4-lo. Trata-se
apenas de uma op¢do a mais, € que sO serd aceita quando aumentar a expectativa
de taxa de lucro do capitalista.

2 No exercicio apresentado, a componente k("l —app -t gera ciclos explosivos se a1 <a I
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Marx percebe esses dois problemas, e apela para duas safdas de emergéncia.
A primeira consiste em admitir que as inovag3es possam sumentar a taxa de explo-
rag@o s/v, embora nio o suficiente para compensar os efeitos depressivos da eleva-
¢do de c/v sobre a taxa de lucro. A segunda ¢ interpretar o declinio global da taxa
de lucro como o resultado da falta de coordenagio entre as decisSes individuais
numa economia competitiva: cada empresa, a0 adotar nova técnica de produgso,
melhora a prépria taxa de lucro; mas o conjunto das empresas, ao agir dessa for-
ma, baixa a taxa de lucro da economia.

Mais uma vez estamos diante de uma conjectura, e nio de uma demonstra-
¢io. E possfvel demonstrar que essa conjectura é incompatfvel com outra das hi-
pOteses centrais de O Capital, a de que as inovagOes impecam o aumento dos sals-
rios (a menos que se admita que as inovagOes acarretem deseconomias externas
de ordem técnica na produgdo, assunto de que Marx jamais cogitou). A prova da
incompatibilidade, no entanto, ¢ bem mais sutil do que a apresentada por muitos
dos adversirios do marxismo.

Concentremo-nos em nossa economia com dois setores, tal como a descrita
no item 2.5. Admitamos que os coeficientes técnicosde produgdo sejam (aj; hy)
no setor I e (ayy; hypp) no setor II. Escolhamos as unidades de modo a que uma hora

de trabalho se compre por uma unidade do bem de consumo (isto €, o produto do
setor II), e de modo a se ter ap+hy=ap + hll' Admitamos, como no item 2.5,
que a taxa de mais-valia seja positiva, o que implica ay + h; =ay; + Ay < 1. Isto posto,
a taxa de lucro da economia é expressa por 1 + 7= (ay + hy) ™ =(ay; + b)) s e
o sistema se equilibra aos pregos (py; py;) =(1 ; 1).

Suponhamos que os engenheiros a soldo dos capitalistas descubram novos
métodos de produgdo, com coeficientes técnicos (a ’[; h’D para o setor I e
@, h'n)para o segundo setor. A hip6tese de Marx é que, ao sistema de pre¢os
(e Py =(1;1), a adogdo dessas novas técnicas aumente(ou, pelo menos, ndo di-
minua) a taxa de lucro de cada empresa. Isso implica:

A+ @p+hp<1. (2.210)

Q+n @y +hP<1. (2.21b)

A adogdo, por todas as empresas, das novas técnicas de produgio, muda o
sistema de pregos para (p’[; pJ) € a taxa de lucro para 7', tais que:

(1+r) (@ P +h1PY)=P] ' (2.22a)

A+ @y Pyt P =PY (2.22b)
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Marx supBe que, a esse sistema de pregos final (p’}; 7). a taxa de lucro caia
abaixo da inicial, isto é, r’<r. Daf se segue, pelas desigualdades (2.21a) e (2.215):

1>(1+r) (@ +hY) (2.23q)
1> +r)@y+bhy) (2.23p)

Multiplicando membro a membro as rela¢Ses (2.224) e (2.23q) e simplifican-
do, resuita:

kipy>hip] (2.2490)
Do mesmo modo, para o segundo produto:
ay P > P (2.24b)

Como os coeficientes técnicos sdo todos nfo negativos, essas duas desigual-
dades implicam pj; > p’; > P[> © que € absurdo. Logo, é impossfvel que a taxa
de lucro final 7’ seja inferior i inicial 7.

A anilise prova a impossibilidade l6gica de as inovagOes, numa economia
com dois setores e rendimentos constantes, exercerem o efeito vaticinado por
Marx: impedir a alta dos salérios e, 20 mesmo tempo, deprimir a taxa de lucro,3
Mostraremos, nos proximos itens, que essa impossibilidade se verifica em toda
economia com rendimentos constantes, qualquer que seja o nimero de produtos
e quer existam ou nio bens durdveis de capital.

2.8 O colapso do capitalismo

O capitulo 15 do Livro III de O Capital vaticina o colapso do capitalismo pelas
contradi¢Bes internas da lei da taxa decrescente de lucro. Por uma série de argu-
mentos confusos, Marx conclui que o declinio da taxa de lucro acaba provocando
dois efeitos. Primeiro, a concentragdo oligopolista da produgdo, os grandes capita-
listas engolindo os pequenos. Segundo, as sucessivas crises de superprodugio, pela
incompatibilidade entre acumulagdo do capital ¢ aumento dos lucros. Nessas cri-
ses, a superprodugido reflete apenas os vicios do sistema capitalista: hd bens de
consumo de menos para atender as necessidades da populagdo, e bens de capital
em volume insuficiente para empregar o potencial da forga de trabalho. Nesse pon-

3 No capitulo 11 do seu excelente Marx’s economics, Morishima apresenta um exemplo de
economia com dois setores, onde as inovagSes baixam a taxa de lucro. O erro de Morishima
(e que Marx nido cometeu) estd em esquecer que a descoberta de uma nova técnica de produ-
¢80 nio obriga nenhuma empresa a adota-la. As inovagdes do exemplo em questio represen-
tam uma engenharia as avessas: qualquer empresa baixaria a taxa de Jucro ao encampd-las.
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to, a organizagdo capitalista se divorcia inexoravelmente da sua fungdo histérica:
aumentar a produtividade do trabalho e criar mais empregos. Isso acarreta a sua
ruptura, pela socializagdo dos meios de produgdo.

Segundo Marx, com a queda da taxa de lucro aumenta o mfnimo de capital
que tem de estar nas mios de cada capitalista para o emprego produtivo de traba-
lho(. . ). Ao mesmo tempo aumenta a concentragio, pois capital grande com pe-
quena taxa de lucro acumula mais rapidamente do que capital pequeno com taxa
elevada. A massa dos pequenos capitais assim dispersos é empurrada para as peri-
pécias da especulagio em crédito e agOes (. . .) e assim vdo constantemente se for-
mando os novos viveiros de capital — ou a pletora que, sob forma de crédito, pSe
esses capitais, incapazes de gestdo autonoma, a disposigdo dos condutores de gran-
des negdcios™. Aparentemente, o que Marx quer dizer com isso é o seguinte: o
progresso tecnol6gico (que, em O Capital, é a origem da taxa decrescente de lucro)
aumenta cada vez mais as dimens3es econdmicas mfnimas exigidas das empresas.
As pequenas firmas nfo conseguem acumular capital na velocidade necessdria para
acompanhar o aumento dessas dimensdes mfnimas e, por isso, s3o expelidas do
mercado. Essa teoria, que alids prescinde da hip6tese da taxa decrescente de lucro,
confirmou-se em alguns ramos industriais, embora nfo se tenha verificado na agri-
cultura e nos servigos.

As crises de superprodugdo se explicam, na visio marxista, pelo conflito
entre acumulagdo do capital e aumento dos lucros. O objetivo dos capitalistas,
segundo Marx, ¢ aumentar ao miximo os seus lucros. O sistema consegue sobrevi-
ver sem crises, enquanto o aumento do estoque de capital sobrepuja o declfnio da
taxa de lucro, assegurando o crescimento da massa de lucros. Em determinadas
circunstancias, porém, a taxa de lucro pode cair de tal forma que o lucro total
obtido com um capital C + A C seja inferior ao proporcionado apenas pelo capital
C. Isso aconteceria, por exemplo, se se esgotasse 0 exército industrial de reserva e
a posterior acumulagdo de capital provocasse forte aumento dos saldrios. Nesse
caso, de uma forma ou de outra, o capital excedente A C acabaria sendo posto em
ociosidade. Isso n3o se conseguiria sem grandes tensOes entre a fraternidade capi-
talista, j4 que se estaria diante do problema de reparti¢do da superprodugdo e das
perdas, Os capitalistas veteranos tratariam de por em ociosidade parte do proprio -
capital, guardando a sua posicio de mercado para o futuro. Possivelmente, até,
rebaixariam ainda mais a taxa de lucro, para eliminar os concorrentes. Outros,
mais afoitos, tentariam conquistar maior fatia do mercado, desalojando os capita-
listas tradicionais. Mas, qualquer que fosse o resultado da luta entre irmios, esta-
ria configurada a crise de superprodugio.

Analiticamente, a idéia ¢ muito simples. Marx admite que a taxa de lucro
r = r (C) seja funcgdo decrescente do estoque de capital C. Enquanto o lucro total
Cr(C) crescer com o aumento de C, a economia evoluird sem problemas de super-
produgdo. As crises surgirdo quando Cr(C) se tomar fungdo decrescente de C. Nes-
se ponto, todo o capita! adicional acumulado serd mantido em ociosidade. Marx
usa esse argumento n3o s6 para explicar as superprodugdes globais, mas também
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as setoriais. Seu racioctnio, neste Gltimo caso, é que as pequenas e médias em-
presas nfo conseguem compensar, pela acumulagio de capital, o declfnio da taxa
de lucro.

Apesar de original, essa teoria das crises peca em dois pontos fundamentais
(além da hipo6tese da taxa decrescente de lucro). Primeiro, ela pressupde uma coa-
lizio global dos capitalistas, Numa economia competitiva, cada empresa tomaria
a taxa de lucro como um dado, e ndo teria nenhum motivo para por em ociosidade
parte do seu capital, ainda que seu lucro total cafsse ano a ano. Segundo, ela impli-
ca a cumulatividade das superproducOes: os capitalistas assistem passivamente ao
progressivo encalhe de estoques, contabilizando-o como se realmente fosse lucro.
Marx antecipa o pensamento keynesiano, ao perceber que a insuficiéncia de de-
manda global pode gerar depressSes no mundo capitalista. Mas a sua hipGtese de
que os capitalistas apliquem todos os lucros nio consumidos na aquisi¢do de novos
bens de capital ndo deixa espago para qualquer insuficiéncia de demanda.

Em suma, O Capital é um viveiro de idéias originais e provocativas. Mas fal-
tava a Marx equipamento analitico para desenvolvé-las, e o resultado acabou sendo
uma teoria econdmica repleta de erros e contradi¢des. Como profeta, Marx atirou
no que viu e acertou no que nio viu. O regime comunista realmente se implantou
em boa parte do mundo. Mas a revolugdo bolchevista nem foi causada peto aumen-
to da composigdo organica do capital nem pelo declfnio da taxa de lucro. O capi-
talismo, por seu turno, evoluiu de forma inteiramente diversa da prevista por
Marx. O que talvez se possa dizer é que O Capital, de alguma forma, contribuiu
para que essa evolugdo fosse diferente. Pois nada melhor para prevenir uma catés- -
trofe do que vaticinar a sua iminéncia.
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3. O Modelo de Von Neumann

3.1 O cone tecnolégico

Por viérias razdes 0 modelo de Von Neumann é venerado como uma das mais belas
construgdes da teoria econdémica da década de 1930: pela engenhosidade da des-
crigio dos processos de produgdo, pela sua precedéncia histérica sobre outras
teorias lineares de equilibrio, e pela elegincia do teorema das trajetorias compe-
titivas de crescimento geométrico.

O modelo trata de uma economia competitiva com m bens, os quais podem
ser obtidos por um conjunto de tecnologias com rendimentos constantes. A ofer-
ta de mio-de-obra supde-se infinitamente elastica a uma cesta de mercadorias
de subsisténcia, tal como na lei férrea dos salirios. Admite-se que todos os saldrios

" sejam consumidos e todos os lucros reinvestidos, 3 moda dos clissicos ingleses.
Assim, o modelo de Von Neumann pode ser entendido como uma versdo multis-
setorial de um caso particular da teoria marxista: aquele em que os capitalistas
investem toda a mais-valia, acumulando pela simples compulsio a acumular.

A importancia dessa versdo é levar is tltimas conseqiiéncias o que Marx
nio conseguiu desvendar em seus estudos. Os bens duriveis de produgdo, que o
Livro II de O Capital tenta caracterizar pelo conceito pouco inspirado de periodo
de rotagio, surgem naturalmente como produtos conjuntos nos processos de
Von Neumann. O problema da reprodugio ampliada, torturadamente discutido
nesse mesmo Livro II, resolve-se automaticamente como subproduto da teoria
do crescimento geométrico. Quando é possivel definir valores marxistas e como
os transformar em pregos de mercado é outra questio que o modelo de Von
Neumann soluciona, como se verd no item 5. Finalmente, o modelo mostra que
Marx tentou provar o impossivel: com rendimentos constantes na produgdo, as
inovagGes nio podem, a0 mesmo tempo, manter estagnados os salirios e baixar
as taxas de lucro.

E possivel generalizar o modelo abrindo espago para o consumo dos capi-
talistas, assunto de que cuidaremos no item 7. Essa generalizacfo, devida a
Morishima, permite uma revisio completa das teorias marxistas da reprodugdo,
da transformagdo e da tendéncia declinante da taxa de lucro.
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Desde a publicagdo do artigo original em 1937, o modelo de Von Neumann
foi objeto de vérios retoques por -economistas mateméticos, como Gale,
Morgenstern e Kemeny. A anilise que se segue incorpora esses retoques, que enri-
quecem o modelo em simplicidade e generalidade.

O modelo de Von Neumann desenvolve-se em termos de periodos, bens ¢
processos de produgdo. A listagem dos bens deve ser suficientemente exaustiva
para compreender todos os bens de consumo e de capital, inclusive todos os pro-
dutos intermedidrios periodo a periodo. Um bem infinitamente durével é tratado
como se fosse um Gnico bem. Mas um bem que dure T periodos é decomposto
em T bens distintos, conforme a idade.

Admitamos, com essa convengdo, que haja m bens ¢ suponhamos, numa
primeira versdo, que as mercadorias se produzem apenas a partir de-mercadorias
sem a interferéncia da mdo-de-obra. Um processo de produgio descreve-se, no
modelo de Von Neumann, por um par ordenado {x, y} de vetores m-dimensionais
ndo negativos. As coordenadas de x indicam os insumos no inicio do periodo;as
de y, os produtos obtidos no fim do periodo. E claro que muitas das coordenadas
de x e y podem ser nulas.

A hipotese de que a produgdo dispense o uso da mio-de-obra soa a ficgdo
cientifica, mas é ficil contorni-la, ja que o modelo admite que a oferta de méo-
de-obra seja infinitamente elastica a uma cesta de subsisténcia. Com efeito, supo-
nhamos.que um processo de produgdo exija o vetor X € RT de insumos fisicos
¢ h homens-hora; e que um homem-hora se compre, no mercado de trabatho,
por uma cesta de subsisténcia z € RT . Entdo, tudo se passa como se o processo
de produgdo apenas consumisse x = ¥+ hz de matérias-primas e nada de mio-de-
obra, o que nos leva de volta ao modelo de produgio de mercadorias por meio de
mercadorias: a mio-de-obra entra indiretamente no vetor insumo x € RT pelas
quantidades de subsisténcia com que é paga. A titulo de exemplo, suponhamos
que um processo envolva os seguintes insumos diretos e gere os seguintes produtos:

Insumos diretos produtos
Bem 1 2 3
Bem 2 0 0
Bem 3 4 2
Mao-de-obra 1 -

¢ admitamos que uma unidade de trabalho se compre pela cesta de mercadorias
(1;2;0). No caso, o processo descreve-se pelo par de vetores { x, y}, onde:

x=(2+1;0+2;4+0)=(3;2;4)
y=(3;0;2)

A descrigio de um processo de produgdo por um par {x, y} de vetores
m-dimensionais ¢ extremamente poderosa. Ela enquadra tanto a produgdo simples
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quanto a conjunta: no primeiro caso, y possuird uma Gnica coordenada positiva;
no segundo, vérias coordenadas positivas. Um bem de capital infinitamente duri-
vel e que seja utilizado no processo entra com iguais coordenadas em x e y; jd um
bem de capital de vida util limitada e que entre no processo com idade ¢ dele sai
(nas coordenadas de y) como o bem com idade ¢ + 1.Técnicas de produgdo que
usem esses tipos de bens de capital com vida Gtil limitada devem ser decompostas
em diferentes processos, conforme a idade inicial do bem. (A decomposigdo é
bem-vinda, pois mdquinas mais velhas costumam demandar maiores cuidados e
reparos). Um processo de produgio que exija ndo apenas um, mas trés periodos,
desdobra-se naturalmente em trés processos pela criagio de dois produtos inter-
mediérios: o primeiro deles é produto do primeiro processo e insumo do segundo;
o outro, produto do segundo e insumo do terceiro processo.

Designemos por C o conjunto dos processos de produgio conhecidos numa
economia de Von Neumann. Os pontds de C sdo pares {x, y} de vetores m-dimen-
sionais ndo negativos, isto é, C pode ser tratado como um subconjunto do
R_%m . O modelo de Von Neumann aceita os seguintes axiomas:

Axioma 1 : C é um cone convexo fechado;
Axioma 2 : Se {0, y} € C, entdo y= 0;
Axioma 3 : Existe {(x .y } e Ctalquey > 0.

O primeiro axioma corresponde & hip6tese de rendimentos constantes: se
{x, ¥} é um processo, entdo {rx, ry}. também é um processo, qualquer que seja o
niimero real nio negativo r (divisibilidade); e se {x’,y’} e {x”’, y”’} sfo processos,
entdo {x’+x”, y’+y”}é um processo (aditividade); por indispensivel convenién-
cia topologica, admite-se que C seja fechado, isto é, que o limite de uma seqiiéncia
convergente de processos seja um processo. O segundo axioma afirma que é
impossivel produzir algo do nada. Como C é um cone, o terceiro axioma exprime
sinteticamente que todos os bens podem ser produzidos. Com efeito, se o processo
{x A produz o primeiro bem, o processo {xz, yz}o segundo, o processo
{Xm.ymto mE¥MO, entdo o processo {X'F} = {x ,y} +{x,,p,}+.... ¢
Xm.yml ={%, #%, 4,9, 4y 4+ 4y} étal quey >0.

Como conseqiiéncia dos axiomas 1 €2 tem-se o:
Lema 3.1.:Seja C um cone de Von Neumann. Entdo existe um real positivo
M tal que ||y |l <M ||x|| para qualquer {x,y} € C.

Demonstragio: Suponhamos, por absurdo, que para todo inteiro positivo
n existisse um ponto {x,,y,} € C tal que lly,li> n lixyll. Como C é um cone,
poderfamos tomar |ly,ll = 1, e a seqiéncia {x,;,y,} seria limitada, pois {lxp|l +
+|lypll <2.Como C é fechado,de {xp,yp} seria possivel extrair uma subseqiiéncia
convergente para {x,y} € C. Teriamos, no caso, x= 0 e [|yll = 1, contrariando o
axioma 2.
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3.2 Trajetérias e multiplicadores factiveis

Como em Ricardo, o modelo de Von Neumann admite que os capitalistas acumu-
lem todos os seus lucros. Isso significa que o objetivo da produgdo de um perfodo
¢ fornecer insumos para o periodo seguinte. (Esses insumos, como se viu, incluem
o consumo dos trabalhadores.) Estamos, pois, diante de um modelo de produgdo
de mercadorias por meio de mercadorias.

Suponhamos que y,e R’P seja a produgdo herdada do periodo 0. Uma
trajetoria factivel no modelo de Von Neumann é uma seqiiéncia L% ) RN
{xpynt, ... depontosde C tal que:

.

X <yi_1 @>1) , (3.1)

isto €, uma seqiiéncia tal que os insumos de cada periodo nio excedam a produgdo
do periodo anterior. Factibilidade é sinbnimo de possibilidade fisica. Como os
capitalistas se decidem entre as diversas trajetorias factiveis é questdo a ser discuti-
da no proximo item.

Interessar-nos-emos particularmente pelas trajetorias factiveis geométricas,
isto &, aquelas em que O # {x;,y;} = {k¥x,, k¥¥,}, o que significa que o sistema
se reproduz geometricamente a razdo positiva k. Factibiiidade equivale, no caso, a:

Yo—kxo > 0. (32)

Com base nessa desigualdade, diz-3e¢ que um nimero real ndo-negativo k é
um multiplicador factivel quando existe um vetor ndo nulo {x,, ¥} em C tal que
Yo—kx, = 0. Note-se que a produgdo inicial y, de uma trajetoria geométrica
factivel a razdo k nio pode ser tomada arbitrariamente, devendo ser escolhida em
fun¢do de k.

Teorema 3.1: O conjunto dos multiplicadores factiveis é um intervalo
fechado [0, k] sendo k > 0.

Demonstragdo: Notemos que:

a) existe um multiplicador factivel positivo. Com efeito, pelo axioma 3
existe {x,y} e C tal que y > 0. Logo, paraalgumk > 0,y -k X = 0;

b) se k é um multiplicador factivel, existe 0% {x,,y,} € C tal que y,—kx,
> 0. Se0<k’'<k,entdo y,—k’x,=> 0, 0 que prova que o conjunto dos multipli-
cadores factiveis é um intervalo;

¢) o conjunto dos multiplicadores factiveis é limitado. Com efeito, se k é
um multiplicador factivel, existe {x,,y,} € C nio nulo tal que y,—kx, = 0, o
que implica ||y, I|=> kllxyll. Pelo axioma 2, [[xyll > 0. Segue-se, do lema 3.1, que
k<M;

. d) o conjunto dos multiplicadores factiveis é fechado. Com efeito, seja
{kp}—k uma seqiiéncia convergente de multiplicadores factiveis. Entdo, existe
uma seqiéncia { {xn, ¥} } de pontos ndo nulos de C tal que y, > ky x,, -
Como C ¢ um cone, podemos tomar essa seqiiéncia tal que || {x,, v} |l = 1.
Como C é fechado, dessa seqiiéncia serd possivel extrair uma subseqiiéncia conver-
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gente para {x, y} € C. Passando ao limite a relaggo y,, > k, x,,, vem y > kx. Como
l{x,» Hl = 1, segue-se que k é.multiplicador factivel. .

O maior multiplicador factivel kX é denominado razio de Von Neumann,
indicando o maior coeficiente geométrico ao qual o sistema se pode reproduzir.
O caso em que k > 1 corresponde a uma economia susceptivel de reprodugao
ampliada; k = 1 retrata uma economia estaciondria, k < 1, um sistema em deca-
déncia.

Um vetor nio nulo {%, } de C tal que y—k%> 0 ¢ dito vetor de Von Neu-
mann; {k’%, k?p} é uma trajetoria geométrica 2 maior taxa de crescimento
possivel. A semi-reta {{r%, rj} | 7€ R,} é denominada raio de Von Neumann.

Como o conjunto dos vetores {x, ¥} do R 3,’” tais que y—k% = 0 é um cone
convexo fechado, segue-se imediatamente o:

Teorema 3.2: O conjunto dos vetores de Von Neumann completado com a
origem € um cone convexo fechado.

3.3 A dinimica da producdo e dos precos

Descrevemos o funcionamento da economia de Von Neumann. No inicio do
petiodo ¢ o mercado fixa o sistema de pregos p, (m-dimensional semipositivo)
pelo qual se vende a produgdo y; _ | do periodo anterior. Em fungdo de p,, do
sisterna de preos pe +1 esperado para o inicio do perfodo ¢ + 1, e da taxa de ren-
tabilidade rteSperatfa'para o perfodo ¢, os produtores escolhem o ponto{x;, y,} do
cone de Von Neumann. As condi¢des de equilibrio competitivo se resumem nas
relagdes:

X <Ve_1 (3.30)
®r,x) =g, ¥t - 1) (3.3b)
@, -7 =W +1) (r, xy) (3.3¢)
(l’f+ <@+ r;’) (p;, x), para qualquer {x, y} eC (3.3d)

o simbolo (g, b) indicando o produto interno euclidiano dos vetores m-dimen-
sionais @ ¢ b. A desigualdade 3.3 ¢ a condigdo de factibilidade. A equagdo (3.3b)
indica que o valor dos produtos comprados € igual ao dos insumos utilizados, ja
que a finalidade da produgdo de um periodo é apenas fornecer insumos para o
perfodo seguinte. Ela equivale a (py, y; _ | — X) = 0, 0 que implica, jd que py e
Yy _ 1 — X 880 ndo-negativos, que a produgdo de um periodo ndo utilizada como
insumo no perfodo seguinte tem valor zero. A equagdo (3.3¢) diz que o valor da
producdo do perfodo ¢ € o valor dos insumos aumentado pela taxa de lucro. Final-
mente, a desigualdade (3.3d) estabelece que, aos sistemas de pregos p;, pi +10e
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nhum ponto do cone de Von Neumann pode gerar rentabilidade esperada supe-
riorar,.
Ot primeiro teorema a provar é que, dado o sistema de pregos pf + | espera-
do para o periodo ¢ + 1 e dada a produgdo y; _ | herdada do perfodo ¢ — 1, exis-
te um sistema de pregos p, (m-dimensional e semipositivo) € um ponto {x,, yt} do
cone de Von Neumann que atendem is condigBes de equilibrio competitivo.
Suporemosy, _ ;> 0.

Para tanto, escolhamos inicialmente uma cesta de mercadorias g, > 0 (isto
¢é, contendo quantidades positivas de todos os bens) e que serd tomada como
numerdrio, isto é, tal que (p, q,) = (pf + 1 45) = 1. Isto posto, observemos
que a fun¢do (pf+ 1 Yy), definida para todo {x,, y,} e Ctal que x, <y, _ ; pos-
sui um méximo. Para tanto, basta observar que (pf + 1Yy € continua, e que o
conjunto:

G’={{xt,yt} eCl xt<yt_l}
¢ compacto. Com efeito, como 0 < x; <y;_| e, como pelo lema 3.1, iy | <M ix; ||
para algum M positivo, G ¢ limitado. G é obviamente fechado.

Isto posto, seja {x,, y,} um ponto de C que maximize (pf +1:Y)emG.

Pelo teorema de Kuhn e Tucker existe um vetor m-dimensional nao-negativo u
tal que:!

(PEa1-90=F, | yp+ @y, - x) =054 1. )+
+(uy, _1-% (349

para Qualquer {x, ¥} € C. Da primeira parte da relagio e do fato que {x,, ¥} €G
segue-se que: )

Vi_12% (3.50)
(w Y1~ xt) =0 (3.5b)

Tomando, na desigualdade (3.4) {x, y} = {rx,, ry,} sendor> 0 (ja que C é
um cone), resulta:

(A=D((Pfyy ¥)—(x))=0
para todo r positivo. Portanto:

(Pf+1,yt)—(u,xt)=0 ' . (35(,')
. A condicdo de Slater se verifica notando-se que {0,0} € C e que, por hipdtese, Ye_1 >0.
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e, levando esse resultado i desigualdade (3.4):

(Pf 41,9 —(u,x)<0 (3.5d)
paratodo {x,y} eC.

Pelo axioma 3 do modelo de Von Neumann existe {x, y} € C tal que 3 > 0.
Logo, pela desigualdade (3.4), para qualquer  positivo:

(Pf1-7p>r (B, 1Y)+ @y, _ | —7X).

Como pi 4 1 & semipositivo e y > 0, a desigualdade citada é incompativel com
u = 0. Logo u é semipositivo. Fazendo:

1 +rf = (u,_ q,)>0 (3.6a)
1

(u, 9,

e substituindo u por (1 + rf)pt nas relagdes (3.52) a (3.5d) obtém-se as condigdes
de equilibrio competitivo (3.34) a (3.3d). Como o teorema de Kuhn e Tucker
fomece condigBes necessirias e suficientes para a maximizago condicionada, se-
gue-se que qualquer equilibrio competitivo maximiza o valor esperado (pf +17 t)
da produgdo dentro do conjunto das trajetorias factiveis. Completamos com isso
a demonstragio do:

pt = (36b)

Teorema 3.3: Dado o sistema de pregos pf +1 esperado para o inicio do
periodo ¢ + 1 e a produgdo y, _ | herdada do periodo 7 — 1, existe pelo menos um
equilibrio competitivo para o periodo ¢. Qualquer equilibrio competitivo maxi-
miza o valor esperado da produgao (pf +1 ), entre as trajetorias factiveis.

O teorema resume a dinimica do modelo de Von Neumann: a produgio
e os pregos de cada periodo sfo determinados pelo que a economia herda do
passado e pelo sistema de pregos esperado para o perfodo seguinte. Obviamente,
nada assegura que as previsSes de pregos se realizem: p, , | , que s6 se determinard
no inicio do perfodo ¢ + 1, pode ser diferente do vetor pf+1 que orientou as
decisBes do inicio do periodo ¢.

Obviamente, é importante indagar se existem trajetérias de equilibrio com-
petitivo com perfeita previso, isto é, trajetérias tais que pf +1 =Py 41 € onde
r,= rf indique a taxa efetiva de lucro. Tais trajetorias se caracterizam analitica-
mente pelas relagdes:

xt <yt— 1 (374)

Ppx)=(Ppys_1) (3.7b)
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(P41 7 = +r)(pp. x) (3.7¢)
(Pt 41 ¥) <(1 +1) (P, x) para qualquer {x, y } ¢ C. (3.7d)

Pelo menos dentro de um horizonte finito de T periodos (t3o grande quanto
se deseje), pode-se assegurar a existéncia de tais trajetorias. Para isso, basta tomar
como dada a produgdo y,, do periodo O e o sistema de pregos pT +1 esperado para
o penodo T + 1. Tal como na demonstragdo do teorema 3.3, aplicando-se o teore-
ma de Kuhn e Tucker ao problema de maximizar (pT +1 YT+1) com as restri-
¢Oes x| < Yo %o < Yiseo- 2 X4 < Y encontra-se uma trajetéria de equili-
brio competitivo com perfeita previsio dos pregos do periodo 1 ao perfodo T.
(A demonstragdo segue exatamente os mesmos passos da do teorema 3.3.) Temos
assim o:

Teorema 3.4: Dada a produgdo inicial y, > 0, existe pelo menos uma tra-
jetéria de equilibrio competitivo com perfeita previsio dos pregos do periodo 1
ao periodo T.

3.4 O teorema do crescimento equilibrado

Chegamos agora ao teorema fundamental do modelo de Von Neumann:

Teorema 3.5: Seja {%, ,} = {k ’x k )9 } uma trajet6ria geométrica fac-
tivel 4 taxa méxima de crescunento Entio exlste um sistema de precos p (m-di-
mensional semipositivo), constante no tempo, que torna essa trajetdria um equi-
librio competitivo i taxa constante de lucror =k — 1.

Demonstragdo: Tendo em vista as relagOes (3.72) a (3.7d), para demons-
trar o teorema, basta mostrar que existe um vetor m-dimensional semipositivo
p tal que:

Yo~ k"‘o =0 (3.8q)
k(p.2)) = (2.7, (3.8b)
(p. y) <k (p, x) para todo {x, y} C (3.8¢)

A desigualdade (3.82) resulta imediatamente da factibilidade da trajetéria
{ k'2,,k,9,} .Para demonstrar as demais relagSes, formemos os conjuntos:

H={y-kel {xy} ecC}
L={zeRm| z>0}'

E imediato que H e L sdo subconjuntos convexos do R™. E ficil também
verificar que H e L sdo disjuntos. Com efeito, se existisse algum ponto {x, y} €C
tal que y — kx> 0, entfio k ndo seria o maior multiplicador factivel. Isto posto,
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pelo teorema de separagdo, existe um vetor diferente de zero p tal que, para todo
{ x, y} €C e para todo z-dimensional positivo:

(p.y - kx)<(p, 2). (3.9)
Tomando x = y = 0 (pois C é um cone) resulta:

(p,2)20 paratodo z> 0. (3.10)
E, fazendo z tender a zero no segundo membro da desigualdade (3.9)

(p,y- Iex)<0 para todo {x,y} eC. 3.11)

A desigualdade (3.10) exige que p seja ndo negativo. Como p é diferente de zero,
pode-se assegurar que é semipositivo. A desigualdade (3.11) implica imediatamen-
te ainequagdo (3.8¢). Particularizando-a para {x, y} = {fo, P, } resulta(p, yo) <
If (», fo) Mas, comop é semipositivo ey, - kfo > 0(3.84), segue-se que (p, Y=
k (p, %,). Logo, (p, y)=k(p 20), verificando-se a equagdo (3.8b).

Apesar de muito elegante, o teorema do crescimento equilibrado pressupoe
uma coincidéncia: que, no periodo inicial, a economia se encontre num vetor de
Von Neumann {%,, y 0 } .Na década de 1950, Dorfman, Samuelson e Solow lan-
¢aram uma conjectura para justificar essa coincidéncia: as trajetorias de equilibrio
competitivo com perfeita previsio de pregos se aproximariam dos raiosde Von
Neumann. Infelizmente, essa conjectura (que é objeto dos teoremas de auto-es-
trada) sb se pode provar em casos muito particulares.

3.5 Sistemas matriciais de Von Neumann

Cuidemos agora de um caso particular: aquele em que o cone de Von Neumann é
o conjunto das combinagses lineares ndo negativas de n processos basicos {a;, b, } ,

{a;, b} ,..., {4y, by }. As coordenadas de a; indicam os insumos, as de b]- os
produtos do processo bisico j e o cone de Von Neumann € da forma:

C={ zy {ay, by} +z; {ag, b3} +... +zplap byt | (21, 22,.. ., 2)

n

€ R + }

Para simplificar a notagdo, designemos por A4 (matriz dos insumos) a matriz
m x n com colunas @,, 4, ... , @, ¢ por B (matriz dos produtos) a matriz tam-
bém m x n de colunas b, b,, . . ., by. O cone de Von Neumann sera:

Cc={{4z,Bz} | zeR} }. (3.12)
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A titulo de exemplo, imaginemos uma economia com cinco processos basi-
cos de produgdo de trés bens, de acordo com a seguinte descri¢do:

Item Processo Bisico

I 11 m v v
Insumos diretos
Bem 1 2 0 1 0 1
Bem 2 0 2 0 0 0
Bem 3 4 2 4 4 0
M3io-de-obra 1 1 1 1 1
Produtos
Bem 1 4 4 1 1 0
Bem 2 k} 0 4 4 0
Bem 3 3 2 4 2 4

Admitamos agora que uma unidade de trabalho se compre pela cesta de
mercadorias (1; 2; 0). As matrizes de Von Neumann serdo:

3121 2 4 4110
A=12 4 2 2 2 B=13 0 4 40
4 2 4 40 32 4 2 4

De um modo geral, postularemos que:

a) toda coluna de A possua pelo menos um elemento positivo, isto é, que
todo processo basico exija pelo menos um insumo; .

b) toda linha de B possua pelo menos um elemento positivo, isto é, que
todo produto possa ser obtido por pelo menos um processo basico.

Essas duas hipOteses asseguram a verificagdo dos trés axiomas do modelo
de Von Neumann. Como toda linha de B possui pelo menos um elemento posi-
tivo, tomando z = (1, 1, .. ., 1), conclui-se que{ Az, Bz} ¢é um ponto de C tal
que Bz > 0, como exige 0 axioma 3. Se Az = 0 para algum z ¢ R" | entdo z = 0,
j4 que toda coluna de 4 possui pelo menos um elemento positivo. Logo,{A4z, Bz} =
={0,0} , como impde o axioma 2.

Pela equagdo (3.12) ¢ imediato que C é um cone convexo. Para provar que
¢ fechado, seja {Az,, Bz, } uma seqiiéncia convergente deelementosde C com
limite {x, ¥} . Como Az, € convergente e como toda coluna de A possui pelo
menos um elemento .positivo, a seqiiéncia z,, € limitada, admitindo pois uma sub-
seqiiéncia convergente para z € Rf',,. Segue-se que{x, y} ={Az, Bz} e C, o que
prova que C ¢ fechado.
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No sistema matricial em discussio, um vetor de Von Neumann é da forma
{AZ,, BZ,} , o vetor n-dimensional semipositivo 7, indicando a intensidade ini-
cial de uso dos diferentes processos bésicos na trajetoria geométrica{k*AZ,, kBZ,} -
Um sistema de pregos p (m-dimensional semipositivo) tomna essa trajetoria um
equilibrio competitivo se e somente se:

(B-kA)i, >0 (3.13q)
(pB-kA)z,) = 0 (3.13b)
(B’-kA)p < 0. (3.13¢)

As duas primeiras relagSes traduzem as expressSes (3.82) ¢ (3.85) = (3.8¢),
jique{x, 9,1 ={AZ,, Bi,} . A relagio (3.8d) equivale, no caso matricial, a:

(p.(B—kA)z) > 0 paratodoz eRﬁ
ou, equivalente:
((B'-kA)p,2) <0 paratodozeR]
0 que é o mesmo que a desigualdade. (3.13¢)
A existéncia de um sistema de precos p que atenda as condi¢des de equili-
brio competitivo enunciadas é garantida pelo teorema 3.5. Pela relagdo (3.13¢),

nenhum processo bésico pode, ao sistema de pregos p, proporcionar rentabili-
dade superior a k— 1. A relagdo (3.135) pode ser reescrita sob a forma:

(B~ kA)p. 25) = 0

o que implica que, ao sistema de pregos p, todos os processos bédsicos utilizados
numa trajetéria de Von Neumann (identificados pelas coordenadas positivas de
Z,), proporcionam k — 1 de taxa de lucro.

A titulo de exemplo, tomemos o ji citado sistema matricial, em que:

3121 2 4 4110
A=|2 4 2 2 2 B={3 0 4 40
4 2 4 40 324 2 4

E ficil verificar que k = 1,0943 é um multiplicador factivel e que Bz, =
1,0943 Az, sendo z, = (0,7365; 0,0095; 0; 0; 0,2540). Provaremos mais adiante
que 1,0943 é o maior multiplicador factivel, ou seja, que a taxa mixima de expan-
sdo do sistema é de 9,43% por periodo. Para que o sistema cresga segundo essa tra-
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jetoria geométrica, é necessirio que o estoque inicial de bens seja um maltiplo de
Bz, =(2,9840; 2,2095; 3,2445). )

O sistema de pregos p = (0,3976; 0,2487;0,3537) torna essa trajet6ria geo-
métrica um equilibrio competitivo com perfeita previsio e taxa de lucro 9,43%
por periodo. O vetor (B' —kKA")p =(B' - 1,09434 " p = (0; 0; — 0,150; —
— 0,428; 0). Os resultados estio de acordo com as equagdes (3.132) a (3.13c): na
trajet6ria de crescimento equilibrado ndo h4 bens excedentes, o que permite que
os trés bens tenham pregos positivos; os processos basicos I, II, V, utilizados efeti-
vamente na trajetéria geométrica, proporcionam 9,43% de rentabilidade por
periodo; os processos bésicos III e IV apresentam menor rentabilidade e, por isso,
ndo sdo utilizados. A v

No exemplo anterior, com trés bens e cinco processos bésicos, o vetor de
Von Neumann utiliza apenas trés processos bisicos. De um modo geral, tem-se o
seguinte:

Teorema 3.6: Num sistema matricial de Von Neumann com m bens e n pro-
cessos bdsicos (m < n) existe um vetor de Von Neumann que s6 utiliza efetiva-
mente s < m processos bésicos.

Demonstragto: Seja { Azo,Bz,} um vetor de Von Neumann tal que z, € RY
possua 0 menor nimero possivel s de coordenadas positivas. Suponhamos, por
absurdo, s > m. Entdo, para qualquer k real, as colunas da matriz B—-kA corres-
pondentes is coordenadas positivas de 2, serdo linearmente dependentes. Logo,
para todo real X, serd possivel encontrar um vetor n-dimensional y(k) tal que:
a) y(k) tenha norma euclidiana igual a 1; b) is coordenadas nulas de z,, correspon-
dam coordenadas também nulas de y(k); ¢) (B—kA)y(k) = 0.

Obviamente, y(k) pode ser escolhido de modo a que pelo menos uma de
suas coordenadas seja positiva — se y(k) fosse negativo ou seminegativo, bastaria
troci-lo por seu simétrico —y(k). Notemos agora que, se k > k, (k) nfo pode ser
semipositivo. Com efeito, se tal ocorresse, k ndo seria 0 maior multiplicador facti-
vel, pois (B — kA) y (k) = 0. Logo, se k> £, y (k) possui pelo menos uma coorde-
nada positiva e pelo menos uma negativa. Segue-se que, neste caso, o nimero de
coordenadas positivas tanto de y(k) quanto de — (k) é menor ou iguala s — 1.

Tomemos uma seqiiéncia decrescente {kp '} de reais positivos com limite
igual a k. Como os Y(kp) tém todos norma igual a 1, é possivel deles extrair uma
subseqiiéncia convergente para . Notemos agora que:

a) ¥ é ndo nulo (pois sua norma euclidiana é igual a 1);

b) as coordenadas nulas de z,, correspondem coordenadas também nulas de
Y, pois isso € verdade para qualquer y(kp);

¢) (B—kA4)y =0, por passagem ao limite de (B — ky4) y (k) = 0;

d) tanto ¥ quanto —y possuem no méximo s — 1 coordenadas positivas, pois
essa propriedade se verifica para todo y(ky);

e) conseqiientemente, ¥ é ndo-proporcional a z,, j4 que z,, possui s coorde-
nadas positivas.

Sendo y ndo-nulo, ndo-proporcional a z,, e-tendo coordenadas nulas onde
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2, as tiver, segue-se que existe um real 7 tal que: a) z,, + ry seja semipositivo; b)
2, + 7y possua no méximo s — ] coordenadas positivas.

Seja z(; = zy +ry. Como {Az,, Bz,} é um vetor de Von Neumann, (B —
kA)z; > 0.E,como(B - kA)y = 0, (B-kA)z, > 0, 0 que prova que{ Az, Bz, }
¢ um vetor de Von Neumann. Mas z(; possui menos coordenadas positivas do que
2, contrariando a hip6tese.

No exemplo numérico anteriormente apresentado nfio havia excedente de
produgdo de nenhum bem, o que permitia que todos os pregos fossem positivos.
Empobregamos a tecnologia do exercicio, mantendo os mesmos bens, mas retendo
apenas os processos I e V. A economia tem agora como matrizes de Von Neumann:

32 40
A =2 2 B =|30

40 04
Verifica-se agora que:

a) k£ = 1,0881 ¢ o maior multiplicador factivel;

b) para zp= (0,7473; 0,2527) {Az,,Bz,} é vetor de Von Neumann;

¢) (B —k A)z,, = (0; 0,0657; 0); h4 sobra do segundo bem, cujo prego, por-
tanto, deve ser igual a zero;

d) p = (0,6476; 0; 0,3524) é um sistema de pregos que torna a trajetéria
geométrica k’Az,, kIBz, um equilibrio competitivo  taxa de lucro de 8,81% por
perfodo.

3.6 Irredutibilidade

Pelo teorema 3.5, existe um sistema de pregos, constante no tempo, que torna
uma trajetéria geométrica a taxa méixima de expansio um equilibrio competitivo
a taxa de lucro k — 1. H4, porém, duas possibilidades pouco confortiveis e que
ndo podem ser descartadas sem alguma hipétese adicional sobre o cone tecnolé-
gico:

a) é possivel que alguma trajetéria geométrica com taxa de expansdo
inferior 4 méxima também seja um equilibrio competitivo;

b) neste dltimo caso, é possivel que a taxa de lucro ndo seja igual a taxa de
expanso fisica do sistema.

Esta altima anomalia s6 pode ocorrer se, aos pregos de equilibrio, o valor da
produgdo na trajetéria geométrica for igual a zero. Com efeito, numa tal trajetéria
{x¢, y¢}=1kx,, kty,}, sendo k positivo e{x,, y,}# 0. Designando por p o siste-
ma de pregos e por r a taxa de lucro (constantes no tempo, por hipotese), as rela-
¢oes (3.7b) e (3.7c) implicam:
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k(p' xo} = (p’ yo)
(p,yo) =(1+r)(p, xp)

Se (p, yo) > O, as relagbes implicam 1 + 7 = k: a taxa de lucror ¢ igual &
taxa k — 1 de expansio fisica do sistema. Contudo, nada se provou até agora que
exclufsse a hipotese (p, y,) = 0.

A titulo de exemplo, tomemos o sistema matricial de Von Neumann em que:

Estamos diante de um sistema que pode ser decomposto em dois subsiste-
mas independentes: o primeiro processo bdsico apenas consome e produz o pri-
meiro produto, expandindo a sua quantidade de 10% por periodo; o segundo
limita-se a triplicar em cada periodo a quantidade inicial do segundo bem.

Notemos agora que:

a) k=3¢o0 multiplicador factivel méaximo;

b) paraz, = (0;1),{Az, Bz, }éum vetor de Von Neumann. Com
efeito, Bz, = (0;3) = 3(0;1) = 34z,;

c) para z; = 1,17 ;0) { Az;, Bzy} € uma trajetéria geométrica factivel a
taxa de expansdo de 10% por perfodo. Com efeito Bz, = (1,1""1 ;0= 1,1 Az,

d) para o sistema de pregosp, = (0;1) Bp, = 34p,
e) para o sistema de pregosp; = (1;0) Bp, = 1,14,

Combinando b com d, obtém-se o previsto pelo teorema 3.5: a trajetéria de
Von Neumann torna-se um equilibrio competitivo & taxa de lucro de 200% por
perfodo a0 sistema de pregos p, = (0 ; 1). Contudo, associando b e e obtém-se a
primeira anomalia: a trajetoria geométrica de crescimento miximo (200% por pe-
riodo) também é um equilibrio competitivo ao sistema de pregosp; = (1 ;0)ed
taxa de lucro de 10% por periodo. O fato de esse sistema de pregos atribuir valor
zero ao Gnico produto efetivamente envolvido na trajet6ria niio constitui, a priori,
aberragdo econdmica. O primeiro processo, no exemplo, poderia agregar tudo o
que interessa 4 sociedade, e o segundo apenas descrever uma frenética reprodugio
de ratos.

Combinando agora ¢ com d e e, obtém-se mais anomalias: a trajetoria geomé-
trica obtida com z; = (1,1# ; 0) — a taxa inferior 4 méxima — também ¢ um equi-
librio competitivo tanto ao sistema de pregos p, = (0 ;1) quanto p; = (1;0),
no primeiro caso com 200%, no segundo com 10% de taxa de lucro por perfodo.

O conceito de irredutibilidade livra-nos dessas anomalias. Numa economia
de Von Neumann com m bens nfo deve existir nenhum processo{x, y}que utilize -
apenas s insumos (0 < s < m) e que obtenha como produtos esses mesmos s
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bens. Formalmente, o sistema de Von Neumann se diz irredutivel quando
0 #{x,yle C e y—kx > 0 paraalgum k > 0 implicar x > 0. Isso é o
mesmo que dizer que, em toda trajetoria geométrica factivel{kix,, kfy,} (k > 0;
{x0, Yo} ¥ 0) se tem x, > 0. Se existir alguma trajetoria geométrica factivel tal
que Xx, seja semipositivo com pelo menos uma coordenada nula, o sistema diz-
se redutivel.

Irredutibilidade significa total interdependéncia indireta: € impossivel sus-
tentar a produgdo de um bem qualquer sem que simultaneamente se produzam
todos os demais. Como estamos num sistema fechado, em que o consumo dos
individuos entra nos vetores insumo, essa é uma hipotese perfeitamente palativel.
E impossivel sustentar a produgio de ago sem fabricar teares, nio porque os teares
entrem diretamente na produgdo de ago; mas porque, para produzir ago é preciso
utilizar mdo-de-obra; porque, nas sociedades medianamente civilizadas, os traba-
lhadores s6 entram nas fébricas se estiverem vestidos; porque para fazer roupas é
preciso dispor de tecidos; e porque a fabricagdo de tecidos emprega teares.

Nos sistemas irredutiveis as Gnicas trajetrias geométricas que sfo equili-
brios competitivos a pregos e taxas de lucro constantes sdo as trajetorias de Von
Neumann, de acordo com o seguinte:

Teorema 3.7: Seja{kfx, , klyy} (k> 0,{x, , yo} # 0 ) uma trajetéria geo-
métrica factivel num sistema irredutivel de Von Neumann. Admitamos que ao sis-
tema de precos p (contante no tempo) essa trajetoria seja um equilibrio competi-
tivo 4 taxa de lucror. Entdo (1 +7)=k =k

Demonstragdo: Pela hip6tese de irredutibilidade x, > 0. Logo (p, x,) >0,
pois p é semipositivo. Pelas relagSes (3.7b) e (3.7¢) (p, yp) =k (P, xp) =
=(1+r)(p,xy). Logok=1+r.

Isto posto, pela relagdo (3.7d), (p , ¥) < k(p, x) para todo { x,y} € C.
Apliquemos essa relagdo a um vetor de Von Neumann{x , y}.Obtém-se (p, y)<
k (p, ). Mas como y — kx 2 0, (p, §) = k (p, %). Logo, k (p, ) <k (p, £). Pela
‘hipbtese de irredutibilidade £ > 0, e portanto (p, £) > 0, o que implica kK <k.
Mas, como k é o maior multiplicador factivel, segue-se que k = K.

Se {X , y} é um vetor de Von Neumann num sistema irredutivel, entdo
¥ = kx 2.0. E conveniente, nesse caso, escolher  como numeririo, isto é, norma-
lizar os pregos de modo que (p,, ) =@%:.7)=1. Com essa convengio,
pode-se assegurar que, em qualquer equilibrio competitivo, a taxa esperada de
lucro é sempre maior ouiguala £ ~ 1, isto ¢, 4 taxa m4xima de expansio geométri-
ca do sistema. Com efeito, particularizando a rela¢do (3.3d) para{ x, y }={kx,kp},
obtém-se:

k= k(b D) < (1+15) (py, KX).
Como k% < j:
E< (1475 @p9)= (1+7%).
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Fica assim provado o:

Teorema 3.8: Num sistema irredutivel de Von Neumann tomemos como nu-
merdrio a cesta de mercadorias y > 0, sendo %, y um vetor de Von Neumann.
Entdo, em todo equilibrio competitivo, %>k - 1, para todo periodo .

E interessante verificar em que condi¢des um sistema matricial de Von
Neumann € redutivel. A questdo resolve-se pelo seguinte:

Teorema 3.9: Para que um sistema matricial de Von Neumann seja redutivel,
¢é necessirio e suficiente que, mediante adequada reordenagdo dos produtos e
processos, as matrizes A e B se possam apresentar na forma:

Ayy Ay By, By, Aq, By,
A= B= ou A = B=
0 Az By, B,, 0 B,

cada linha de B;; possuindo pelo menos um elemento positivo.

Demonstragdo: Designemos por m o nimero de linhas e por n o de colu-
nas de A e B. Se o sistema ¢ redutivel, existe z, e R} e diferente de zero e -
k positivo tal que: a) B, = kAz,; b) Az, possuas coordenadas positivas
em — snulas (0<s<m).

Reordenemos os produtos de modo que as s primeiras coordenadas de
Az, sejam positivas e as m — s Gltimas iguais a zero. H4 dois casos a considerar:

a) z, > 0. Nesse caso, expressemos A ¢ B na forma:

Ay By,
A= B =
Az B3,

sendo A;; ¢ Byy  matrizes s x n e Ay e B,; matrizes (m — s) x n. Temos
Az, =(4,,25;4, zp)sendo A,,z, > 0 e A;,2z, = 0. Esta iltima igualdade
implica A, = 0, poisz, > 0 e A4,, é ndo-negativa. De Bz, < kAz, para
algumk > 0 resultaB  z, > KA 2z, > 0. Isso exige que toda linha de B,
possua pelo menos um elemento positivo.

b) z, possui ¢ coordenadas positivas (0 <q <n) e n — q nulas. Nesse caso,
reordenemos os processos basicos de modo a se ter z, = (251 ;0) sendo z,

q — dimensional positivo e expressemos 4 ¢ B na forma:
A 11 A 12 B 11 B 12

Ay Apn By Bn
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sendo A,; € By, matrizes sx g e A;; e By, com m — s linhas e n — q colunas.
Conclui-se imediatamente que Az, = (4, 2p1; An 2p,), sendo A4, 25, >0e
A 25, = 0, o que implica, como no caso anterior, A;; = 0. Do mesmo modo,
de Bz, > kAz, para algum k positivo resulta By, 2y, 2 kA Zg, > 0, 0 que exige
que cada linha de B,; possua pelo menos um elemento positivo.

Reciprocamente, suponhamos que, mediante adequada reordenagdo dos pro-
dutos e processos, as matrizes de Von Neumann se apresenten: £5ino no enuncia-
do do teorema. Como, por hipdtese, toda coluna de 4 possui pelo menos um ele-
mento positivo, segue-se que toda coluna de A;, também possui pelo menos um
elemento positivo. Também por hipétese, cada linha de By, possui pelo menos um
elemento positivo. Segue-se que as matrizes A,, eB | definem um subsistema
de Von Neumann com menos de m bens. Designando por s o nimero de linhas
(0<s<m)eqode colunas de 4,; e By, (0 < q < n), segue-se que existe um
vetor g-dimensional z,,, tal que By z;,, = kA 2, para algum k positivo. Fazen-
do z, =(z,, , 0) n-dimensional, conclui-se facilmente que Bz, > kAz, para algum
k positivo, Az , apresentando m-s coordenadas nulas. Logo, o sistema ¢ redutivel.

Fica provado, de passagem, o que deixamos em suspenso nos exercicios nu-
méricos do item anterior: que as trajetérias geométricas de equilfbrio competitivo
encontradas eram trajetérias de crescimento méximo. Como 0s sistemas matriciais
apresentados eram irredutiveis, essa conclusio decorre do teorema 3.7.

3.7 O teorema de Kemieny-Morgenstern-Thompson.

Provamos no item 3.4, que, se C é um cone de Von Neumann com multiplicador
miéximo factivel igual a £, existe um vetor m-dimensional semipositivo p tal que
(p. y — kx) <0 para todo { x; y} € C. Segue-se que, se { £; $} ¢ um vetor de Von
Neumann de C, y > k% e, portanto, (p, ¥ — k&) = 0. O vetor p, no caso, é um sis-
tema de pregos de equilibrio para qualquer trajetéria de Von Neumann.

O teorema de Kemeny-Morgenstern-Thompson demonstra que, ainda que C
seja redutivel, é possivel escolher um vetor de Von Neumann { £; 7} e um sistema
de pregos p tal que (p; ) > 0. Para a demonstragdo, tomemos um vetor de Von
Neumann {%,p} tal que $ tenha o maior nimero possivel de coordenadas positi-
vas. Isto posto, formemos o conjunto m-dimensional.

K={fx-y+u | {x;yle C;ueRm,'d>0}

Verifica-se facilmente que K é um cone convexo fechado. Seja K’ o cone comple-
mentar de K, isto é, o conjunto dos vetores m-dimensionais p tais que
(@, kx — y + u) > 0 para todo kx — y + u e K. Conclui-se imediatamente que
p € K’ se e somente se p > 0e(p, y—kx) <0 para todo {x;y} e C. Em suma, K’
é o conjunto dos pregos de equilfbrio das trajetérias de Von Neumann acrescido
da origem.
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Suponhamos, por absurdo, que para todo p € K’ se tivesse (p, §) = 0. Entdo,
(», —9)=0, ou seja, — y pertenceria a K” =K. Logo, existiriam {%; 5} e C e
i 2 0 tais que:

—y=ki-y+azkt-y

Logo, terfamos:
y<y-ki

Como y é semipositivo, {x 7} seria um vetor de Von Neumann de C. Num
vetor de Von Neumann, 7 — k% tem menos coordenadas positivas do que 7, sem o
que & nio seria o multiplicador méximo factivel. Segue-se, da desigualdade
yE<y - l&i, que o nimero de coordenadas positivas de ¥ seria superior a0 mimero
de coordenadas positivas de y. Mas isso contradiz a hipotese de que { X; $} seja um
vetor de Von Neumann de C com o maior niimero possivel de coordenadas positi-
vas.

3.8 Marx e Von Neumann

O modelo de Von Neumann soluciona varias questSes que Marx enfrentou sem
sucesso. A primeira é o tratamento dos bens durédveis de capital. Como se viu no
item 2, o modelo marxista de produgdo s6 é consistente quando se postula que os
bens de capital vivam um tnico periodo. Marx tentou incluir os bens durdveis em
sua andlise, explorando o atalho pouco inspirado do periodo de rotagio do capi-
tal. Trata-se de uma réplica da técnica contébil da depreciagdo linear, e que incor-
pora ao capital constante ¢ o valor do desgaste desses bens durdveis. Isso a nada le-
va, pois ¢ +v ndo mais representa o capital investido. A idéia revoluciondria de
Von Neumann foi associar os bens durdveis de capital & producio conjunta: um
processo de produgdo que se sirva de um tal bem duriével gera, como subproduto,
um bem de capital da mesma espécie com um periodo a mais de uso.

As trajetérias geométricas de crescimento méximo no modelo de Von Neu-
mann descrevem naturalmente a reprodugdo de uma economia competitiva, onde
os capitalistas reinvestem todos os lucros e onde a hora de trabalho se compra por
uma cesta de subsisténcia fixa. Se o maior multiplicador factivel k = 1, temos uma
economia estaciondria, com taxa de lucro zero, capaz apenas de repor os meios de
produgdo desgastados e os bens de consumo indispenséveis ao sustento dos traba-
lhadores. O caso mais interessante, aquele em que k> 1, origina a reprodugdo am-
pliada. A economia é capaz de gerar um excedente sobre os meios de subsisténcia
e, portanto, de se expandir. Cada periodo repete a configuragdo do periodo ante-
rior, com 0s mesmos pregos e com todas as quantidades multiplicadas por k. O
modelo de Von Neumann também contempla a hipotese de a taxa mixima de
crescimento k — 1 ser negativa, descrevendo uma sociedade em gradual extinggo.

Embora o modelo utilize uma simplificagdo ndo adotada por Marx, a de
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que os capitalistas nada consumam (a nio ser a cesta de subsisténcia, na medida
em que também sejam trabalhadores), ele consegue apresentar uma visio econo-
micamente coerente da reprodugdo ampliada. Os exercicios numéricos do Capitu-
lo 21 do Livro II de O Capital sdo muito pouco convincentes, pois Marx se esque-
ce de pdr os capitalistas 2 busca dos investimentos mais lucrativos; coloca-os ape-
nas, em petigdo de principio, & disposi¢do de gerar o crescimento geométrico da
economia. Assim, Von Neumann solucionou a tentativa frustrada de Marx no sen-
tido de dinamizar o Tableau économique de Frangois de Quesnay. E verdade que
a solugdo recorre 3 hipétese simplificadora de que os capitalistas reinvistam todos
os lucros. Contudo, como se verd no item 7, o modelo de Von Neumann pode ser
reformulado de modo a abrigar o consumo dos capitalistas.

Por trés do modelo de reprodugdo ampliada h4 uma hip6tese implicita: a de
que a oferta de m3o-de-obra a cesta de subsisténcia seja capaz de se expandir 3
taxa k — 1 de crescimento do sistema. Essa é uma hip6tese plausivel quando essa
taxa médxima é menor ou igual ao ritmo de crescimento demogrifico. Também é
uma hip6tese temporariamente aceitdvel quando k — 1 é superior 2 taxa de expan-
sio populacional, desde que exista um vasto contingente de desempregados, o
exército industrial de reserva a que se referia Marx.

Em muitos casos, porém, a hipotese de que a oferta de mao-de-obra seja in-
teiramente eldstica 4 cesta de subsisténcia se torna francamente irrealista. Supo-
nhamos, por exemplo, que a taxa méxima de expansdo fisica do sistema seja 6%
ao ano. Ndo hé populagdo que prolifere nesse ritmo, e o possivel exército indus-
trial de reserva se esgotard em poucos anos. Chegamos ai ao ponto em que se torna
impossivel sustentar as hipéteses do modelo de Von Neumann. Na auséncia de
inovagdes, s6 hd uma conciliagdo possivel: a2 procura de mio-de-obra engordara o
pagamento dos trabalhadores. Isso modificard o cone tecnoldgico, aumentando os
insumos exigidos em qualquer processo, e conseqiientemente baixando o maior
multiplicador factivel, até que ele se ajuste ao crescimento da oferta de mfo-de-
obra.

Marx percebeu o problema ao admitir que, em alguns periodos, o capital
crescesse mais depressa do que a for¢a de trabalho, sem que se alterasse a sua
composi¢do orginica, caso em que os saldrios subiriam por uma temporada. Mas,
segundo Marx, logo entrariam em cena os engenheiros a soldo dos capitalistas, e
que inventariam novas técnicas de produgdo poupadoras de trabatho, capazes de
restaurar o exército industrial de reserva e trazer de volta os saldrios ao nivel de
subsisténcia.

A hipdtese de que as inovagdes deprimam o saldrio ao nivel de subsisténcia,
embora destituida de apoio empirico, nfo é uma impossibilidade logica. O que é
logicamente impossivel é que tais inovages, em sistemas com rendimentos cons-
tantes, mantenham os saldrios estagnados e, a0 mesmo tempo, baixem as taxas de
lucro. O modelo de Von Neumann demonstra essa impossibilidade. Se a mao-de-
obra é sempre remunerada pela mesma cesta de subsisténcia, uma inovagdo equi-
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vale a uma ampliagdo do cone de Von Neumann, isto &, i substitui¢io de C por
C', sendo C C C'.Isso s6 pode aumentar, ou, na pior das hipGteses, manter a taxa
méxima de crescimento do sistema, ou seja, &’ > k. E plausivel supor que os sis-
temas sejam irredutiveis e que os cones em questo sejam irredutiveis. Nesse caso,
como assegura o teorema 3.8, a taxa méxima de expansjo do sistema é o piso da
taxa de lucro, desde que se escolha como numeririo a produgio de um vetor de
Von Neumann. Assim, as inovagdes, se nfo permitirem que os saldrios subam, no
poderdo baixar o piso das taxas de lucro. Isso deixa claro que Marx tentou provar
o impossivel no Livro IlI de O Capital. Veremos, no item 7, que essa conclusio

nio se altera quando se introduz o consumo dos capitalistas no modelo de Von
Neumann.
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4. O Modelo de Leontief
4.1 O modelo aberto de Leontief

Imaginemos uma economia onde exista um Gnico fator primdrio de produgdo,
mio-de-obra, ¢ onde se fabriquem n produtos, nas quantidades totais X;, X,

- . » X,. Essa produgdo ou se destina ao consumo intermedidrio na prépria produ-
¢30 ou ao atendimento da demanda final. Designemos por x; ;7 a quantidade do
produto i consumida na fabricagdo do produto j, por b; a demanda final do
i4m0 bem e por N; a m3o-de-obra empregada na produgao do bem ;. Temos en-
tdo:

X;=%Xi + X+ 4xp + b (4.1)

¢ o seguinte quadro de origens-destinos:

Setores | Produgdo Setores Consumidores
Consumos intermedidrios Demanda
produtores total 1 2 ..., n final
X 1 X1 X120 eee.n X1p b 1
2 X 2 X211 X220 ..... X2p bz
n X, Xp, Xpy  eee-- Xpn b,
Mio-de-obrautilizada N, N,  ..... N,
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Admitamos que cada produto se fabrique por um Gnico processo, usando,
em proporgdes fixas, mio-de-obra e outros produtos como consumo intermedis-
rio. Designando por a;; a quantidade do bem i requerida para a fabricagdo de uma
unidade do bem j e por ¢; a quantidade de mao-de-obra empregada na produgio
dessa unidade do bem f, teremos:

Xif = ail xi (4.2)
Nf = Cj xi (4-3)

O que nos permite reapresentar o quadro origens-destinos na forma:

Setores  Produgdo Setores consumidores
Consumos intermedidrios Demanda
produtores total 1 2 ...... n final
1 Xl 3%} Xl diz Xg ......... aip Xn bl
2 Xg az Xl 22 X2 oo azy, Xll bg
n Xll anl X] a,,; Xz ......... a,", X}l bn
Mio-de-obra utilizada a1 Xy Xy ... .. X,

E claro que estamos muito longe de um modelo de equiltbrio geral, pois,
de infcio, consideraremos exégenas as demandas finais. Além do mais estamos
descrevendo uma economia com trés fortes restrigdes: a) hd um Gnico fator pn-
mirio de produgdo, a mio-de-obra; b) ndo h4 produgdo conjunta; c) cada produto
obtém-se por um Gnico processo. Mostraremos, com o teorema da ndo-substitui-
¢do, que aceitas as duas primeiras hip6teses, a terceira se toma perfeitamente pa-
latével.

Os problemas especfficos que 0 modelo aberto de Leontief procura solu-
cionar s3o os seguintes:

a) quais as produgOes brutas necessdrias, X;, X, ..., X,,, para que, descontados os
consumos intermedidrios, se obtenham as demandas finais predeterminadas
by, by, ..., b,?

b) quais os pregos de equilfbrio competitivo dos virios produtos?

¢) qual o volume de emprego associado ds demandas finais b, , b, ..., b,?

Essas indagacGes encontram resposta imediata com um minimo de 4lgebra
linear. Designemos por X = (X;, X, .., X,) o vetor produgdo bruta, por b =
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= (b3, b3, ..., b,) o vetor demanda final, por p = (4, pa, ..., P,) O vetor preco,
por ¢ = (¢, €2, ..., ¢p) O vetor consumo de mio-de-obra. Introduzamos agora a
matriz dos coeficientes técnicos:

ayy dayy .. a,n
A = a2 a3 a2y
anl a'lz 8un

e por I a matriz identidade n x n, isto €, a matriz cujos elementos da diagonal
principal s3o iguais a 1 e os demais iguais a zero:

10. 0
I =]01..0
00 . 1

Os dados do problema sdo a matriz A4 e os vetores b, c. As incognitas sio 0s
pregos p, as quantidades X e o volume total de emprego N. Naturalmente os ter-
mos de 4, b e ¢ sdo todos ndo-negativos, isto ¢, 4 >0; b > 0 e ¢ > O.E di-
ficil imaginar um produto que possa ser fabricado sem nenhum emprego de
mio-de-obra, o que nos permite ir um pouco além e suporc > O.

Comecemos pelo problema das quantidades. Pelo quadro origens-destinos,
¢ imediato que devemos ter:

Xy =ay X, tay, X, +.. +a,, Xn +b,
X2 =gy Xy +a;2 X, +.. +a, Xn +b,
X, = ap Xy +ay, X; +.. +a,, X, +b,

ou, passando para a notagdo matricial:

X=A4AX +)
ou ainda:
U-4)x=»s (4.4)
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supondo que a matriz I — A seja inversfvel:
X=(-4)"». 4.5

Vejamos agora o problema dos pre¢os. Como o Gnico fator primério é
mio-de-obra ¢ como a economia opera em concorréncia perfeita com rendi-
mentos constantes da escala, os pregos serfio iguais aos custos dos insumos inter-
medidrios mais a mao-de-obra. Para normalizar o sistema, tomemos os saldrios
unitirios como numer4rio:

P1= a1 Py tan P2 t.. tap pytcy

P2 = 812 P1 ta2 P2 +.. tay, py ey

..........................

ou, sintetizando em notago matricial:

p =A'p+e.
ou ainda:
I-4)p =c. 4.6)

A' designando a transposta da matriz A. Se J — A € inversivel, entdio / — A’
também o serd e portanto:

p=(U-4")"c 4.7

Cabem, a essa altura, trés observagdes:
a) para que os sistemas de determinag¢do das quantidades x e dos pregos p sejam
determinados é preciso que a matriz / — A seja ndo-singular. Mas s6 isso n3o ga-
rante uma condi¢do imposta pelo bom senso econdomico, a de que X e p sejam
ndo-negativos. E necessdrio que a matriz A dos coeficientes técnicos atenda a de-
terminadas condigdes de consisténcia e que serdo examinadas adiante;
b) os pregos determinados pela equagdo (4.7) sio valores marxistas. Com efeito,
havendo um Gnico fator primdrio, a mao-de-obra, os pregos sdo proporcionais as
quantidades de trabalho cristalizadas na produgio;
c) as equagdes (4.5) e (4.7) mostram uma caracteristica curiosa do modelo aber-
to de Leontief: os precos independem das demandas finais e as quantidades in-
dependem dos coeficientes técnicos de mio-de-obra. H4, no entanto, uma relagdo
importante entre p, b, X e c:
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N=(c,X) =(p,b) (4:8)

a qual, em particular, determina o volume de emprego N = (c,X). Para demonstrar
tal relagdo, basta notar que pelas equagGes (4.5) e (4.7):

(cX) =(c,(-A) ~ "b) = (I-A") " c,b) = (p,b).

O sentido econdmico dessa igualdade é imediato. Como o salirio foi tomado igual
al,(cX)é o total de pagamentos 3 mao-de-obra. Sendo a mio-de-obra o tinico
fator primario, esse total deve coincidir com o valor (p,b) da produgdo final da
economia.

Esclarecemos com um exemplo numérico o funcionamento do modelo
aberto de Leontief. Imaginemos uma economia com trés produtos, I, II e III,
com a matriz de coeficientes técnicos e com os coeficientes de mio-de-obra
indicados no quadro a seguir. Deseja-se atender s demandas finais by = 100;
b, =200; by = 150.

Setor podutor Consumos intermedidrios por Demandas finais
unidades produzidas de
I I 11
1 0,0 0,1 0,2 100
1 0,3 0.1 0,0 200
III 0,5 0,7 0,0 150
Mao-de-Obra 1 1 2

Temos, no caso, os vetores b = (100; 200; 150),c =(1;1;2) e:

1 -0,1 -0,2
-0,3 0,9 0,0
-0,5 0,7 1,0

invertendo essa matriz, obtém-se:

. 1,2195  0,3252 0,2439
(1-A)" ~ =|0,4065 1,2195 0,0813
0,8943 1,0163 1,1789
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Pela equacio (4.5) as produgdes brutas serdo:
1,2195 10,3252  0,2439 100 223,6

0,4065 11,2195  0,0813 200 296,7

0,8943 11,0163 1,1789 150 469,5

isto €, as produgOes brutas deverdo ser X; = 223,6; X; =296,7; X3 = 469,5. Essa
produgao total se distribuird de acordo com o quadro:

Consumos intermedidrios do setor:

Setor pro- Produgdo Demanda
dutor bruta I I m final
I 2236 0 29,7 93,9 100,0
I 296,7 67,0 29,7 0 200,0
111 469,5 111,8 207,7 0 150,0
Mio-de-obra empregada 223,6 296,7 939,0

A equagio (4.7) nos fornece os precos de equilibrio competitivo tomando
os salarios como numerario:

1,2195 0,4065 0,8943 1 3,4146
0,3252 1,2195 1,0163 1= 135772
0,2439 0,0813 1,1789 2 2,6829

ou seja, p; = 3,4146; p, = 3,5772; p; = 2,6829. Com esses pre¢os chegamos ao
seguinte quadro dos fluxos de produgdo em valor:

Valor da produgdo destinada ao

Setor pro- Valor bruto consumo intermediario do setor: Valor da
dutor produzido demanda final
-1 1 HI
| 763.4 0 101,3 320,7 3414
I 1061,6 239,8 106,3 0 715,5
I 1259,7 300,0 5573 0 4024
Valor adicionado = paga-
mento i mio-de-obra 223,6 296,7 939,0 1459,3
Valor bruto da produgdo 763,4 1061,6 1259,7

No caso, o produto da economia é igual a 1459,3 unidades de salério.
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4.2 As condicdes de Hawkins-Simon

Examinemos agora as condi¢Ges de consisténcia da matriz dos coeficientes técni-
cos, no modelo aberto de Leontief. O modelo ndo classifica os setores em etapas
anteriores e posteriores do processo produtivo, mas admite interdependéncia. Assim,
a agricultura consome produtos da industria e a indistria usa produtos da agricul-
tura. Nesse quadro de interdependéncia, os coeficientes técnicos ndo devem pro-
vocar um circulo vicioso. Ndo é possivel que, a0 mesmo rempo, a indistria consu-
ma “grande quantidade” de produtos agricolas e a agricultura “grande quantida-
de” de produtos industriais, pois o sistema se tornaria autofégico.

Para citar um exemplo, imaginemos uma economia psicodélica com apenas
dois produtos, aboboras e lantejoulas, onde a matriz dos coeficientes técnicos

seja:

Abdboras Lantejoulas

Abobboras 0 3
Lantejoulas 2 0

Se essa matriz retrata os dnicos processos de produgdo conhecidos, a eco-
nomia ndo teri como sobreviver. Pois, para fabricar uma abébora, sio necessi-
rias duas lantejoulas; como cada lantejoula exige trés abGboras, para produzir
uma abodbora é preciso destruir seis abéboras. Do mesmo modo, para fabricar
uma lantejoula é necessirio destruir seis lantejoulas. Antes de concluir esses
cilculos, a populagio teria morrido de inanig3o.

Tomemos um exemplo menos agressivo, o de uma economia com trés
produtos e a seguinte matriz de coeficientes técnicos:

0,40 032 0,64
A=1072 0,24 0,18
0,32 0,24 0,00

Aparentemente nada hi de estranho nessa matriz. Apenas a inversa de
I-A tem termos todos negativos:

—8,43373 ~557229 °  —6,40060
1-a~"' ~9,14910 —4,64985 — 6,69239
—4,89458 ~2,89910 ~2,65437

Tomadas ao pé da letra, as equagdes (4.5) e (4.7) nos levam a conclusSes
absurdas: para atender a demandas finais positivas € preciso que as quantidades
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produzidas sejam negativas. E os pregos também serfio negativos. E claro que esta-
mos diante de uma economia autofigica.

Vejamos, pois, as condi¢Ges de consisténcia. Comecemos com uma econo-
mia de apenas dois produtos. O modelo aberto de Leontief corresponde a um
sistema de atividades, com a seguinte matriz de processos:

Bem Processo I Processo 11
I 1-a,, —aj2

II —az1 1—32 2
M3ao-de-obra —C3 —Cy

Sendo os coeficientes de mao-de-obra ¢, e ¢, positivos, é imediato que esta-
mos diante de um cone consistente de atividades. Interessa-nos agora saber que
combinacBes dos produtos 1 e II esses processos nos permitem obter, supondo
ilimitada a oferta da mio-de-obra. O que se pode atender, em matéria de demanda
final, é qualquer ponto do primeiro quadrante que seja combinagdo linear nio-
negativa dos vetores y; = (1—ay;;—az1)ey2 =(—a;q;1 — an).Em suma, o con-
junto das demandas finais factfveis € a interse¢do do primeiro quadrante com o
cone convexo gerado pelos vetores y, € y,.

Um minimo de bom senso nos obriga a admitir que I-a,, e I—a,, sejam
positivos, sem o que seria impossivel produzir um dos bens. Isto posto, y; é um
vetor no quarto quadrante, y, no segundo. Conforme o coeficiente angular de
Y1 seja, em valor absoluto, menor, igual ou maior do que o de y,, teremos uma
das trés situagDes descritas nas figuras:

Figura 4.1 Figura 4.2 Figura 4.3

Y2 rb‘ P" Y2 &

Y3

Y1
Y1

3 41

O 1nico caso de consisténcia é o descrito na figura 4.1 e af todos os pontos
do primeiro quadrante sdo demandas finais factiveis. A figura sugere que o mode-
lo aberto de Leontief funciona na base do tudo ou nada: se um ponto positivo
do primeiro quadrante é demanda final factivel, entio qualquer ponto do pri-
meiro quadrante também é demanda final factivel. Para obter essa proposi¢ao
no caso geral, provemos inicialmente o:
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Lema 4.1: Seja A uma matriz quadrada n x n, sendo A > 0; J a identidade
n x n. Suponhamos que para algum x 2 0, x ¢ R, se tenha (I—A)x> 0. Entdo,
se z e RMe (I-A) z > 0, segue-se que z > 0.

Demonstragdo: Notemos que se x > 0 e (I—A) x> 0, entdo (I-A) x + Ax =
= x> 0. Suponhamos que (I—A) z = 0 e que z tenha alguma coordenada negativa.
Seja —r = min {z;/x.} (=1,2,..,n).Entdor> 0, erxx +z>0 com alguma
coordenada nula. Mas x +z= (I-A) (X +z2) + A(x +2) > (I-A) (Ix +2) = 1
(I-A) x + (I-A) z > 0. Isso entra em contradig@o com rx + z ter uma coordenada
nula.

Estamos agora em condigGes de provar o:

Teorema 4.1 — Seja A > 0 uma matriz quadrada. Ento as seguintes condi-
¢Oes sdo equivalentes:

a) existe x >0 tal que (I-A)x> 0;

b) I-A &ndo-singulare (I-A)~ '

¢) I-Aénio-singulare (I-A)! —[>0;

d) paratodo c > 0 existe x > 0, tal que (I-A) x =c.

Demonstracdo: Mostremos que essas proposicdes se implicam circularmente:
a, b) — mostremos em primeiro lugar. que /-4 ¢ nio-singular. Com efeito, se
(I-A) z = 0, entdo (I-A) (- z) = 0. Pelo Lema 4.1, isso implicaz>0e —z > 0,
ou seja, z = 0. Seja agora ¢ => 0. Existe entdo x tal que (I-A) x = c. Segue-se,
também pelo Lema 4.1, que x > 0. Isso significa que para todo ¢ >0, (I-A) ™!

>0, ou seja, (I-A)! >0;

b, ¢) — por hipotese, I-A é ndo-singular e (I-A)™ >0.Sejac>0eb=(1-A) ¢
entio (I—A) b = c e portanto b = Ab + ¢ > c; logo (I-A)™? —D)c=b—c>0.
Essa desigualdade valendo para todo ¢ >0, /-4 é ndo-singular e (I-A)™! —1>0;
¢, d) — basta tomar x = (I-A) ! ¢c. Como (I-A4)* —I é ndo-negativa, (I-A) ! >0.
Sendo c = 0, segue-se que x = 0;
d, a) — tome-se ¢ > 0. Entdo existe x = 0 tal que (I-A)x = c¢> 0.

Este teorema prova que, no modelo de Leontief, se uma demanda finalb> 0
é factivel, entdo qualquer outra demanda final b, positiva ou semipositiva, tam-
bém é factivel (a propriedade do “tudo ou nada”). E que, para que isso ocorra,
¢é necessirio e suficiente que a matriz (/-A) seja nfo-singular, sua inversa sendo
n3o-negativa e com os elementos da diagonal principal maiores ou iguais a 1.
Teorema 4.2: Seja A > 0 uma matriz quadrada. Entdo, para que A obedega as
condigGes do Teorema 4.1, é necessério e suficiente que A’ obedega a essas mes-
mas condigdes, A’ désignando a transposta de 4.
Demonstragdo: Basta observar que /-A' é ndo-singular se e somente se /-4 o
for, j4 que det (I-A) = det (I-A"). E que (I-A") ! = ((I-A)*)’, ito ¢, que a in-
versa da transposta é a transposta da inversa. Logo, (/-4)™! serd ndo-negativa se e
somente se (I-A")™ o for.
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Esse teorema assegura que um sistema de Leontief que seja consistente do
ponto de vista das quantidades também o serd do ponto de vista da determinagfo
dos pregos, e vice-versa.

Voltemos a figura 4.1. Para que o sistema bidimensional de Leontief seja
consistente, é necessério que o coeficiente angular de y, seja menor em valor abso-
luto ao de y,, isto é:

az 1-az2

l—au < a2

ou seja, (1—ay;) (1—ax)—azay > 0. Isso é o mesmo que dizer que o determi-
nante:

1-ay —ay2
D= = det (I-A)> 0.
-2 1-a

Esse resultado € generalizado pelo seguinte:

Teorema4.3: Seja A > 0 uma matriz quadrada tal que /-4 seja ndo-singular e
(I-A)! >0. Entdo det (I-A) > 0.

Demonstracdo: Pelo Teorema 4.1, existe x > 0 tal que (I-A)x > 0. Logo, se
0<r<1, (-rA)x = (I-A)x +(1-1)Ax > 0. Segue-se mais uma vez do Teorema
4.1 que (I-rA) é ndo-singular e que portanto det (I-rA) # 0. Como a fungdo
f (r) = det (I-rA) é continua no intervalo 0 <r < 1 e nio se anula em nenhum
ponto desse intervalo, f (1) = det (I—A) tem o mesmo sinal de f (0) = detI=1.
Isso prova que det (I-A) > 0.

Voltando i figura 4.1, desde que det I—-A)>0e1-ay; >0e1-ax >0,0
sistema € consistente. Na realidade,se 1—-a , > O e det (I-A) = (1-a,, ) (1-a,,) -
— 23237 > 0, entdo 1—a,, > 0. Assim, no caso bidimensional, o sistema de Leon-
tief é consistente se.e somente se os determinantes:

1-ay, 1-ay; —ay;

—ag 1-ap

forem ambos positivos.
Esse resultado pode ser generalizado. Se B = {bij } € uma matriz quadrada,
seus menores principais sio, por defini¢do, os determinantes:

By =| by

..............
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O teorema de Hawkins-Simon assegura que um sistema de Leontief é consis-
tente se e somente se 0s menores principais da matriz /-4 forem todos positivos.
Para demonstri-lo, provemos inicialmente dois lemas.

Lema 4.2: Seja Ap 2 0 uma matriz n x n; Ay a matriz formada pelas k primeiras
linhas e colunas de A (1<k <n). Seja I, a identidade n x n e I a identidade k x k.
Entdo, se (I, — Ap) ¢ ndo singular e (I, — Ap)) > 0, [y — Ay também € nio-singu-
lar e (Ix—Ap) ! >0.

Demonstragdo: Decomponhamos I,, — A, na forma:

—A. = |IxAk —F
In Aﬂ [—H In—k— AH—J

onde Ag, Ap_g, H e F sio matrizes nio-negativas. Pelo Teorema 4.1, quaisquer
que sejam (by,by, 1) > 0, existirdo (ck,cp k) 2 0, tais que:

(Ix—Ag)ck — Fep g = by
—Hey +(In_x—An—K)en—k = bn—k

Pela primeira dessas relagdes, (Ix—Ay) cx = by + Fcy_g > 0. Pelo Teorema 4.1
(Ix—Ap) é ndo-singular e (Iy—Ay) ™" >0.

Lema 4.3: Seja Ap,_1>0umamatriz quadrada(n—1) x (n—1)talquel,_,-A4,_,
seja ndo-singular e (I, _, —Ap,_, )™ > 0. Seja 4,; a matriz ndo-negativa n x. n obti-
da pela seguinte expansdo de 4,,__, :

Ap= [i gn—l F ]
ann

Entdo, para que (/,—Ap) seja ndo-singular e (I,—A)™ > 0, é necessério e sufi-
ciente que det (I,—Ap) > 0.

Demonstragdo: Pelo Teorema 4.3, a condigio é necessdria.
Para provar que 2 condigdo também ¢é suficiente, comecemos notando que

(In-A,) ¢é ndo-singular, jé que, por hipdtese, seu determinante é positivo: Seja
pois:

{ hij} = (In—Ap™
Temos, pela formula de cilculo das matrizes inversas:

_ det(in_y ~An—y)
hgn = det (I, —Ap)
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Por hipétese, det(I, —Ap) > 0 e (Iy-1 — A, ) é ndo-singular com inversa
nfo-negativa. Segue-se do Teorema 4.3, que |(In-1 —Ap_1)| > 0 e que, portan-
to, hy, > 0.

Pelo Teorema 4.1, para provar que (f;; —A,,) tem inversa ndo-negativa, basta
demonstrar que existem b > 0 e ¢ > 0, n—1 dimensionais ¢ y > 0 real, tais que:

(In-1 —Ap-1)c —Hy = b
—Fc " (1-agpy=1

Seja b= (bl, bz ooy bn—l)' .Teﬂl'se Y= hnlbl Lt hn,n-lbn-l * hnn
Como hyp, > 0 € possivel escolher b = (b, bz, . . ., by_1) tal que y > 0. Logo:

(p-1 —Ap_,)c =b+yH>0

Como (I,;., —Ap_,) é nIo-singular e com inversa ndo-negativa, segue-se, do Teo-
rema 4.1, que ¢ = 0, o que completa a demonstragio do lema.

Estamos agora em condigBes de demonstrar o:
Teorema 4.4 (Hawkins-Simon): Seja A = 0 uma matriz quadrada. Entfo para que
(I-A) seja ndo-singular e (I-A)~ "> 0, é necessirio e suficiente que todos os me-
nores principais de /- A sejam positivos.

Demonstragdo: Pelo Lema 4.2 e pelo Teorema 4.3 a condigao é necessdria. Obvia-
mente a condicdo é suficiente para matrizes 1 x 1. Suponhamos que ela seja su-
ficiente para matrizes (n — I) x (n — I). Entdo, pelo Lema 4.3 ela também serd
suficiente para matrizes n x n.

O teorema de Hawkins-Simon fornece um método prético de cilculo para
testar se a matriz dos coeficientes técnicos de um modelo de Leontief € ou nio
consistente. No exemplo do subitem 4.1 usamos a matriz:

0,0 0,1 0,2
A= 103 0.1 0,0
0,5 0,7 0,0

Os menores principais da matriz /— A4 sfo os determinantes:

1 -0,1 1 -0,1 -0,2
1 ;103 09 = 06; -03 0,9 0 |= 0,738
-05 -07 1,0

Sendo eles todos positivos, a matriz dos coeficientes técnicos € consistente.
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Ja no exemplo das ab6boras e lantejoulas, os menores principais de /—A4
seriam:

O segundo desses determinantes é negativo, e portanto o sistema ¢ inconsistente.
A matriz de coeficientes técnicos ji apresentada neste subitem:

040 032 064
A= (072 024 0,18
032 024 0,00

¢ tal que os menores de /A sio:
0,60 -0,32 060 -032 -0,64

-072 O,76| = 0,2256 -0,72| 0,76 -0,18! = —0,08499
-0,32| -0,24° 1,00

0,6;

a matriz é inconsistente, porque o terceiro desses determinantes é negativo.
Que razdes temos para acreditar que, no mundo real, as matrizes de Leontief
sejam consistentes? O simples fato de a humanidade continuar sobrevivendo.

Alguns engenheiros esquizofrénicos podem inventar processos de produgdo auto-
fagicos. Apenas a sociedade ndo os adota.

4.3 O método iterativo

Se a 4 é uma matriz consistente de coeficientes técnicos, a inversa de /-4 pode
ser obtida pelo desenvolvimento em série:

A-A)'=1+A+A%+, +AD+ | 4.9
€Omo prova o seguinte:
Teorema 4.5: Seja A 20 u@a matriz quadrada. Entdo, para que a seqiiéncia:
Sp(A)=1+A+.. . +AN!

convirja para alguma matriz S(4) é necessdrio e suficiente que (/—A) seja nio-sin-
gular e I—A)~! > 0. Nesse caso de convergéncia, S(A) = (I-A)~".

92 R.B.E. 2/84



Demonstragio: Suponhamos que Sy, (4 ) convirja para S(A4). Nesse caso, imAR=0,
pois o termo geral de uma série convergente tende a zero.

n >oo
Notando que:

(I-A)S, (A) = I-A"

segue-se, por passagem ao limite, que (I-A) S(A) = I e que, portanto, S(A) =
= (I-A)™}. Como Sy (A) € uma seqiiéncia de matrizes ndo-negativas, concluij-se
que I—-A ¢é ndo-singular e que (I-A)~' = S(A)>0.

Reciprocamente, suponhamos que (/—A4) seja ndo-singular e (I-A)! >o0.
Da relagdo (1-A)S;, (A) = 1-A" resulta:

Sp(A)=(-A)" (-AD)

e,como (I-A) ! >0:
Sp(A)<(@-A)™!

sendo S,(4) uma seqiiéncia nfo-decrescente (pois A = 0) e limitada (pela relagao
anterior), conclui-se que S, (4) é convergente. Isso exige que lim A" = 0 (termo
geral de uma série convergente). Segue-se:

Sp(A)=(1-A)" (I—AD) que S(A)=(I-A)""

A equacdo (4.9) fornece um método de inversdo da matriz /-4 por aproxi-
magoes sucessivas. Permite também calcular a produgfo bruta X necessiria ao
atendimento da demanda final b pela férmula:

X=btby+by+.. . +by+..

. (4.10)
onde by =Ab,b2 =Ab1, ey bn=Abn_, yo s

A interpreta¢go econdmica dessa férmula ¢ simples. A produgdo bruta ne-
cessiria para se atender 4 demanda final b pode calcular-se somando sucessivamen-
te a b: a) o consumo intermedidrio b, = Ab correspondente a uma produgio bru-
ta igual a b; b) o consumo intermedidrio b, = Ab, correspondente & produgio
bruta adicional b, e assim por diante.

Do mesmo modo, para os pregos:

p=c+cytcy+... et (4.11)

ondec, =A'c;c;=A"cy;...;¢p =Alcpa .-
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A tftulo de exemplo, tomemos o exemplo de determinagfo das quantidades
do subitem 4.1. Teremos:

100,0
b= [200,0
150,0
— — - - -
0,0 0,1 0,2 100,0 . 50,0
by =Ab= |03 0,1 0,0 200,0 50,0
0,5 0,7 0,0-A 150,0 )| 190,0
- = = -
0,0 0,1 0,2 B 50,0 r43 0
b, = Ab, = | 0,3 0,1 0,0 50,0 20,0
_0,5 0,7 0,(L _l 90,% _60,0J
Prosseguindo nas iteragOes, chega-se ao seguinte quadro: -

Iteragdo 19componente 2%9componente 39componente
b 100,0 200,0 150,0
b, 50,0 50,0 190,0
b, 430 20,0 600
bs 14,0 14,9 35,5
ba 8,59 5,69 17,43
bs 4,06 3,15 8,28
be 1,97 1,53 4,24
b, 1,00 0,74 2,06
bs 0,49 0,37 1,02
by 0,24 0,18 0,50
b1 0,12 0,09 0,25
by 0,06 0,05 0,12
b1a 0,03 0,02 0,07
Soma 2236 296,7 469,5

valores iguais aos encontrados no subitem 4.1. E claro que o método iterativo
sempre leva a um erro por falta. No caso apenas o erro ¢ inferior 4 aproximagao de

uma decimal com a qual foram calculadas as produgdes brutas.
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4.4 Sistemas decomponfveis e indecomponfveis

Seja A uma matriz quadrada n x n. Dig-se que A é decomponivel quando, por uma
permutagdo das linhas e igual permutag@o das colunas, é possfvel apresentar A na
forma:

sendo A;; e A;; submatrizes quadradas. O sentido econdmico de uma matriz de-
componivel de coeficientes técnicos é facilmente compreensivel: hd um grupo de

produtos que pode ser fabricado usando como insumos apenas os bens do grupo.
A tftulo de exemplo, tomemos a matriz de coeficientes técnicos.

(00 00 03 09
00 01 01 03

0,2 0,0 0,0 0,0

0,1 0,2 0,1 O,H

-

Os produtos II e IV s6 usam, como insumos, os proprios produtos Il e IV.
Reordenando os produtos na seqiiéncia II, IV, II1, a matriz dos coeficientes técni-
€OS reapresenta-se como:

(01 03 01 o0
0,2 0,1 0,1 0,1

0,0 0,0 0,0 03

0,0 0,0 0,2 0,0

— -

Suponhamos que uma matriz n x n de coeficientes técnicos seja decompo-
nfvel na forma:

[An A.?]
LO Anj
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sendo 4,; uma matriz indecomponfvel k x k. Seguindo Sraffa, denominaremos os
k primeiros bens “produtos bdsicos” e os n—k dltimos “produtos nZo-basicos”.
Sejam (c,, c2) os coeficientes de mao-de-obra, (p,, p;) 0s pregos, bens. (Os veto-
res com fndice 1 sdo k-dimensionais, os com {ndice 2 sio (n—k) dimensionais).
Das equagdes (4.5) e (4.7) segue-se que:

(Ix -An)X, - A X, =by (4.120)

(In-x —A22)Xz =b, (4.12b)
(x —An)p =¢ (4.12¢)
~Anpr +(p_g —Anlp2 =€, (4.12d)

Das equages (4.125) e (4.12¢) seguem-se duas famosas proposi¢des de
Sraffa:
a) a produgdo bruta de “‘bens ndo-bisicos” independe da demanda final de produ-
tos bdsicos;
b) os pregos dos produtos bisicos independem dos coeficientes de mao-de-obra
dos produtos nao-bésicos.

Cuidemos agora dos sistemas indecomponfveis. Dizer que uma matriz de
coeficientes técnicos € indecomponivel ndo é o mesmo que dizer que todos os
seus termos sejam positivos. (Embora uma matriz quadrada de termos todos posi-
tivos seja obviamente indecomponfvel.) A matriz a seguir é indecomponivel,
apesar de cheia de zeros:

00 00 01
A= {01 00 00
00 02 00

Indecomponibilidade significa total interdependéncia indireta: é impossivel
obter um excedente lfquido (isto é, atender 4 demanda final) de um bem qualquer
sem produzir simultaneamente todos os bens. Na matriz anterior isso ocorre por-
que a produgdo do primeiro bem usa o segundo bem como insumo, a do segundo
usa o terceiro, a do terceiro usa o primeiro. Vejamos dois teoremas importantes
sobre sistemas indecomponiveis:

Teorema 4.6: Seja A 2 0 uma matriz quadrada. 4 ¢ indecomponivel se e somente
se a desigualdade Ax < sx para s real e s semipositivo implicar x > 0.

Demonstragdo: Suponhamos que A seja indecomponivel e suponhamos, por absur-
do, que Ax < sx para algum x semipositivo ¢ com alguma coordenada nula. Reor-
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denemos as componentes de x na forma x = (x,, X,) sendo x; > 0e x, =0.
Procedendo 3 igual permutagdo de linhas e colunas, reapresentemos 4 na forma

An A
A =
Ay A
Terfamos entio:

Anxg+tApx; = Ay Xy €%

Az Xy YAz X2 = Az X1 S X3 =0.

Como A, éndo-negativae x, = 0, a Gltima desigualdade implicaria A,y = 0,
contrariando a hip6tese de indecomponibilidade.

Reciprocamente, suponhamos que Ax < sx para § real e x semipositivo im-
plique x > 0. Admitamos, por absurdo, que A seja decomponfvel na forma:

Ay Ay
A=
0 Ay
Sendo A4,, e A, matrizes quadradas de ordem k e n—k, respectivamente. Seja
u=(1.1,..., 1) o vetor k-dimensional com todas as componentes iguais a 1. Te-
remos entio:
An Ay, u Apu
0 Aj 0 0

Tomando x = (u ;0) e s igual & maior das componentes de 4y, ¥ terfamos Ax <
< sx para § real e para algum x semipositivo com alguma coordenada nula, con-
trariamente 3 hipotese.
Teorema 4.7: Seja A 2 0 uma matriz quadrada tal que /-A seja ndo-singular e
(I-A)~! > 0. Entdo, para que 4 seja indecomponivel ¢ necessdrio e suficiente que
a-A)'>o.
Demonstracdo: Suponhamos que A seja indecomponifve]l. Para provar que
(I-A)™! > 0 basta provar que para todo vetor semipositivo c se tem (I-A)~! ¢> 0.
Com efeito, seja x = (I—A)~'c; x é semipositivo pois por hipotese (I—-A)~! > 0.
Além disso, (I-A) x = ¢, o que implica Ax = x—¢ < x. Tomando s = 1 no Teore-
ma 4.6, resulta x> 0.

Reciprocamente, suponhamos que (I-A)~! > 0 e admitamos, por absurdo,
que A seja decomponivel. Fixemos a demanda final de produtos bdsicos em b, >
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> 0 e a de produtos nio-bdsicos em b; = 0. Pelas equagBes (4.12a) e (4.12b) as
produgOes brutas necessdrias serdo X; = (I—A;;)~'b; e X; = 0. Mas a hip6tese
de que (I-A)~!-> 0 exige que ambos, X; e X;, sejam estritamente positivos.

4.5 O teorema da nio-substituiciio

No subitem 4.1 afirmamos que o modelo de Leontief parte de trés pressupostos
altamente restritivos: a) h4 um tnico fator prim4rio de produgao; b) nio h4 pro-
dugdo conjunta; c) cada produto se fabrica por uma Gnica técnica. Provaremos
agora que, numa economia competitiva com rendimentos constantes de escala, a
terceira hip6tese pode ser aceita como coroldrio das outras duas: se h4 apenas um
fator primdrio de produgdo e se nfo hd produgdo conjunta, a cada produto se po-
de associar uma técnica 6tima de produgdo, e que sempre pode ser escolhida in-
dependentemente da demanda final de bens e servigos. Esse é o chamado téorema
da njo-substitui¢do.

Suponhamos, pois, que para produzir uma unidade do ]ésm produto exis-
ta um conjunto C; de técnicas; (j = 1, 2, . ., N). Os elementos de ¢j 3o vetores
(n + 1)- dlmensxonaxs cujas n primeiras componentes indicam os coeficientes
técnicos e cuja Gltima coordenada expressa o coeficiente de mio-de-obra. Admi-
tiremos que C; seja compacto e convexo, a Gltima hip6tese resultando da de rendi-

mentos constantes
Como nio hd produqﬁo conjunta, para atender 2 uma demanda final positiva

be R" é preciso escolher uma técnica para a produgio de cada bem. Isso equivale
a extrair do produto cartesiano Cy X C; ... X C,, uma matriz 4 de coeficientes
técnicos e um vetor ¢ de coeficientes de mdo-de-obra, o que se designard na discus-
90 que se segue como o sistemna tecnol6gico {4,c }. Admitiremos que, para todo
ponto do produto cartesiano C; X ... XC,, a matriz 4 de coeficientes técnicos
seja conslstente Pelo Teorema 4.1, isso equlvale a dizer que /-A ¢é ndo-singular e
(I-A)_ -1>0.

O sistema tecnologico [A4,c] deve ser escolhido de modo a minimizar o custo
da produgdo necessiria 4 obtengdo da demanda final 5. Como o trabalho ¢ o Gnico
fator primério de produgdo e como o saldrio foi tomado igual a 1, esse custo é
igual ao volume de mao-de-obra empregada, expressando-se pelas equagOes (4.8) e
(4.5) por (c,X) = (c,d~A)~'b). A existéncia de um tal sistema tecnologico é
assegurada pelo fato de (c, (I-A)™ !b) ser uma fungo continua definida no con-
junto compacto C; XC; X... X C,.

Suponhamos que [4,c] seja o sistema tecnolégico que permita atender com
minimo. custo & demanda final b, € R . Mostraremos que esse sistema também
minimiza o custo da produgdo necesséna 2 obtenc¢do de qualquer outra demanda

final. -
Com efeito, seja [4,6] um outro sistema tecnoldgico qualquer. Como a

economia opera com rendimentos constantes, é possivel atender 4 demanda final

b, decompondo-a em b = b, + b, obtendo b, pelo sistema tecnolégico [4,¢] e
o o - -

b, pelo sistema [4,c]. O custo de produgdo, no caso, deve ser maior ou igual ao
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da obtenggo da demanda final b, pela tecnologia [4,c], o qual, por hipétese, é o
mfnimo custo possivel:

@ A-A)"'b;) +(c, A-A) " 'b2) > (c, A-A)" "by)

ou, como bo=b1 +b;:

& A-K)~") > (c, d—A)~ 'b,) para qualquer 0<b; <b,, (4.13)

Seja agora b uma demanda final semipositiva qualquer. Entdio é possivel
encontrar um nimero real positivo 7 tal que 0 < rb<b,.
Tomando b1 =rb na desigualdade (4.13), resulta:

@€ A-A)"'b)>(c,@-A)"'b) 4.19)

0 que prova o teorema da nfo-substituicdo: o sistema tecnolégico [4,c] que atende
com minimo custo a uma demanda final especifica b, > 0 também atende com
minimo custo a qualquer outra demanda final b.

A desigualdade (4.14) pode ser representada sob a forma:

(@-A)"&b) > ((I-A)~ 'c,b) para todo b> 0
o que implica:

d-A)"'e>(1-A) ‘¢

A tecnologia de mfnimo custo define o sistema de pregos da economia pela
equagdo (4.7), isto ¢, p = (I-A") " 'c. Logo, para qualquer sistema tecnolégico
[4.2):

(I-A")1'e> (4.15)

Sejam agora 4, . os coeficientes técnicos e &; o coeficiente de
mio-de-obra de um processo ua{quer que permita a obtengi0 de uma unidade
do j*™M0 produto. Provaremos que, se p=(py, P2, - Pp)"

ﬁl'jpl + sgj pz +..+ injpn + éj > p] (416)

o que significa que, a sistema de pregos de equilibrio p, nenbum processo permite
que se fabrique qualquer produto com lucro positivo. Obviamente, para os proces-
sos da tecnologia de minimo custo, a relagio (4.16) vigora com igualdade, pois,
pela equacdo (4.6), (I-A) p=c.
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Com efeito, suponhamos, por absurdo, que se tivesse:
51jp1 + 52jp1 +..+ il’lj + 5] < pj-

Mantendo para os demais produtos os processos da tecnologia de minimo
custo [4,c] e introduzindo esse processo para a fabricagdo do j€S™ produto,
terfamos um novo sistema tecnolégico [4,¢] tal que:

Ap+e<p

valendo a desigualdade estrita para a JéSima componente e a igualdade para as
demais. Logo, 0 vetor (I—A’) p — € seria semipositivo. Mas, pela hipotese de con-
sisténcia e pelo Teorema 4.1, (I-A")~ 1>o0.

Logo:

p—-(1-A)"'e=>(1-A) p-¢

o que significa que p— (I-A”) ™ ' ¢ seria semipositivo, contrariando a relagdo (4.15).
_ Da desigualdade (4.16) segue-se que, para qualquer sistema tecnolégico
[A,cl:

(-A)p<ec. (4.17)

Essa desigualdade implica as relagGes (4.15) e (4.14). Segue-se dai o:
Teorema 4.8: Para que um sistema tecnolégico [4,c] seja o sistema de minimo
custo, é necessério e suficiente que o sistema de pregos por ele determinado nio
permita que qualquer processo de produgdo gere lucro positivo.

O critério de célculo dos pregos e da identificagiio das tecnologias de equi-
librio é simples. Tomemos os saldrios como numerério, escolhamos uma tecno-
logia para a fabricagdo de cada produto e determinemos os pregos de equilibrio
pela equagdo (4.7). Se tivermos acertado na escolha 6tima de tecnologias, nenhum
outro processo daré lucro positivo. A titulo de exemplo, suponhamos uma econo-
mia com trés bens, cada um deles podendo ser produzido por dois processos, de
acordo com a matriz:

Processo
Bem
I, I, I, 11, I, I,
A 1,0 1,0 -0,1 -0,2 -0,2 -0,5
B -03 . 0,0 09 1,0 0,0 -0,1
C -0,5 -0,7 -0,7 -0,6 1,0 1,0
Maio-de-obra -1,0 -2,0 -1,0 -1,5 -2,0 -1,0
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Aos processos I, 1I; e III; comespondem os pregos (3,4146; 3,5772;
2,6829), conforme o exercicio do subitem 4.1. A esses pregos, os processos I, , II,
e IlI; dao todos lucros negativos: —0,4634; —-0,2155; —0,3821. Logo, quaisquer
que sejam as demandas finais, sempre se utilizardo os processos I, Il e Ill, .
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5. O problema da transformago

5.1 O modelo fechado de Leontief

O modelo fechado de Leontief é um caso particular do sistema matricial de Von
Neumann discutido no subitem 3.5. A matriz dos insumos é a matriz quadrada M,
com n linhas e 7 colunas. A matriz dos produtos ¢ a identidade J de mesma ordem,
a marca da produgfo simples: o jésimo processo bdsico produz uma unidade do
bem j, e nada mais. Isso significa que o cone de Von Neumann se expressa, no:
caso, por:

C= {_{_Mx;x} xeR_r:_}- 5.1

A matriz M incorpora os insumos diretos ¢ as quantidades consumidas pelos
trabalhadores. Indicaremos por A = [4i]] a matriz dos coeficientes técnicos, por
. 0 nimero de horas de trabalho necessirias 4 produgfio de uma unidade do bem
]'] ¢ suporemos que uma hora de trabalho se compre pela cesta de mercadorias

m=(my,m,,... ,mn). Assim:

M=A+G 5.2
onde:
=[m; c. 5.3
G=[m;q]. (5.3)
A titulo de exemplo, suponhamos que a matriz dos coeficientes técnicos
seja:
o1 01 03
A={04 00 01
03 03 00
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que os coeficientes de mio-de-obra se descrevam pelo vetor c=(0,1;0,1;0,2)
e que uma hora de trabalho se compre pela cesta de mercadorias m = (1; 2 0).
A matriz G = [mlc]seré

01 0,1 02
G=1|02 02 04
00 00 00
¢ portanto:
02 02 05
M=A+G= |06 02 0,
03 03 00

Designemos por ¢ =(c{,Cp, ..., cn) o vetor dos coeficientes de mao-de-
obra. Por simples verificacdo deduz-se que, para qualquer vetor n-dimensional y:

G’y = (y:m)e (54

propriedade que serd muito usada mais adiante.
O modelo de Leontief parte das seguintes hipoteses:

Axioma 1. Existe x semipositivo tal que x > Ax.
Axioma 2. ¢ ¢ positivo e m semipositivo.
Axioma 3. O sistema de Von Neumann {M; I } ¢ irredutivel.

O Axioma 1 postula que, se os trabalhadores vivessem de brisa, o sistema se-
ria capaz de se expandir geometricamente a uma taxa positiva. Pelo Teorema 4.1,
ele equivale a admitir que a matriz / — A seja ngo-singular com inversa nio-negati-
va. O Axioma 2 diz que nenhum bem se pode produzir sem mio-de-obra e que os
trabalhadores nfo vivem de brisa. O Axioma 3 implica que todos os bens sejam
produzidos em qualquer trajetdria geométrica factivel. Como o nosso interesse se
limitar4 2 discussdo das trajet6rias de Von Neumann, esse axioma, combinado com
a hipétese de produgfo simples e o Teorema 3.6, justifica a suposi¢do de que cada
produto se obtenha por um unico processo, isto ¢, que M seja uma matriz quadra-
da. Com efeito, suponhamos que existissem vérios processos para a produgdo de
cada um dos n bens. Pelo Teorema 3.6 existiria um vetor de von Neumann que
empregasse no miximo n desses processos. Sendo o sistema irredutivel com pro-
dugdo simples, cada bem seria produzido por um processo.

Note-se que, pelo Axioma 2, M possui uma linha com elementos todos posi-
tivos. Isso assegura que toda coluna de M possui pelo menos um elemento positi-
V0, comoO se exige nos sistemas matriciais de Von Neumann.

Indiquemos por £ o maior multlphcador factivel do sistema matricial de
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Von Neumann {M; I} . Virias propriedades notéveis distinguem o modelo fechado
de Leontief:

a) os vetores de Von Neumann sdo estritamente positivos e unicamente determina-
dos a menos de uma constante multiplicativa;
b) nas trajet6rias de Von Neumann nfo h4 sobra de bens. Isso é o mesmo que dizer
que, se { M£; %} é um vetor de Von Neumann :

% = kMx (5.5
¢) o sistema de pregos p que torna competitivas as trajetdrias de Von Neumann ¢
estritamente positivo, unicamente determinado a menos de uma constante multi-
plicativa, obedecendo 2 relagdo:

p=kM'p (5.6)

onde M’ indica a transposta da matriz M;
d) qualquer que seja o vetar n-dimensional semipositivo y:

tim (kM)ly = & 657
t oo
lim (kM")y = p (5.8)
t oo

Essas propriedades serfo demonstradas adiante. Fagamos § = k™~ L isto é,
o inverso do maior multiplicador factivel. A equagdo (5.5) implica:

M-3)x=0 (5.9)

Como * é ndo-nulo, conclui-se que § € raiz da equagdo determinantal:
f(r)=det(M-rI)=0

isto é, que § é um autovalor de M. Mais ainda, a equagdo (5.7) exige que qualquer
outro autovalor de M tenha médulo inferior a §. Provaremos no préximo subitem
que o sistema de Von Neumann [M; 7] ¢ irredutivel se e somente se M for inde-
componivel. E que toda matriz quadrada ndo-negativa e indecomponivel possui
um autovalor positivo, denominado raiz de Frobenius, nio excedido em valor
absoluto por nenhum outro autovalor. Em suma, o maior multiplicador factivel
k é o inverso da raiz de Frobenius da matriz M. Os autovalores de uma matriz
sfio obviamente iguais aos da sua transposta. Assim, o inverso da raiz de Frobenius
de M ¢ igual a 1 mais a taxa de lucro nas trajetérias de Von Neumann, exatamente
o que diz a equagdo (5.6).

A raiz de Frobenius corresponde um autovetor positivo, unicamente deter-
minado a menos de uma constante multiplicativa, e que resolve a equagido (5.9).
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Assim, a produgio % num vetor de Von Neumann é o vetor de Frobenius de M. O
sistema de pregos p, o vetor de Frobenius da transposta M’.
Assim, para a matriz M do exemplo anterior, a equagfo caracteristica é

02-r 02 0,5
f(r) = 06 02-1r 05| =—1°+04r+0,38:+0,06=0
0,3 0,3 —r

o que significa que M possui os autovalores r; = 0,897736, r, = 0,248868 +
0,069998i, r; = — 0,248868-0, 069998i. A raiz de Frobenius é § = 0,897736. O
multlphcador miximo factfvel do sistema de Von Neumann { M; I} é portanto

= 1/s = 1,113913. Em suma, nas trajet6rias de Von Neumann, a taxa de expan-
sio fisica do sistema e a taxa de lucro sdo iguais a 11,4% por perfodo.

Num vetor de Von Neumann [Mx; x], x ¢ proporcional ao autovetor de
Frobenius (1,000000; 1,445565; 0,817246). Do mesmo modo o sistema de precos
é proporcional a p = (1,000000; 0,691771; 0,942244), que é vetor de Frobenius
da transposta M". Verifica-se imediatamente que kMx = X e que kM'p = p.

- 5.2 Propriedades do modelo fechado de Leontief

Exploremos agora as propriedades do modelo fechado de Leontief. Um primeiro
teorema identifica irredutibilidade do sistema de Von Neumann . { M; I } com inde-
componibilidade da matriz M.

Teorema 5.1: - Seja M uma matriz quadrada nfo-negativa, com pelo menos um
elemento positivo em cada coluna. Para que o sistema de Von Neumann { M; I } se-
ja irredutivel é necessério e suficiente que a matriz M seja indecomponivel.

Demonstragdo: Suponhamos que o sistema seja irredutivel. Pelo Teorema 4.6,
para provar que M é indecomponivel basta mostrar que Mx < sx para x semipositi-
vo e s real implica x > 0. Com efeito, pelo Axioma 2 do modelo de Von Neumann,
se x for semipositivo, Mx serd também semipositivo. Logo, se Mx < sx, segue-se
que s > 0. Fazendo k = 1/s, segue-se que x = kMx para x semipositivo e k positi-
vo. Pela definicdo de sistema irredutivel, isso implica Mx > 0 e, portanto, x > 0.
Reciprocamente, suponhamos que M seja indecomponivel e suponhamos
x 2 kMx para X semipositivo e k positivo. Pelo Teorema 4.6, isso implica x > 0.
Nenhuma linha de M pode ter todos os termos nulos, pois, se tal acontecesse, M
seria decomponivel. Logo Mx > 0, o que prova que o sistema {M; ] } € irredutivel.

O seguinte teorema associa factibilidade de multiplicadores 2 inversibilidade
da matriz I-kM:
Teorema 5.2: Seja M uma matriz quadrada nfo-negativa indecomponivel, kK um
namero real positivo. Entfo, para que k seja um multiplicador factivel nfo-méxi-
mo do sistema de Von Neumann {M; I}, é necessério e suficiente que a matriz
I-kM seja ndo-singular com inversa positiva.
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Demonstragdo: Seja k o multiplicador méximo factivel do sistema matricial de
Von Neumenn {M; I} . Pelo Teorema 5.1, esse sistema ¢ irredutfvel. Logo, existe
um vetor de Von Neumann {M#; £} tal que £ > kM& > 0. Logo, se 0 <k <k,
(I-kM) x > 0. Pelos teoremas 4.1 e 4.7 (I— kM) sera ndo-singular com inversa
positiva.

Reciprocamente, suponhamos que (/— kM) seja nFo-singular com inversa
positiva. Tomando u > 0 e x = (I- kM) ' u, segue-se que x> O e que x = kMx +
u > kMx. Isso prova que k é um multiplicador factivel ndo-maximo.

Se M é uma matriz quadrada nio-negativa e indecomponivel, sua inversa
também o €. Se J— kM é nlo-singular com inversa nfo-negativa, 0 mesmo ocorre
com I- kM'. Resulta daf o:

Teorema 5.3: Seja M uma matriz quadrada nfo-negativa indecomponivel. Entdo,
os sistemas de Von Neumann {M; I'} e {M'; I} tém o mesmo multiplicador m4xi-
mo factivel.

Do mesmo modo temos o:

Teorema 5.4: - Seja M uma matriz quadrada nfo-negativa indecomponivel; £ o
maior multiplicador factivel do sistema de Von Neumann{M; I} . Ent5o:

det (I—- kM) = det I-kM") =0

Demonstragdio: Suponhamos, por absurdo, que det (I— kM) # 0. Entgo (I-kM)™*
existiria e, por continuidade, seria nfo-negativa, j4 que toda vizinhanga de £ con-
tém um multiplicador factivel inferior a0 m4ximo. Pelo Teorema 4.7 (I- kM) ™!
seria positiva e, pelo Teorema 5.2, k seria um multiplicador factivel inferior ao
méximo, isto &, k > k, o que é absurdo.
Estamos agora em condi¢es de provar o:

Teorema 5.5: Seja M uma matriz quadrada ndo-negativa indecomponivel; ko
multiplicador médximo factfvel do sistema de Von Neumann { M; 7} ; {Mx; X} um
vetor de Von Neumann do sistema e p um sistema de pregos competitivos para
uma trajetéria de Von Neumann. Entdo.

)x=kMx >0;

b)p=kM'p>0;

¢) £ e p s%o unicamente determinados a menos de constantes multiplicativas.
Demonstragdo:

a)Pelo Teorema 5.1, o sistema de Von Neumann {M;/}é irredutivel. Logo
& > kMx > 0. Pelo Teorema 5.4 existe um vetor nfo-nulo y tal que (I—kM) y = 0.
Suponhamos, por absurdo, que % — kMg = (I— kM) & seja semipositivo. Entdo y
serd n3o-proporcional a £. Como X ¢ positivo, segue-se que existe um nidmero
real r tal que X = & + ry seja semipositivo com pelo menos uma coordenada nula.
Terfamos (I— kM) & = (I- kM) % + r I—kM) y = (I—kM) & > 0. Logo { MX; ¥ } se-
ria vetor de Von Neumann do sistema. Mas isso € impossivel, pois X possui pelo
menos uma coordenada nula e o sistema ¢ irredutivel.

b) Pelas equagdes (3.134) e (3.13b) temos (I-kM') p < 0 e (%, (I-kM’) p) = 0.
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Como % > 0, isso exige (I-kM’) p = 0, isto ¢, p = kM’ p. Pelo Teorema 5.3 isso
significa que p sers a produgdo de um vetor de Von Neumann do sistema irreduti-
vel [M'; I]. Logo p> 0. v
c) Sejam { Mx; %} e {Mx; £ } dois vetores de Von Neumann do sistema { M; 1} . Pe-
lo item a (I-kM) &% = (I-kM) & = 0 ¢ £ e ¥ sfo positivos. Suponhamos, por ab-
surdo, que ¥ nfo fosse proporcional a £. Entfo existiria um real 7 positivo tal que
£ —r® fosse semipositivo com pelo menos uma coordenada nula. Teriamos
(I-kM) (x — %) = 0, o que significa que { M(X —rX); £ — r# } seria vetor de Von
Neumann do sistema {M; I}. Mas isso é absurdo, pois o sistema ¢ irredutivel e
X —rf£ possui uma coordenada nula. Logo £ é unicamente determinado a menos
de uma constante multiplicativa. Como { M’ p; p } é vetor de Von Neumann do sis-
tema{M’'; I}, conclui-se que p também & unicamente determinado a menos de
uma constante multiplicativa.

Como corolério temos o:
Teorema 5.6: Para qualquer vetor n-dimensional y e para qualquer inteiro positivo
t:

(kMY = (py)
& kMY = R,y)

Demonstragio: Como p = kM’ presultap = k tM"tp. Logo(p, y) = (k *M' tp, y)=
= (p, k "M Yy). Do mesmo modo se prova que (&, k M'ly) =&, y)

Dessa relagdo resulta que uma trajetéria geométrica factivel no modelo fe-
chado de Leontief na qual nfo haja sobra de bens, isto ¢, na qual x —kMx = 0, é
uma trajetoria de Von Neumann, de acordo com o seguinte:

Teorema 5.7: Seja M uma matriz quadrada n3o-negativa indecomponivel. Supo-
nhamos que x = kMx para x semipositivo. Entio k € igual ao multiplicador ma-
ximo factivel £ do sistema de Von Neumann{M; I} .

Demonstragdo: Seja p um sistema de pregos do sistema de Von Neumann em ques-
tdo. Tem-se (p, x) = k (p, Mx) e, pelo Teorema 5.6, tomandoy = xe t=1
(p, x) = k (p, Mx). Como p € pasitivo e x semipositivo, (p, x) > 0. Logo k = k.

Uma outra propriedade importante ¢ fornecida pelo:

Teorema 5.8: Seja M uma matriz quadrada n3o-negativa indecomponivel com n
linhas e 7 colunas; £ o multiplicador méximo factfvel do sistema de Von Neumann
{ M; I}. Entdo, para qualquer vetor n-dimensional y, aseqiiéncia MYy ¢limitada.
Demonstragdo: Seja |y| o vetor cujas componentes sdo os modulos das componen-
tes de y. Entfio, como k 'M? & nfo-negativa, |1k ‘M ¥y| < k 'Mt|y|. Logo, pelo Teo-
rema 5.6:

(p, 1k MYy <(p.kMYiyl) = (. I¥l).
Como p ¢ positiva, segue-se que Ik M 'yl e, portanto, M ty ¢ limitada.
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As propriedades até agora demonstradas resultam apenas da hipotese de que
a matriz M de insumos do modelo fechado de Leontief ser indecomponivel. O
modelo, todavia, supSe algo mais: M = A + G onde A é a matriz dos coeficientes
técnicos e G a matriz do consumo de mdo-de-obra. Pelo Axioma 2 do modelo
fechado de Leontief, G possui uma linha com elementos todos positivos. Dai
resulta o:
Teorema 5.9: SejaM = A + G a matriz de insumos totais do modelo fechado de
Leontief; £ o multiplicador miximo factivel do sistema de Von Neumann{M;/}.
Entfio I- k4 é nido-singular com inversa nfo-negativa.
Demonstracao: Seja p um sistema de pregos competitivo para as trajetérias de
Von Neumann. Entdo, pelo Teorema 5.5,p=KkM'p> 0. ComoM = A + G, segue-
se que p = kA'p + kG'p. Como p ¢ positivo e G possui uma linha com termos
todos positivos, G'p > 0. Logo p > kA'p, ou seja, (I-kA’) p> 0. Segue-se, pelo
Teorema 4.1, que I-kA' & nio-singular com inversa nio-negativa. Como a trans-
posta da inversa € igual 2 inversa da transposta, /- €4 é ndo-singular com inversa
ndo-negativa.

5.3 Os teoremas de Frobenius

Como subproduto da anilise das propriedades do modelo fechado de Leontief,
obtém-se os teoremas de Frobenius sobre autovalores de matrizes nio-negativas.
Teorema 5.10: (teorema de Frobenius para matrizes indecomponiveis). Seja M
uma matriz quadrada nfo-negativa indecomponivel. Entdo M possui um autovalor
positivo § (denominado raiz de Frobenius de M), tal que:

a) ao autovalor § corresponde um autovetor positivo % (denominado vetor de
Frobenius de M), isto é, um vetor positivo £ tal que Mk = §&;

b) o vetor de Frobenius de M ¢ unicamente determinado a menos-de uma cons-
tante multiplicativa;

¢) se w é um autovalor real ou complexo de M, entio |w| < §;

d) se s é um autovalor de M ao qual corresponde um autovetor semipositivo x,
entdos =§;

e)se k é um real positivo, /-kM é no-singular com inversa nfo-negativa se e
somente se k§ < 1.

Demonstracdo:

a, b) conseqiiéncia imediata do Teorema 5.5, tomando-se § = 1/k;

c) seja w um autovalor real ou complexo de M e z um autovetor correspondente.
Entdo z # 0 e Mz = wz. Segue-se que Mz = w'z. Pelo Teorema 5.8, a seqiiéncia
k™'z = (s~ w)! z ¢ limitada. Isso exige |w§™! | < 1, ou seja, [W| < 5;

d) conseqiiéncia imediata do Teorema 5.7; note-se que é impossivel que M possua
um autovalor nulo com autovetor ndo-negativo, pois, como toda coluna de M
possui pelo menos um elemento positivo, Mx # 0 para todo x semipositivo;

e) conseqiiéncia imediata do Teorema 5.2.

No caso geral, que abrange as matrizes decomponiveis, o teorema de Fro-

108 R.B.E. 2/84



benjus é menos conclusivo. E possivel que a raiz de Frobenius seja nula, como no
exemplo: :

X

I
o o o
o o -
©o o o

Nio se pode agora assegurar que o vetor de Frobenius seja positivo ¢ unica-
mente determinado a menos de uma constante multiplicativa. No exemplo ante-
rior (1; 0; 0), (0; 0; 1) e (1; 0; 1) sdo vetores de Frobenius. Pode-se apenas garantir
que existem vetores de Frobenius semipositivos.

Teorema 5.11: Seja M uma matriz quadrada n x # ndo-negativa. Entdo M possui
um autovalor nfo-negativo § (denominado raiz de Frobenius de M) tal que:

a) a s corresponde um autovetor semipositivo %;
b) se w é um autovalor real ou complexo de M, entao | w | <§;
c) se k é um real positivo, para que J-kM seja nio-singular com inversa ndo-negativa
¢ necessdrio e suficiente que k§ <1.
Demonstragdo: Provemos o teorema por indugdo finita no nimero n de linhas e
colunas da matriz. Para n = 1 o teorema é imediato: M = [m,, ] e a raiz de Frobe-
nius serd nula se m;; = O, positiva se m;; > 0. Suponhamos que o teorema seja
vilido para matrizes com menos de 7 linhas.

Se M ¢ indecomponivel, recafmos no teorema anterior. Se M é decompontvel,
¢ possivel, por uma igual permutagdo de linhas e colunas, reapresenti-la na for-

ma:
M _ M 11 M 12
“lo M,

onde M, e M;, sio matrizes quadradas de ordem inferior a n. Como det(M —rl) =
= det (My; — 1l;) det (M,; —1l,), os autovalores de M se obtém reunindo os au-
tovalores de M,, e M,,. Seja §, a raiz de Frobenius de M,,, §, a de M,,, as quais
existem, pela hipotese de indugdo. Tomando § = max {§;;$, } , resulta, da hipéte-
se de indugdo, que, s¢ w é um autovalor qualquer de M, entdo [w | < §. Suponha-
mos que §; = §,. Entdo, pela hip6tese de indugdo, existe x, semipositivo tal que
M,, x; = §; x;. Fazendo & = (%,; 0), resulta Mk = £, o que prova que % é vetor
de Frobenius de M. Do mesmo modo, se §, > §,, tomemos x, semipositivo tal
que M,,x; = §; x,. Fazendo X = (0; x;), resulta Mx = §x. Com isso ficam pro-
vados os itens @ ¢ b do teorema.

Para provar o item ¢ notemos, em primeiro lugar, que 7 — kM sera ndo-sin-
gular com inversa n3o-negativa se e somente se I, — kM,, e I, — kM,, o forem.
Isso decorre do Teorema 4.1. Se essas duas matrizes forem ndo-singulares com
inversas ndo-negativas, existirdo x; e x, ndo-negativos tais que (I, — kM;,)x, >0
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e (I, — kM2,) x, > 0. Multiplicando-se x; por uma constante apropriada, conse-
gue-se (Il —kMu)xl —kM;2 x,>0. LOgOZ

I, —kMy, —kM;, X3
(I ‘—kM)x = 0 12 -—k.Mzz X2 > 0.

De onde se segue, pelo Teorema 4.1, que (I — kM) é nfo-singular com inversa ngo-
negativa. Do mesmo modo se verifica que, se existe um vetor no-negativo x =
= (%;;Xz) tal que (I — kM)x>0,entdo (I —kM,;)x; >0e(I —kMxn)x,>0.

Pela hip6tese de indugdo, I — kM,; e I — kM,; serdo ambas ndo-singulares
com inversa nio-negativa se e somente se as respectivas rafzes de Frobenius fo-
rem tais que k§; <1 e k§; < 1. Como §=max {$,;$, } , fica provado o teorema.

Como coroldrio importante temos o:
Teorema 5.12:  Seja M uma matriz quadrada nio-negativa. Entdo para que I-M
seja ndo-singular com inversa njo-negativa, é necessdrio e suficiente que a raiz de
Frobenius de M seja menor do que 1.

Demonstragdo: Basta tomar k = 1 no Teorema 5.11, c.
54 Sistemas primitivos e cfclicos

Voltemos s matrizes quadradas ndo-negativas indecomponfveis. Uma matriz M
do género diz-se ciclica quando para todo inteiro ¢, M possui pelo menos um ele-
mento igual a zero; primitiva quande existe um inteiro 7 tal que MT > 0. A tftu-
1o de exemplo, a matriz:

0 1

M=
R

¢ ciclica, pois:

1 0

Mt = para t par e Mt = M para r fmpar. J4 a matriz:
0 1 '
0 1]

M =

1

S
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¢ primitiva, pois

1 1
M2 =
12
Teorema 5.13: Seja M uma matriz quadrada primitiva. Se MT > 0, entdo Mt> 0
paratodot > T.
Demonstragdo: Basta provar que MT+1lg positiva e raciocinar por inducdo fini-
ta. Para isso é suficiente notar que MT * 1 = MTM, que toda linha de M7 possui
termos todos positivos'e toda coluna de M pelo menos um elemento positivo, j4
que M é indecomponivel.
Teorema 5.14:  Seja M uma matriz quadrada primitiva. Entdo se X > M é uma
matriz quadrada de mesma ordem, X ¢ primitiva.
Demonstragdo: Basta notar que Xt > Mt para todo inteiro positivo z.
Mostraremos a seguir que a matriz M de insumos do modelo fechado de
Leontief é primitiva. Para tanto precisamos de alguns lemas.

Lema 5.1: Seja M uma matriz quadrada n x n, nio-negativa e indecomponivel.
Entdo:

[+M+M2+ .. +MIF1>9

Demonstragdo: Basta provar que para todo vetor semipositivo x se tem:

(I +M + ... +M™1)yx> 0. Para tanto, notemos que o conjunto { x, Mx, . . .
- Mn‘lxﬂ, M™x } de (n + 1) vetores n-dimensionais ¢ linearmente dependente.
Portanto, como x # 0, algum deles é combinagdo linear dos precedentes. Assim,
para algum inteiro p tal que 2 < p <n:

MPx =a,x +a, Mx+...+ap_1MP'1x
Sejay=(1+M+ ., .+MP-1)x_Entdoy ésemipositivo e:

My = agx+(a; + DMx +...+ (ap.j + DMPIx)

Tomando s=max{ag,a; +1,..., ap, 1+ }, resulta My <sy
Logo, pelo Teorema 4.6: :

{0 <y<@+M+.. . +MD)}
Lema 5.2: Seja M uma matriz quadrada ndo-negativa e indecomponivel com n
linhas e n colunas; ey, e,, . . . , €, 0s unitdrios do R (isto €, os vetores com uma
tnica componente igual a 1 e as demais iguais a zero). Ento, a cada e; correspon-
de um inteiro P; tal que 1 <p; <n e tal que a primeira coordenada de MP'e; seja
positiva.
Demonstragdo: Me; ¢ semipositivo, pois M é indecomFontvel. Logo, pelo lema
anterior, (M + M2 + .. .+ MM ¢; = (I + M +. .. + M™-1) Me; > 0. Isso exige que
para algum inteiro p; tal que 1 < p; < n a primeira coordenada de Mpie,- seja posi-
tiva,
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Lema 5.3: - Sejam B e C matrizes quadradas ndo-negativas n x n, sendo C uma
matriz diagonal, isto é,C = [°1] com cj; = O parai+#j. Entdo, se B + C é indecom
ponivel, B também é mdecomponfvel

Demonstragdo: Pelo Teorema 4.6 basta provar que se x é um vetor semipositivo
e s um ndmero real tais que B x < sx, entfio x > 0, Com efeito, sejam x semiposi-
tivo e s real nessas condi¢tes. Como C é uma matriz diagonal, Cx < rx para algum
r positivo. Logo (B + C) x <(r +s) x. Pelo Teorema 4.6 teremos x > 0, pois B + C
¢ indecomponfvel.

Lema 5.4: - SejaM = B + C, sendo B e C matrizes quadradas nio-negativas, com
C= [°ij] tal que ¢y; = 1 e os demais Cij = 0. Entdo:

mMn+p>(I+B+...+B01)CBP
Demonstragdo: Notemos que CT = C para todo inteiro positivo. Isto posto, por
indugdo finita se prova imediatamente que:

MR>(I+B+...+B%])C
Com efeito, a desigualdade se verifica trivialmente paran = 1, pois M > C. Supo-
nhamos:

MR-l >0 +B+... +BM2)C
Segue-se que:

Mi=B+C)M1>1+B+...+BM])C

Notando que MM * P = MPMP > M1 BP fica provado o lema.

Lema5.5: Seja M = [mj;] uma matriz quadrada n x n, ndo-negativa e indecom-
ponivel, tal que my, = 1 ntao M2n> 0,
Demonstracdo: Basta demonstrar que, para todos os unitirios €;,é€;,..., €y

do R” se tem M?Me; > 0. Com efeito, fagamos M = B + C onde C = [c;;] como
¢y = 1 e comos dema:s ¢ji = 0. Pelo Lema 5.3, B é indecompon{vel. Logo pelo
Lema 5.2 existe um inteiro p; tal que 1 < p; <ne tal que B”’e, tenha a primeira
coordenada positiva. Portanto, CBPie; é semipositivo.Pelo Lema5.1,1 + B + ...+ B0
> 0. Logo, pelo Lema 5.4:

Mn+P >0

Como M é indecompontvel, toda linha de M possui pelo menos um elemento
positivo, o que implica M! x > 0 para todo x > 0 e para todo inteiro nio-negativo
t.Como 1 <p; <n, resulta M?Me;>Oparai=1,2,...,n
Teorema 5.15: Seja M uma matriz quadrada ndo-negativa e indecomponfvel com
pelo menos um elemento positivo na diagonal principal. Entdo M = [m; j] € primi-
tiva,
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Demonstragdo: Podemos supor my; > 0. Pelo Lema 5.5 resulta:
((1/m;;) M*R>0

Logo M21'> 0, o que prova que M é primitiva.

Estamos agora em condi¢Bes de provar o
Teorema 5.16: A matriz M de insumos do modelo fechado de Leontief é primi-
tiva.
Demonstracdo: Pela equagdo (5.2) tem-se M ='A + G onde 4 e G s3o nio-negati-
vas, Pelo Axioma 3 do modelo e pelo Teorema 5.1, M ¢é indecomponitvel. Pelo
Axioma 2, G possui uma linha com termos todos positivos. Logo M possui pelo
menos um elemento positivo na diagonal principal. Pelo Teorema 5.15, M ¢é primi-
tiva.

Demonstraremos agora o teorema do limite expresso pelas equagOes (5.7)
€ (5.8). Para isso precisamos inicialmente do:
Lema 5.6: Seja' M uma matriz quadrada primitiva tal que MT > 0, sendo T intei-
ro positivo; k = 1/§ o inverso da raiz de Frobenius de M; p um vetor de Frobenius
da transposta M’'; rq uma seqiiéncia de inteiros positivos tal que q > T para todo
Indice q. Admitamos que, para o vetor semipositivo y:

lim (kM) @y =v

q—)m
Entdo (p,v)=(p,y)ev>0.

Demonstragdo: Como p é vetor de Frobenius de M’, (kM')tp = para todo inteiro
positivo ¢. Logo (p, (kM)ly) = ((KM")!p, y) = (p, y) para todo ¢. Daf se segue ime-
diatamente que (p, v) = (p, y).

Seja tg=1q—- T. A seqiiéncia semipositiva (kM) Iq y € limitada pois p ¢é posi-
tivo (Teorema 5.10) e (p, (kM)ty) = (p, y) para todo inteiro positivo ¢. Logo
admite uma subseqiiéncia convergente para o vetor semipositivo w. Como Iq=

=T+ tq resulta:

v=&M)Tw>0
Estamos agora em condi¢des de provar o: i
Teorema 5.17: Seja M uma matriz quadrada primitiva; k = 1/s o inverso de sua
raiz de Frobenius. Entdo, para qualquer y semipositivo:

lim (kM)ly = x

t o0

onde % é vetor de Frobenius de M.
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Demonstragdo: Seja p um vetor de Frobenius da matriz transposta M'; % o vetor
de Frobenius de M tal que (p, X) = (p, y). A seqiiéncia semipositiva (kM)y é limi-
tada, pois p > O e (p, (kM)ly) = (p, y) para todo inteiro semipositivo £. Assim, pa-
ra provar que (KM)!y converge para £, basta provar que toda subseqiiéncia conver-
gente de (kRM)?y tende para %.

Com efeito, seja Jq uma seqiiéncia crescente de nimeros inteiros tal que:

tim (kM)Ydy = v

q >
Dessa seqiiéncia é possivel extrair uma subseqiiéncia iq de inteiros positivos
tal que tg 4 ¢ — tq > T para todo fndice q, T sendo um mteuo positivo tal que
MT> 0, cuja existencia é assegurada pelo fato de M ser primitiva. E imediato que:

lim(f(M)to=v

q —> oo
Fagamos q=tq+, Y4 Aplicando (kM) "q i relagdo anterior, resulta:

lim (kM)ta* 'qy = lim (kM)'qv

q—»oo q—>oo
ou, como
t1q=tq+,
€ como:
lim (RM)tq“ y=v
q—> ;
vem: I‘
lim (kM) Qv =v
q—>° :

Como % & vetor de Frobenijus de M, (RM)IQ X = X, Segue-se que, para todo niimero
real s:

lim (kM) @ (X —sv) =X — sv
q -» 00
Para demonstrar o teorema basta mostrar que v = X, isto €, que toda subse-
qiiéncia convergente de (kM)!y tende para £. Com efeito, suponhamos, por absur-
do, que v # X. Pelo Lema 5.6, (p,v) = (r,y)- Como x é o vetor de Frobenius de M
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tal que (p, X) = (p, y), segue-se que (p, v) = (p, X). Logo, se v # X, v é nio-propor-
cional a %. Como % > 0 (Teorema 5.10), conclui-se que, para algum real positivo s,
o vetor £-sv é semipositivo com pelo menos uma coordenada nula. Mas, pelo Lema
5.6, o segundo membro do limite anterior deve ser positivo, isto é, X-sv > 0.
Isso completa a demonstragio do teorema.

Este teorema demonstra a férmula (5.7) do modelo fechado de Leontief.
Para obter a formula (5.8) basta usar 0 mesmo teorema, lembrando que p é vetor
de Frobenius de M'.

5.5 Marx e o problema da transformaciio

Marx conclui, no Livro III de O capital, que pregos e valores nio coincidem numa
economia capitalista. Isso porque a composi¢io organica do capital no é a mesma
em todos os setores e as taxas de lucro tendem a se igualar nos védrios ramos de
atividade. Essa conclus3o o leva a tratar do problema da transformagfo, que por
seu turno compreende dois subproblemas: a) como determinar a taxa de lucro a
partir da taxa de mais-valia; b) como determinar os pregos a partir dos valores. A
maneira pela qual Marx enfrenta o problema est4 longe de ser satisfatoria. Mas é
posstvel dissecd-lo com toda a precisdo usando o instrumental do modelo fechado
de Leontief. Esse modelo fornece uma descrigdo multissetorial rigorosa do sistema
descrito por Marx, onde s6 hd produgdo simples. Supde-se, em toda a andlise, que
a economia se reproduza proporcionalmente numa trajetéria de Von Neumann,

O tratamento correto do problema, devido a Morishima e Seton, estabelece
duas contabilidades separadas, uma em valores, outra em pregos. Os valores
marxistas sio definidos como o tempo socialmente necessirio para a produgio
das diversas mercadorias. Esse tempo se compde do diretamente exigido na produ-
¢do de cada bem mais o indiretamente envolvido nas matérias-primas que integram
a produgdo de cada bem. Usando a notag3o do subitem 5.1, os valores dos diversos
bens indicam pelo vetor v tal que:

v=A'v+c (5.10)
ou seja:
v=(1-A""c (5.11)

Pelos axiomas do modelo fechado de Leontief (I — A4) é ndo-singular com inversa
ndo-negativa, e o vetor de coeficientes de mao-de-obra ¢ > 0. Assim, por essas duas
equagOes, os valores s3o positivos, sendo v = c.

Assim, no exemplo numérico do subitem 5.1, em que ¢ =(0,1;0,1;0,2) e:

0,1 0,1 0,3
A= |04 00 01
03 03 00
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os valores marxistas se expressam pelo vetor:

09 -01 -03|™ 0,1 0,318182
v= —-04 10 -0, 0,1|=0,227273
-03 -0, 1,0 0,2 0,318182

A equagdo (5.11) ¢ formalmente idéntica a equagdo (4.7) de determinagdo
dos pregos no modelo aberto de Leontief, mas seu sentido ¢ diferente. No modelo
aberto de Leontief a produgio ¢ ndo-capitalista, tendo a mio-de-obra como tnico
fator primdrio de produgio, levando os pregos a se determinarem de acordo com a
teoria do valor trabalho. Estamos agora no modelo fechado de Leontief onde os
pregos sdo um vetor de Frobenius da matriz M' = A’ + G'. A equagfio (5.11) ndo
trata de precos, mas de valores tais como definidos por Marx.

Na linha marxista, decomponhamos os valores em trés parcelas, o capital
constante, o capital varidvel e a mais-valia. Na discussdo que se segue, cada uma
dessas parcelas serd indicada por um vetor, cada componente se referindo a um
produto da economia. O capital constante é o valor A'v das matérias-primas em-
pregadas. O capital varidvel, o valor G'v do trabalho utilizado, isto é, tendo em vis-
ta a equagio (5.4):

G'v=(v,m)c (5.12)

A mais-valia é o excesso v—A'v—G'v = (I—A'—G')v dos valores sobre os ca-
pitais constantes e varidveis. Tendo em vista as equagdes (5.10) e (5.12), resulta:

(I-A'-G'yw = (1—(vym))c (5.13)

Comparando-se as duas dltimas equagdes, conclui-se que a relagdo entre
mais-valia e capital varidvel é a mesma em todos os setores da economia. Isso nos
permite, como Marx, definir a taxa de mais-valia (ou taxa de exploragio):

_l_—(m)_ (5.19)
(v.m)

No modelo, o vetor m é a cesta de mercadorias pela qual se adquire uma ho-
ra de trabalho. Logo (v,m) é o nimero de horas de trabatho necessirio a produgao
dessa cesta. Assim, a equagdo (5.14) descreve a génese da mais-valia. Ela € o resul-
tado de técnicas de produgio capitalistas que permitem que uma hora de trabalho
se compre com o que pode ser produzido com menos de uma hora de esforgo hu-

mano.

e=

Das equagdes (5.13) e (5.14) deduzem-se as seguintes expressGes para Os ve-
tores capital-varidvel e mais-valia:
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) 1 .
G'v=
e ¢ (5.15)

e
I+

que mostram que, em qualquer setor da economia, o empregado trabalha uma fra-
¢do 1/(1+e) da jornada de trabalho para si, a fragdo complementar e/(I+€) para o
patrdo,

No exemplo numérico do subitem 5.1, uma hora de trabalho se compra pela
cesta de mercadorias (1; 2; 0) de valor (v;m) = 0,318182 + 2 x 0227273 =
= 0,772728. Assim, pela férmula (5.14), a taxa de mais-valia € igual 2 0,294116.
O quadro a seguir mostra a decomposicio dos valores unitdrios entre capital cons-
tante (A'v), capital varidvel (G'v) e mais-valia (v—A4'v—G'v):

(I-A'-G')v = (5.16)

Produto 1 2 3
Capital constante 0,218182 0,127273 0,118182
Capital varidvel 0,077273 0,077273 0,154546
Mais-valia 0,022727 . 0,022727 0,045454
Valor 0,318182 0,227273 0,318182
Composi¢do orginica do capital 2,832529 1,647061 0,764706
Taxa de mais-valia 0,294116 0,294116 0,294116

Em cada setor, a composi¢do orginica do capital ¢ a relagdo entre o capital
constante e o varidvel. SupSe-se que a economia se esteja reproduzindo segundo
uma trajetéria de Von Neumann. Numa tal trajetéria, as produgSes dos diversos se-
tores se descrevem por um vetor de Frobenius x da matriz M = A + G. Assim, pa-
1a o conjunto da economia, o capital constante ¢é igual a (4v, )2) o capital varid-
vel (G'v, x) e portanto a composi¢do organica média do capital é dada por:

, -

k=—ALX (5.17)

(Gv,x)

Como o vetor de Frobenius ¢ unicamente determinado a menos de uma
constante multiplicativa, a sua escolha é irrelevante para a determinagdo de k.
Note-se que pela equagio (5.10) A'v = v—c e pela equagdo (5.15) G'v = (1+¢) ' c.
Assim, a equagdo (5.17) equivale a:

(1+k+e) (c,%) = (1+€) (v,%) (5.18)

Em nosso exemplo numérico tomemos % = (1,000000; 1,445565; 0,817246)
que, como se viu no subitem 5.1, é vetor de Frobenius de M = A + G. Multiplican-
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do-se as colunas do quadro anterior pelas componentes de X, obtém-se os seguintes
totais:

Capital constante total 0,498747

Capital variivel total 0,315278
Mais-valia total 0,092727
Valor total 0,906752

A composi¢do orginica média do capital € dada por:
K =0,498747/0,315278 = 1,581928.

Vejamos agora a formula de converso de mais-valia em taxa de lucro. Desig-
nando esta dltima por r, j4 sabemos que (I + r) é o inverso da raiz de Frobenius

de M=A +G. Logo:
x=(1+D(A+G)x
Multiplicando escalarmente por v:
@X)=(1+1),(A+G)R)=(1+1) (A" +G")v,%)
pelas equagdes (5.17) e (5.15):
Logo:
(1+e)(v.X) = (1+1)(1+k)(c.,X)
Comparando esta equago com a relagdo (5.18):
(141} 14k) = 1+k+e
e, portanto:
= & (5.19)
que é a famosa formula de Morishima-Seton. Ela foi empregada por Marx, embora
deduzida imprecisamente. Em nosso exemplo numérico em que e = 0,294116 e

k = 1,581928, encontra-se r = 0,113913, exatamente a taxa de lucro de Von
Neumann indicada no subitem 5.1.

Essa formula corrobora duas das principais afirmagSes de Marx: a) a mais-
valia é a origem do lucro, no sentido de que uma economia s6 pode conseguir uma
taxa de lucro positivo se uma hora de trabalho puder ser comprada pelo produto
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de menos de uma hora de trabalho; b) como a composi¢do orginica média do
capital € positiva, a taxa de lucro é inferior 3 taxa de mais-valia.

Vejamos agora como converter valores em pregos. Como se sabe, o sistema
de pregos p é um vetor de Frobenius de M’= A’ + G’, ou seja:

P=(1+1(A’+G)p
Pela equagdo (5.4) G’p = (p,m)c e pela equagdo (5.10) ¢ = (I1-A’)v. Logo:

(I —(1 +DA%)p = (1 + r)(p, m)I — A")v. (5.20)

Como o vetor de Frobenius p s6 é determinado a menos de uma constante
multiplicativa, é preciso submetélo a um critério de normalizagfo. Esse critério
serd expresso pela equagdo:

@, %) =(v, %) (5.21)
a qual exige que a produgdo total da economia tenha a mesma avalia¢do no siste-
ma de precos e de valores marxistas.

Na equagdo (5.20) fagamos(1 +r)(p, m) =A. Pelo Teorema 5.9 a matriz
I — (1 +1)A’ é ndo-singular com inversa nio-negativa. Logo:

p=A(I-(1+DA)'0-A"W

ou, tendo em vista a equagdo (5.21):

_ v,%) ’
P= G oAy TGAy,n 1IN

“1(1-A%V 622

formula que permite a conversdo de valores em pregos. Em trés casos pode-se asse-
gurar que valores e precos coincidem:

a) quando a taxa de mais-valia é igual a zero;

b) quando o capital constante é igual a zero, isto é, quando o capital empa-
tado na produgio é o fundo de salirios;

¢) quando a composigio orginica do capital é a mesma em todos os setores
da economia.

No primeiro caso e =0 e, portanto, pela formula de Morishima-Seton, r =0.
No segundo caso, A = 0. Nessas duas hipOteses a igualdade p = v resulta imediata-
mente da formula (5.22).

No terceiro caso A'v = kG’v, k indicando a composi¢do organica do capital
comum a todos os setores. Logo, pela equagdo (5.4):

A’v =kG’ v = k(v, m)c
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ou, pela equagio (5.14):

k
1+e

Av=
Tendo em vista a equagdo (5.15):

1+k
l1+e

(A’ + G’)v —_
Pela equagdo (5.10), v=A’v +c. Logo:

l+k+e
e ——
l1+e

V=

Pela férmula de transformagdo (5.19), 1+k +e = (1 +r)(1 +k). Logo:

v=(1+1{A’+GW

0 que prova que ¥ é vetor de Frobenius de 4’ + G* ¢ portanto p=v.

Nosso exemplo numérico ndo se enquadra em nenhum dos trés casos e a for-
mula (5.22) fornece p = (Q,327342; 0,226446; 0,308346). A contabilidade em
pregos desdobra p em trés componentes: o custo 4 ’p das matérias-primas, os sala-

rios G’p e o lucro fA’+G’Jp. No exemplo, tém-se:

Produto 1 2 3

Custo das matérias-primas 0,215843 0,125265 0,120847
Salirios 0,078023 0,078023 0,156047
Lucro 0,033476 0,023158 0,031542
Pregos 0,327342 0,226446 0,308436
Taxa de lucro 0,113913 0,113913 0,113913

Multiplicando as colunas deste quadro pelas componentes do vetor de
Frobenius % = (1,000000; 1,445565;0,817246) da matriz M = A + G, obtém-se os

totais para a economia:

Custo total das matérias-primas 0,495683
Total de saldrios 0,318339
Lucro total 0,092730
Prego da produgdo total 0,906752
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Nas duas contabilidades, em valores e em pregos, a avaliagio da produgio
total é a mesma. Esse é um resultado tautolégico, ji que o sistema de pregos foi
normalizado pela equagdo (5.21). Um resultado importante, enunciado por Marx,
¢ que o total das mais-valias é igual ao total dos lucros. Para isso basta lembrar que
o vetor mais-valia é (/ — A’ — G")v e que, portanto, o total de mais-valias é expres-
$0 por:

L=(I-A"-GW,%) =(v,d—A-G)3%).

Como x ¢ vetor de Frobeniusde A + G, X = (1 +1) (A + G) X e portanto:
r
L= T";T_ w.0=7377 (p.%)

‘e como
L=(p,r(A+G)x)=((A"+G") p, %).

O 1ltimo membro desta equagdo € o total dos lucros, igual portanto ao total
das mais-valias.

Por outro lado o total das matérias-primas na contabilidade em pregos ndo é
necessariamente igual ao total do capital constante na contabilidade em valores.
Do mesmo modo, o total de saldrios ndo necessariamente coincide com o total do
capital varidvel. No exemplo numérico apresentado, as diferengas, embora peque-
nas, podem ser percebidas. Assim, a relagdo média lucro/salérios e’ =0,291293
ndo é a mesma coisa que a taxa de mais-valia e a relagio matérias-primas/saldrios
k' = 1,557092 nido ¢ sinénimo de composi¢do orginica do capital. Pode-se de-
monstrar facilmente que r = ¢’ /(1 + k'), formula parecida com a de Morishima-
Seton, mas que ndo estabelece qualquer ligagdo entre os parametros das contabi-
lidades em valores e pregos.

Dentro do sistema dual de contas, algumas férmulas marxistas devem ser
corrigidas. O famoso método de calcular a taxa de lucro dividindo-se a mais-valia
pelo capital total (constante mais varidvel) é vilido para o conjunto, mas nio para
cada setor da economia. Em nosso exemplo numérico, a relagdo entre mais-valia
e capital ¢ igual a 0,076922 no primeiro setor, 0,111109 no segundo, 0,166664
no terceiro, e s0 na média igual i taxa de lucro r = 0,113913. Também ndo é cor-
reto afirmar que o prego de um bem ultrapassa seu valor se e somente se a sua
composi¢do orginica do capital excede a média da economia. Em nosso exerci-
cio numérico, a2 composigdo orginica do capital para o segundo bem é igual a
1,647057, superior 8 média, mas seu prego é menor que seu valor marxista.
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Um resultado & primeira vista impressionante é que os pregos podem ser de-
duzidos dos valores pela seqiiéncia de iteragdes:

pr=(1+1)(A"+G)v
p2=(1+1)(A’+G’)p,

....................

py=(1+0) (A" +Gp;_,;

a seqiiéncia p, convergindo para o sistema de pregos p. Essas iteragSes tém a se-
guinte interpretacdo: em primeira aproximagdo os pregos se calculam multiplican-
do por I + r a soma dos capitais constante e varidvel; em segunda aproximacdo
multiplicando por I +r o que seria a soma dos capitais constante e varidvel se os
valores se exprimissem por p; € assim por diante. Em nosso exemplo numérico
teriamos:

Iteragdo Produto 1 Produto 2 Produto 3
v _ 0,318182 0,227223 0,318182
P1 0,329111 0,227846 0,303795
P2 0,327121 0,225601 0,310201
Ps 0,327318 0,226798 0,307842
Ps 0,327373 0,226320 0,308619
Ps 0,327326 0,226848 0,308383
Ps 0,327348 0,226443 0,308449
p 0,327342 0,226446 0,308346

Na realidade o resultado deriva trivialmente do Teorema 5.17. A se-
qiiéncia construida expressa-se por:

py=(1+0' @' +GH'v.

Pelo Teorema 5.16 a matriz A’ + G’ ¢é primitiva; / + 7 é o inverso de sua
raiz de Frobenius; v é um vetor positivo. Logo, pelo Teorema 5.17. p, conver-
ge para um vetor de Frobenius p de 4' +G’ tal que:

(P, %)=, %)

# indicando um vetor de Frobenius da matriz 4 + G. Pela equagdo (5.21), esse
vetor p é exatamente o sistema de precos do modelo. Se a seqiiéncia de itera-
¢Oes, a0 invés de partir do sistema v de valores marxistas, partisse de qualquer
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vetor semipositivo y tal que (y, &) = (v, &), chegar-se-ia a0 mesmo resultado:
p, convergiria para p.

5.6 Vicissitudes da contabilidade em valores marxistas

Uma proposicio fundamental da teoria do crescimento afirma que uma econo-
mia s6 se expande quando sustenta um excedente da produgdo sobre o consu-
mo. Marx identificou na mais-valia a origem desse excedente: as regras de fun-
cionamento do capitalismo faziam que uma hora de trabalho se comprasse por
menos do que aquilo que o trabalhador produz em uma hora. Assim, a mais-
valia seria a fonte comum do excedente investido, do crescimento e do lucro.

Tal como apresentado no subitem 5.5, o problema da transformagio for-
maliza a tese marxista para uma economia fechada de Leontief. Infelizmente
os pressupostos do modelo sio altamente restritivos: produgio simples (o que
exclui os bens duréveis de capital) e uma Ginica técnica para a produgdo de cada
bem. E interessante examinar que dificuldades surgem quando se tenta estender
a contabilidade em valores para o modelo geral de Von Neumann.

Para tanto designemos por { x + hm, y }um ponto genérico do cone C de
VonNeumann com n bens. Esse ponto indica um processo que, no inicio do
periodo, consome o vetor x de matérias-primas e k horas de trabalho, cada uma
das quais comprada pela cesta de mercadorias n-dimensional m; e que, no fim
do perfodo, produz o vetor n-dimensional y. A cesta m pela qual se compra uma
hora de trabalho é a mesma para todos os pontos de C. O sistema se admite irre-
dutivel e tal que h = 0 implique y = 0: nada se pode produzir sem mo-de-obra.
O multiplicador méximo factivel serd designado por 1 +7, o que significa que
r é a taxa de lucro das trajet6rias de Von Neumann.

Como no subitem 5.5, interessar-nos-€mos apenas por essas trajetérias geo-
métricas de crescimento 3 taxa 7. A possibilidade de associar a cada uma delas
uma contabilidade em pregos ji foi demonstrada no item 3. A todovetor de Von
Neumann { £ + im;  } de C é possivel associar um sistema de pregos p (n-dimen-
sional semipositivo) tal que:

(P, 9) =1+ (p, % +im) (5.23)
(p,Y)<(1+1)(p,x+hm) (5.24)

paratodo{x+hm,y}e C.

Um sistema de valores marxistas associado ao vetor de Von Neumann
{% + hm; y } é um vetor semipositivo v tal que:

v,9)=(,%)+h (5.25)
v,y)<(v,x)+h (5.26)
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paratodo { x +hm; y}e C
v,y-(1+1)(x+hm))=0 (5.27)
(v,m)> 0. (5.28)

A equagdo (5.25) afirma que o nimero de horas de trabalho cristalizadas na
producgio da trajetéria de Von Neumann é jgual ao nimero de horas de trabalho
cristalizadas nas matérias-primas mais as diretamente empregadas na produgio.
Essas horas de trabalho devem representar tempo socialmente necessirio no sen-
tido de Marx, o que justifica a desigualdade (5.26): nenhum processo de produgdo
conhecido permite que o valor-trabalho do que se produz exceda o valor-trabalho
das matérias-primas consumidas mais o tempo de trabalho diretamente empregado
na obten¢do dos produtos. A equagdo (5.27) exige que o excedente de produgdo
ndo utilizado numa trajet6ria de Von Neumann tenha valor marxista nulo. Final-
mente, a desigualdade (5.28) estipula que o valor da cesta de mercadorias pela
qual se compra uma hora de trabatho deve ser positivo.

E interessante particularizar as relagdes (5.25) a (5.27) para os sistemas
matriciais de Von Neumann {4 + G; B}, A indicando a matriz dos consumos das
matérias-primas, G = [m; c;] a matriz dos consumos dos trabalhadores, B a matriz
dos produtos. No caso, o cone de Von Neumann ¢

C={{(A +G)z;Bz}|z>0} ={{Az +(c,z) m;Bz} | z>0}
o que implica x = Az, h = (¢, z), y = Bz. Um vetor semipositivo v tal que (v, m) >0

é um sistema de valores marxistas associado ao vetor de Von Neumann
{(A4 + G) z; BZ } se e somente se:

(B'v,z)=(A'v,2) +¢ (5.29)
B'v<A'v+c (5.30)
v,Bi—-(1+n(A+G)2)=0 (5.31)

A ultima equagio corresponde i igualdade (5.25) tomando-se y = Bz e
% + im = Az + (c, Z) m = (A + G) z. A desigualdade (5.26) traduz-se no caso por
(v, Bz) < (v, Az) + (c, z) para todo z = 0, ou, 0 que ¢ 0 mesmo, por (B’v, z2) <
< (A'v + ¢, z) para todo z > 0. Isso equivale i inequagdo (5.30). Do mesmo modo
se estabelece a correspondéncia entre as equagdes (5.25) € (5.29). Combinando-se as
relagdes (5.29) e (5.30), conclui-se que as componentes de B'v- A'v—c relativas
aos processos basicos efetivamente utilizados na trajetoria de Von Neumann sdo

todas nulas.
Voltando ao caso geral, se ao vetor de Von Neumann{% + /im; y } do cone C

for possivel associar um sistema v de valores marxistas, o problema da transfor-
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magdo se resolve em termos nfo muito diferentes dos apresentados para o modelo
fechado de Leontief. Temos assim:

Capital constante: (v, X)

Capital varidvel: h (v, m)

Composigdo orginica média do capital: k -_-_(.H‘(’v, )‘cm) )

Capital total (constante mais varidvel): K = (v,%x) + (v, m) =(1+k) h(v,m)
Mais-valia total: L = (v,7) =K =(v,y) - (v,x) —h(v,m)=(,¥) —(1+k) h (v,m)

Tendo em vista a equagfo (5.25):
L=Kh(1 —(v,m))

Dai se segue que a taxa de mais-valia e se expressa por:

e= 1 —(v,m)

(v, m)

férmula idéntica i equacgdo (5.14) e que permite exprimir os totais do capital-
varidvel e da mais-valia por:

- . h

(v, m) = P (5.32)

L=—Dhe (5.33)
1+e

Para obter a formula de Morishima-Seton, reescrevamos a equagio (5.27)
na forma:

r(v,x+hm)=(v,9) — (v,X) —h(v, m)

O primeiro membro € a taxa de lucro r vezes o capital total K, igual portanto a
r(1 +k)H(v, m. O segundo membro é a mais-valia total L. Entrando com as
formulas (5.32) e (5.33), obtém-se a relagdo marxista:

r= —l—ik— (5.34)

Como o cone de Von Neumann C é irredutivel, ¥ > 0. Como valores e pre-
¢os sdo semipositivos, estes iltimos podem ser normalizados de modo que:

(p.9)=(v,9) (5,35

ou seja, igualando-se a avaliagdo da produgdo total nas duas contabilidades, a de
valores marxistas e a de pregos. Com essa normalizaggo, é ficil provar que o total
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L de mais-valias € igual ao total P de lucros. Com efeito, este dltimo é expresso
por:

A~ ~ r L3 r 7
P=r(p,x+lun)=‘i'T(P,Y)=l—+r_(V,Y)-

Entrando com a equagdo (5.27):
P=r(v,x+hm)=(v, %) -~ (v,X) —h (v, m)=L.

Resta uma questdo fundamental e que até agora nio foi abordada: a possi-
bilidade associar valores marxistas a um vetor de Von Neumann.

No caso de uma economia estaciondria (r = 0), esse problema de existéncia
resolve-se facilmente desde que se introduza uma hipdtese complementar muito
plausivel e que diz que a economia seria capaz de crescer s¢ os trabalhadores vi-
vessem de brisa, isto ¢, se m fosse reduzido a zero: “existe { X + him; ¥} € C tal
que § > X”.

No caso, os pre¢os associados ao vetor de Von Neumann { X + hm; y } podem
ser normalizados como valores marxistas. Com efeito, tomando r = 0 nas equa-

¢oes (5.23) e (5.24):
®.9) = (p, %) +h(p, m) : (5.36)
(. y) <(p,x) + h(p, m) para todo{ x + hm;y } e C (5.37)
particularizando a desigualdade anterior para o ponto {% + hm; p} de C:
@ 9 <@.X)+h(p,m.

Como ¥ > £, isso implica (p, m) > 0. Tomando:
1
V" pm P

obtém-se (v, m) = 1 e as relagdes (5.36) e (5.37) conduzem imediatamente as ex-
pressdes (5.25) e (5.26). Quanto a equagdo (5.27), como (v, m) = 1 er = 0, ela
equivale 2 igualdade (v, ¥) = (v, X) +h. »

Infelizmente, numa economia ndo-estaciondria nem sempre é possivel en-
contrar valores marxistas para uma trajetéria de Von Neumann. A titulo de exem-
plo, tomemos o sistema matricial com dois bens e trés processos bisicos em que:

05 03 04
01 02 00
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m = (0; 1), ¢ = (0,3; 0,4; 0,5), o que implica:

05 03 04
A+G =
04 06 05

e suponhamos que a matriz dos produtos seja:

1 1 0

|0 0 1
Empregando-se os trés processos bdsicos com as intensidades:
i=(1;1;2,5)

obtém-se uma trajetoria geométrica com taxa de expansdo r = 1/9 por periodo.
Com efeito:

(2;2,5)=Bi= —199—(A +G) 2

Essa trajetoria é um equilibrio competitivo & taxa de lucro r = 1/9 por
periodo ao sistema de pregos p = (1; 1), pois:
10
(1,1, )=Bp=—g—(4"+G)p

Como a matriz A + G é positiva, o sistema é irredutivel. Logo, pelo Teo-
rema 3.7, a trajetéria geométrica encontrada é uma trajetéria de Von Neumann.

A essa trajetoria é impossivel associar um sistema v = (v,, v,) de valores
marxistas. Com efeito, precisariamos ter:

vy = 0,5V1 + 0,1V2 + 0,3

vy =0,3v; +0,2v, +0,4
vy, =0,4v, +0,5

sistema de equagGes de solugdo impossivel.

Ainda que a todo vetor de Von Neumann seja possivel associar um sistema
de valores marxistas, n2o ha como garantir que esse sistema seja Gnico. Além do
mais, a economia pode comportar diferentes valores de Von Neumann cada qual
com seu conjunto, vazio ou ndo de valores marxistas.
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A titulo de exemplo, tomemos o sistema com trés produtos e dois processos
bésicos, onde a matriz 4 de consumo de matérias-primas é:

2 3
A= 0 o
5 4

onde os coeficientes de mao-de-obra sdo ¢ = (1; 1) e onde uma unidade de traba-
Iho se compra pela cesta (1; 2;0), o que leva a:

4
2
4

A+G =

Fon o w!

e onde a matriz dos produtos é:

(44 33
B = |22 22
44 55

Tomando-se Z=(1; 1) e p=(1; 1; 1), verifica-se que:

1,L1(A+G)2=Bi=(7,7;4,4;9,9)
LIA'+G)p=B'p=(11;11)

Como o sistema ¢ irredutivel, estamos diante de uma trajet6ria de Von Neumann
com 10% de taxa de crescimento por periodo. Um sistema de valores marxistas,
no caso, é um vetor v=(vy, vy, va)talquev; +2vo > 0e:

4,4Vl + 2,2V2 + 4,4V3 = 2v1 + 5V3 +1
3,3v; +2,2vy +5,5vy = 3v; +4v; +1

Estamos diante de um sistema indeterminado. Tanto v = (0; 10/22; 0) quan-
to v = (5/9; 0; 5/9) ou qualquer combinagdo convexa desses vetores obedecem
aos requisitos de um sistema de valores marxistas. Num extremo se encontra
(v, m) = 5/9 e uma taxa de mais-valia, de acordo com a equagdo (5.14), e = 0,8.
No outro (v, m) = 10/11 e, portanto, e = 0,1. Ndo hd como decidir se a taxa de
exploragdo é 10%, 80% ou qualquer percentagem intermedidria.

Em suma, a contabilidade em valores marxistas s6 pode ser aplicada a casos
muito particulares do modelo de Von Neumann, como o da economia fechada de
Leontief, em que s6 hd produgdo simples e um unico processo para a obtengdo
de cada bem. No caso geral ndo hd como assegurar nem a existéncia nem a unici-
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dade dos valores marxistas nem dos dois conceitos bésicos que deles se inferem, a
taxa de mais-valia e a composi¢do orginica média do capital. Assim como nfo é
possivel construir uma teoria do capital baseada na idéia do perfodo de produco,
nfo é possivel desenvolver uma teoria do crescimento e do lucro a partir do con-
ceito da mais-valia. Ndo ¢ i toa que Morishima recomenda aos neomarxistas que
desistam da teoria do valor-trabalho.
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6. A teoria de Sraffa
6.1 Sraffa e Von Neumann

Em seu livro Produgio de mercadorias por meio de mercadorias Piero Sraffa, apos
30 anos de reflexdo, apresentou curiosa teoria dos pregos a guisa de Prelidio de
uma critica da teoria econdmica. Pelas deficiéncias de tratamento matemitico, a
primeira parte do livro parece uma mistura mal costurada dos modelos aberto e fe-
chado de Leontief, a segunda um amontoado de heresias econdmicas. Uma leitu-
ra atenta do texto revela, no entanto, que Sraffa procurou resolver um problema
de extremo interesse relacionado ¢com o modelo de Von-Neumann: os efeitos das
variagOes da cesta m pela qual se compra uma hora de trabalho sobre os pregos e
taxas de lucro das trajetérias geométricas de crescimento mdximo.

Comecemos pelo tratamento formal do problema para depois dissecar Pro-
dugdo de mercadorias por meio de mercadorias. Na teoria de Sraffa os trabalhado-
res s3o pagos no fim, e nfo no inicio, de cada periodo, o que exige ligeira adapta-
¢do do modelo de Von Neumann. Para tanto, o ponto genérico do cone tecnolé-
gico C de uma economia com 7 produtos se indicar4 pelo vetor (2n + 1)-dimen-
sional {x; h; y}. Esse ponto indica um processo que consome o vetor x de maté-
rias-primas no inicio do periodo, emprega A horas de trabalho (/4 real nfo-negati-
vo) e produz, no final do perfodo, o vetor y de bens e servigos. As hipéteses quan-
to a esse cone sdo as seguintes:

a) C é um cone convexo fechado;

b) para todo { x; h; y}e C tal que hx = O tem-se y = 0;

c) existe {X;Ai;y }e Ctal quey > .0;

d) existe { X ; ho;yo )} € C tal que yo > Xo;

e) se y » kx para k real positivo e { x; h; ¥} € C e diferente de-zero, entio
x>0.

A primeira hipStese é a especificago usual da produgio com rendimentos
constantes. A segunda afirma que nada se pode produzir sem empregar ao mesmo
tempo mfo-de-obra e alguma matéria-prima. A terceira diz que todos os bens po-
dem ser produzidos. A quarta postula que o sistema seria capaz de crescer geome-
tricamente a uma taxa positiva se os trabalhadores vivessem de brisa. A quinta, fi-
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nalmente, admite que C seja irredutivel. Mais adiante essa hipOtese serd substitui-
da por outra que decompde os bens em bdsicos e nfo-bisicos, na linha de Sraffa.

Indiquemos pelo vetor n-dimensional m o consumo por homem-hora em-
pregado. Se a economia opera no ponto {x;h;y } de C, a produgio que sobra pa-
ra servir de matéria-prima no periodo seguinte é igual a y—hm. Como estamos ope-
rando com uma economia fechada, s6 sdo factiveis os pontos de C tais que
y—hm = 0. Suporemos que os trabalhadores ndo tentem consumir nem o impos-
sivel nem todo o capital da economia, isto é, que exista um ponto {x’; A’; '}
€ Ctal que y’ — h' m > 0. Isto posto definamos:

Cm) =[ [x;yhm] | [x;hsy] € €5 y—hm>0]

Verifica-se imediatamente que ({m) é um cone de Von Neumann. Designemos por
(1 +r) o seu maior multiplicador factivel. Temos o seguinte:

Teorema 6.1: Seja{%; § — hAm}um vetor de Von Neumann de C(m). Entdo exis-
te um vetor semipositivo p tal que:

® =01 +1)(p, %) + h(p. m) (6.1)
@, y) < (1 +1(p,x) +h(p, m), para todo {x;h;y}e C 6.2)

A demonstragdo é idéntica & do Teorema 3.5. Basta tomar os conjuntos
n-dimensionais:

H={y——hm(l+r)x | [x;h;y] eC}
L={zeR"| 2>0}

e observar que H e L, além de convexos, sfo disjuntos, sem o que (1 +7) ndo seria
o maior multiplicador factivel de C(m). O teorema de separagdo indica a existén-
cia de um vetor semipositivo p que satisfaz & desigualdade (6.2). Particularmente
essa desigualdade para o vetor de Von Neumann {%; y—Am}de C (m) e lembrando
que, por hipétese, y—hm > (1 + 1) £, obtém-se a equago (6.1).

E imediato que p é um sistema de pregos competitivos para a trajetéria de
Von Neumann definida pelo vetor { £; $—Am } de C(m). O salirio por homem-hora
¢ o valor w da cesta de mercadorias m a esse sistema de pregos, isto é:

w =(p, m). (6.3)

Designemos agora por 1 + R o multiplicador miximo factivel do cone de Von
Neumann C(0), isto é, aquele que descreveria o funcionamento da economia
caso os trabalhadores vivessem de brisa (m = 0). R > 0 pois, por hip6tese, existe
{X0; ho; Yo} € C tal que yo > x,. Seja{x; ¥}um vetor de Von Neumann de
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C(0), normalizado de modo a se ter A = 1, isto ¢, a descrever um processo que em-
pregue exatamente um homem-hora. Isso é o mesmo que dizer que {£; 1;7}e C e:

§> (1+R)X. (6.4)
Como R > 0 e C é irredutivel, § > £ > 0. Sraffa denomina o acréscimo
¥ — X > 0 “renda nacional padrio”, elegendo-o como unidade de valor. Em suma,

para qualquer C(m), os pregos de equilibrio / para uma trajetéria de Von Neu-
mann sio normalizados de modo a se ter:

@ y%=1 (6.5)

Dai pode-se deduzir uma desigualdade que desempenha papel fundamental
na teoria de Sraffa. Particularizando a inequagfo (6.2). para o ponto { £; 1; 7 } de
(&

EN<@Em+A+)(, %
ou, entrando com as relagdes (6.3) e (6.5):

1<w+r(p,%).

Do mesmo modo, multiplicando escalarmente por 5 a desigualdade (6.4) e no-
tando que (p, ¥—=%) = 1:

R@p,%)<1.
Como p é semipositivo e X > 0 (pois C(0) é irredutivel), (p, X) > 0. Dai se segue
que,para0<r<R:

r2R(1-w) (6.6)

relagio que apelidaremos “desigualdade de Sraffa”. Para o caso da produggo sim-
ples, em que ((0) corresponde ao sistema matricial de Von Neumann {4, I}, 4 de-
signando uma matriz quadrada nio-negativa e I a matriz identidade de mesma or-
dem, a desigualdade anterior se transforma em equagfo. Sraffa incorretamente ge-
neraliza a igualdade r = R (1—w) para o caso geral de produgfo miiltipla.

No caso dos sistemas matriciais com q processos bésicos:

c= {{Az(c.2); Bz} | zeR$} 6.7

A indicando a matriz nx q de consumos de matérias-primas, ¢ o vetor q-dimen-
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sional positivo de coeficientes de mfio-de-obra, B a matriz n x q da quantidades
produzidas. Tem-se agora:

C(0) = {{AzBz} | zeR} (6.8)
C(m) ={{Az;Bz—(c,z)m} | ze R}; Bz>(c,z)m} (6.9)

Indicando por AZ; BZ — (¢, £)m um vetor de VonNeumannde C(m), e por
1 +r o multiplicador méximo factivel desse cone:

B> (1+1)AZ+(c,Z)m. (6.10)

Pela desigualdade (6.2), 3 ‘trajet6ria de Von Neumann definida por esse vetor cor-
responde um sistema p de pregos competitivos tal que, para todo z 2 0:(p, Bz—
—(1+1) Az) — (p, m) (c,2) = ((B' — (1 + 1) A)p—wc, z) < 0, ou, equivalente-
mente

B'p<(l1+nA’ p+we (6.11)

relagfo que afirma que nenhum prbcesso bésico permite que se obtenham lucros
a taxas maiores do que r, ao sistema de precos p. Multiplicando-se escalarmente

por p a desigualdade (6.10), por £ a inequagdo (6.11) e comparando os resulta-
dos:

@' p,2)=(1+1(A"p,2) +w(c,2). (6.12)

Das duas ultimas relagSes se conclui, como de praxe, que os processos bésicos
efetivamente utilizados na trajetéria de VonNeumann geram a taxa de lucro .
Para esses processos, as componentes de B’ § ‘sfo iguais as de (1 +r)A4’ p + we.

A renda nacional padrio é agora (B—A)Z, {AZ;BZ} indicando um vetor
de Von Neumann de C(0) normalizado de modo a se ter K = (¢, Z) = 1. Como o
valor da renda nacional padrfo € arbitrado igual a 1 para qualquer sistema de

(3, (B-A))=1]. (6.13)

Esta andlise é uma estilizacio de Produgdo de mercadorias por meio de mer-
cadorias. Valem, nesse sentido, algumas observagGes.

Primeiro, o exercfcio é muito pouco conclusivo. De fato, o livro de Sraffa s6
¢ interessante na parte relativa 3 produgo simples. Para o caso geral da produggo
maltipla, Sraffa tenta obter resultados contundentes. Infelizmente esses resultados
s3o o fruto de erros de economia e de matemdtica, que serfo salientados mais
adiante.

Segundo, a hip6tese de que C seja irredutfvel é economicamente indigesta.
Ela ¢ aceitdvel no modelo de VonNeumann que inclui como insumos as mercado-
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rias consumidas pelos trabalhadores. Assim, para fabricar ago ¢ preciso teares, ndo
porque estes Gltimos entrem nos altos-fornos das siderdrgicas, mas eles s3o indis-
penséveis para a fabricago dos tecidos que vestem os operdrios. Contudo, no mo-
delo de Sraffa o consumo dos trabathadores nfo se inclui em C. Esse problema é
reconhecido no capftulo 2 de Produgdo de mercadorias por meio de mercadorias.
Sraffa tenta soluciond-lo decompondo os produtos em dois grupos, os bisicos e
os nio-bésicos. Os primeiros sdo os que entram direta ou indiretamente na produ-
¢do de todas as mercadorias, isto é, como insumos de qualquer vetor de Von Neu-
mann de C(0). O que Sraffa no consegue explicar é por que numa economia sem
consumo h4 produtos bésicos. Afinal, hd servigos pessoais que se produzem apenas
com mio-de-obra, sem que se use qualquer matéria-prima. Isso nfo apenas viola
a hip6tese de irredutibilidade, viola o préprio tratamento de C(0) como cone de
Von Neumann.

H4 uma maneira de contornar esse impasse da irredutibilidade: admitir que
no vetor-insumo x do ponto {x; h;y} de C ji esteja embutido o consumo de sub-
sisténcia dos trabalhadores e que m represente o consumo adicional, quando a
economia se torna capaz de crescer. Sraffa cogitou dessa solugdo, mas, lamenta-
velmente, ndo a adotou. E ficil, todavia, reinterpretar sua teoria nesses termos
bem mais palatdveis.

Com o conceito de “renda nacional padrdo™ Sraffa tratou de decifrar uma
velha charada ricardiana: encontrar uma mercadoria que se reproduzisse consumin-
do mio-de-obra mais uma fragdo dela prépria. Tal mercadoria permitiria que se
determinasse a taxa de lucro m4xima da economia independentemente do sistema
de pregos: R seria a taxa de reprodugdo ffsica dessa mercadoria-padrdo. Sraffa des-
carta a hipdtese de que qualquer mercadoria individual atenda a esse requisito,
mas encontra a solugio numa mercadoria composta, um vetor de Von Neumann
{%;h;7} de C(0), normalizado com h = 1. Com efeito, no caso R ¢é o maior real
tal que § > (1 +R)X.

Como R > 0 e C(0) é irredutivel, §—X > 0, o que lhe garante o status de
numerério aceitdvel. Qualquer sistema de pregos p é semipositivo e indeterminado
por uma constante multiplicativa. Assim, é sempre possfvel normaliz4-lo tomando
(p, §—%) = 1, na linha de Sraffa. Apenas é essencial notar que a renda nacional
padrao, construida para m = 0, nada tem a ver com a renda nacional efetiva
¥ — % para m # 0. O vetor-padrio de Von Neumann em C(0) € escolhido de modo
a se ter h = 1, o que garante que w = (p, m) ¢ a participagdo dos saldrios na “ren-
da nacional padrdo”, Mas isso nfo significa que w seja também a participagdo dos
saldrios na renda nacional efetiva j—% em C(m). Assim, a renda nacional padrao
¢ apenas um numerdrio arbitrariamente escolhido. Sraffa reconhece, no capftulo
5 de Produgao de mercadorias por meio de mercadorias, que o sistema-padrio €
construgdo puramente auxiliar, embora indispensével para a aferi¢@o dos saldrios.
aprimeira parte da afirmag¥o € correta. A segunda se deve a um erro de concepgdo:
Sraffa jamais explicita o consumo m por homem-hora e freqiientemente parece
imaginar que m seja uma fragio w da renda nacional padrio y—£. Obviamente
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ndo hi nenhuma razdo para que m seja proporcional ao vetor adicionado j—%
de uma trajetoria de VonNeumannde C(0). E a matemdtica de Sraffa ndo o leva
a perceber que, ainda que m = w(¥—X), ndo se pode assegurar a igualdade
r = R(1—w). Voltaremos a esse assunto mais adiante.

Sraffa, de fato, comete um erro tipico de quem nio se sente i vontade com
o modelo de Von Neumann: suas equag3es de pregos sempre se referem ao cone
C(m), mas as de quantidades se voltam para C(0). Na realidade, Produgao de mer-
cadorias por meio de mercadorias pretende determinar o sistema de pregos, a taxa
de lucro 7 e os processos efetivamente utilizados a partir de apenas dois parime-
tros: a taxa méxima de lucro R e a participagdo w dos saldrios na “renda nacio-
nal padrio”. Como veremos mais adiante, isso é absolutamente impossivel no ca-
so da produgdo multipla.

Apesar dos intmeros defeitos, o livro de Sraffa, além de fazer época entre
os economistas de esquerda, contém muita coisa interessante. Nos subitens que se
seguem trataremos de dissecd-lo em pormenores.

6.2 O modelo de produgio simples

A primeira parte de Produgio de mercadorias por meio de mercadorias, cuida de
indidstrias com um s6 produto e capital circulante, isto é, de sistemas de Von Neu-
mann do tipo material { A;7/} onde A é uma matriz quadrada n x n e ] a identi-
dade de mesma ordem: cada inddstria produz um Gnico bem por uma Gnica tec-
nologia.

O primeiro capftulo do livro trata das economias de subsisténcia, isto €,
que s3o apenas capazes de se reproduzir com crescimento zero. Nesse capftulo,
Sraffa embute na matriz A o consumo dos trabalhadores. A descrigdo é o modelo
fechado de Leontief com raiz de Frobenius igual a 1 para a matriz indecomponi-
vel A. A taxa de lucro é igual a zero e, como se viu no subitem 5.5, os pregos po-
dem ser normalizados como valores marxistas.

A partir do segundo capftulo, Sraffa admite que a economia seja capaz
de gerar um excedente sobre os meios de subsisténcia e af retira o consumo dos
trabalhadores da matriz A. Os bens sdo decompostos em dois grupos: os g primei-
ros denominados bésicos, os n-g tGltimos considerados ndo-bésicos. Sraffa caracte-
riza essa decomposi¢io com trés hipGteses:

a) os produtos ndo-bisicos nfo entram como insumos na produgio dos bésicos;
b) toda tecnologia consome pelo menos um produto basico;

¢) se x > kAx para x semipositivo e k real positivo, entdo a produgdo de todos os
bens bésicos é maior do que zero.

A primeira hip6tese implica a apresentago da matriz 4 na forma:

An A
0 An
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onde 4,, e A sdo matrizes quadradas com g e ng filas, respectivamente, A se-
gunda hip6tese exige que toda coluna das matrizes A, e A, possua pelo menos
um elemento positivo. A terceira hip6tese leva 3 conclusio de que A,; é indecom-
ponfvel. Com efeito, suponhamos A;; =, < sx, para s real e x; semipositivo.
Como toda coluna de A, possui pelo menos um elemento positivo, segue-se que
s> 0. Logo, tomando k = 1/s,x; > kA x,. Tomando x = (x,, 0), Ax=
= (A X1, 0) e portanto x > kAx para k real positivo e x semipositivo. Logo,
pela terceira hipotese , x; > 0. Segue-se, do Teorema 4.6, que a matriz A,; ¢
indecompontvel,

E ficil verificar que os multiplicadores factiveis do sistema de Von Neu-
mann { A; I} sdo os mesmos do sistema bdsico { 43 ; lg}- Se k é um multiplica-
dor factfvel desse sistema bésico, existe x; semipositivo tal que x; = kA, x;;
tomando-se x = (x,; 0) no sistema total, segue-se que Ax = (A,; X,; 0) e por-
tanto x » kAx. Reciprocamente, suponhamos que k > 0 seja um multiplicador
factfvel do sistema {4 ;I}. Entdo, existe um vetor semipositivo x = (x,, X,) tal
que x 2 kAx, isto é:

x1 2 k(A x; +Agz X3)
X2 >4 kAn Xz,
A terceira hip6tese mencionada implica x; > O e a primeira das desigualda-

des em questdo acarreta x; = kA, X,, 0 que prova que k é multiplicador facti-
vel no sistema biésico.

Pelo que se viu no item 5, se a matriz 4,, é indecomponivel, o sistema de
Von Neumann{ A4,;; Ig } é irredutivel e seu multiplicador factivel miximo € o in-
verso da raiz de Frobenius de A,,. Assim, se os trabalhadores viverem de brisa,
isto é, se m = 0, o sistema se expandird geometricamente com taxa de cresci-
mento e de lucro

R=1/§-1 (6.14)

§ indicando a raiz de Frobenius de 4,,. A titulo de exemplo, tomemos uma eco-
nomia com trés produtos onde:

A=[064 0 1
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Os dois primeiros produtos so bésicos e o terceiro nfo-bdsico. O sistema bdsico
tem por matriz de insumos: ‘

0 1
Ay =
064 0

com raiz de Frobenius § = 0,8 (note-se que § ¢ inferior a raiz de Frobenius 0,9 da
matriz total A). Assim, a taxa mdxima de ucroé R =1/0,8 — 1 = 25%.

Designemos por ¢ = (c;; c;) o vetor de coeficientes de mfo-de-obra. Pelo
que foi visto no subitem 6.1, a renda nacional padrio serd um Vetor @ =Z — AZ
tal que { AZ; 7 } seja vetor de Von Neumann do sistema {4;7} e (c,2) = 1. Sraffa
impde a condigdo de que a renda nacional padrio s6 contenha produtos bésicos,
isto é, que Z = (Z,; 0). Isso exige que Z, seja o vetor de Frobenius da matriz 4;,
normalizado pela relagdo (c,, Z;) = 1. Pelo que se viu no item 5, esse vetor de
Frobenius ¢ unicamente determinado, pois 4,; é indecomponivel. Isso isenta de
qualquer ambigiiidade a defini¢do de renda nacional padrdo. (Sraffa, no capitulo
5 de Produgdo de mercadorias por meio de mercadorias, também demonstra a seu
jeito a unicidade do sistema-padrdo). Note-se que 0 = (4, ; 0) = ((I-A;)Z;; 0)
€ que An Z, = (l + R)-lzl . Logo, como (C] , Zl) =1:

6.15)

(c,0)=(c1,5)=(1-(1+R) M) (c;,Z)) = 1+ R

Em suma, @, é o vetor de Frobenius de 4,, normalizado pela equagdo (6.15).
Em nosso exemplo numérico suponhamos que os coeficientes de mao-de-obra se-
jam expressos pelo vetor:

¢=(0,1; 0,2;0,3)

A renda nacional padrdo s6 deve incluir os dois primeiros produtos, que so
os bisicos, em quantidades @, e @7, tais que:

0 1 i, a,
=08
0,64 0 0, ﬁ2
0,25
0,14, +0,20, = = 0,2
1,25

encontra-se assim a renda nacional padrdo 0 = (0,769231; 0,615385; 0).
Tomemos agora o caso em que o consumo por homem-hora se descreve pelo
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vetor semipositivo m. Normalizando Z na desigualdade (6.9) de modo a se ter
(c, ) = 1 resulta:

Z>(1+)Az+m.

Como m ¢ semipositivo,Z também é semipositivo e Z > (1 + r) AZ. Sendo 1+1> 0,
isso implica que a produgdo Z, de bens bdsicos seja estritamente positiva. Daf
resulta, pelas relagoes (6.11) e (6.12):

Pr=(+1) A"y Py + Wy . (6.16)

o vetor g-dimensional p, indicando o sistema de pregos dos produtos bdsicos. A
equagdo iguala o prego de cada produto bdsico ao custo dos insumos capitalizado
pela taxa de lucro mais o custo da mio-de-obra.

Multiplicando escalarmente ambos os membros da equagdo anterior por
7} 1.

G1,0)=Q +0) (A’ P1,0) + Wey, 8) =1 +1) (P, Ay §;) +
+w(c'laul)o

Como (1 + R)™ € maiz e i#; vetor de Frobenius da matriz Ay,, 4y, @ =
(1 +R)_lﬁ1.

Logo:
(31, 0) =1 +R)7 (1 +0) (1,0,) +w(c1,T)]

Sraffa normaliza os pregos igualando a 1 o valor da renda nacional padrio,
isto é, tomando (p, 0) = (p,, uy) = 1. Isto posto, e tendo em vista a relagdo
(6.15), resulta que 1 = (1 +R)™" (1 + 1 + wR), ou seja:

r=R(1-w) 6.17)

que é a famosa igualdade de Sraffa. Produgdo de mercadorias por meio de mer-
cadorias chega a essa relagdo por um raciocfnio muito simples: a renda nacional
padrdo é uma fragdo R dos insumos, pois essa a taxa 4 qual se expande a merca-
doria-padrdo; assim, se os saldrios absorvem uma fragdo w da renda nacional pa-
drio, resta uma fragdo (1-w) de R para remunerar aqueles insumos, os quais
representam o capital da economia. Infelizmente o raciocinio é errado. Efetiva-
mente w ¢é a fragdo dos saldrios na renda nacional padrdo, j4 que esta tltima foi
eleita como numerério. Contudo, 7 é a taxa de lucro de um sistema que n3o neces-
sariamente gera a renda-padrdo. O erro ndo tem conseqiiéncias no caso da produ-
¢do simples, mas é fatidico no caso da produgdo miltipla.

O sistema de pregos dos produtos bésicos é unicamente determlnado No
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caso em que w=0, a equagio de Sraffa d4 r=R e a equagio (6.16) se transforma
em p; =(1 +R)A';;p;. Segue-se que p,, nesse caso, é o vetor de Frobenius de
A’y tal que (Py, i3)=1. Se 0<w< 1, r <R. Logo a matriz (1 +r)A4'y; terd
raiz de Frobenius (1+1)(1+R)™' <1, Pelo Teorema 5.10. e, a matriz
Ig — (1 +r)A’y, seré nfo-singular com inversa positiva. Logo, pela equagdo (6.16):

pr=wlg—(1+DA';;) " . (6.18)

Em nosso exemplo numérico a taxa de lucro r e o sistema de pregos (p; ; p2)
dos produtos bésicos variam em fungdo de w como se indica na tabela a seguir:

w r P1 D2

0 0,25 0,650000 0,812500
0,2 0,20 0,646939 0,816327
0,4 0,15 0,643750 0,820313
0,6 0,10 0,640426 0,824468
0,8 0,05 0,636957 0,828804
1,0 0,00 0,633333 0,833333

E tentador estender a equagio (6.16) aos produtos nio-bésicos e escrever
a equacfo geral de determinagdo dos pregos:

p=(1+nA'p+ we. (6.19)

Essa equagdo ‘é correta se todos os nio-bisicos forem produzidos, deduzin-
do-se da mesma maneira que sua irma (6.16). H4, no entanto, duas ressalvas im-
portantes.

Primeiro é possivel que alguns produtos nio-bisicos nem entrem no vetor
m de consumo por homem-hora nem nas matérias-primas necessérias & produgdo
dessa cesta de consumo. Tais nio-bisicos nio serdo produzidos, obrigando-nos a
reformular a equagdo (6.19) na forma:

p<{1+1Ap +wc (6.20)
a igualdade se verificando apenas para aquelas componentes de p correspondentes

aos bens efetivamente produzidos. Assim, em nosso exemplo numérico, se os tra-
balhadores nido consomem o terceiro bem, pode-se apenas escrever:

ps<(1+1)(p; +p'2 +09p3) +0,3w.

Para w = 0,6 obtém-se p; < 179,138340.
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E claro que no exemplo anterior nio haveria inconveniente em arbitrar
p3= 179,138340 e respeitar a equagdo (6.19). H4, no entanto, uma possibilidade
mais incomoda; a de que a equagdo (6.19) ndo tenha solugSes positivas para deter-
minados valores de 7 no intervalo [O, R]. Isso acontecerd sempre que a raiz de
Frobenius de A for superior a (I + R) ™!, que é o maior autovalor positivo de sua
submatriz bisica 4;;. Em nosso exemplo numérico, se os trabalhadores conso-
mem alguma quantidade positiva, infima que seja, do terceiro bem, a equagdo:

ps=(1+1)(p; +p2 +0,9p3) + 0,3w.

deve dar um valor positivo para p;. Isso exige r < 1/9 e portanto w > 5/9.

Pode-se questionar a utilidade de se listarem no modelo bens que nfo sio
produzidos. A resposta é simples: o conjunto de bens produzidos depende da cesta
m de consumo por homem-hora. E o objetivo implicito da teoria de Sraffa é justa-
mente examinar os efeitos das variagSes de m sobre os pregos e taxas de lucro da
economia.

Assim, para usar tranqiiilamente a equagdo (6.19) é preciso introduzir uma
hip6tese complementar nfo verificada em nosso exemplo numérico: a de que a
raiz de Frobenius de 4 seja igual a (1 + R) 1. Isso é 0 mesmo que dizer que na
decomposi¢do:

a raiz de Frobenws de A;, é menor ou igual i de Ay;. Em termos econémicos
isso equivale a supor que é o consumo de produtos bisicos que limita a taxa de
reprodugdo dos nio-bésicos.

Adotaremos daqui por diante essa suposicio, a qual nos permite determi-
nar os pregos pela equagdo (6.19), qualquer que seja 0 <1 <R. Note-se que
p > wc, que é positivo. Logo p > 0, o que indica que nio pode haver sobras nio
utilizadas de qualquer bem. Isto posto, as quantidades produzidas dos diversos
bens, normalizadas com (¢, Z) = 1, determinam-se pela equagdo:

i=(1+0)Az +m. (6.21)

Da produgdo bruta Z, a parcela AZ destina-se a repor o consumo de matérias-
primas. Como tomamos (c , Z) = 1, conclui-se que:

a=i-Ai=(1-A)2 (6.22)

¢ a renda nacional efetiva por homem-hora.
Um ponto que. Sraffa ndo percebeu, e que é a origem de imensas confusGes
em Produgdo de mercadorias por meio de mercadorias, é que o valor (p , i) dessa
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renda efetiva por homem-hora ndo necessariamente coincide com o valor (p, &)
- da renda nacional padrdo, arbitrado igual a 1. A titulo de exemplo, tomemos uma
economia com trés produtos onde a matriz de insumos é dada por:

=)
=}
oo
[ 5]

1,62
0
0

onde os coeficientes de mao-de-obra se descrevem pelo vetor ¢ =(0,1;0,1;0,1) e
onde o consumo por homem-hora é m=(0 ;0 ; 1). A raiz de Frobenius, tanto de
A quanto de sua submatriz basica, é igual a 0,72, de onde resulta R = 7/18. Resol-
vendo a equagio z=(1 +r)Az+m com (c,Z) =1, encontra-se r=1/9 e
2=(5;4;1). Como r=R(l —w), seguese que w=5/7. Pela equagdo
p=(1 + )A'p + wc determina-se p = (25/70 ; 25/70 ; 5/7).

A renda nacional efetiva por homem-hora é dada pelo vetor
u=(I-A)z=(0,5 ;0,4 ; 1). Seu valor, ao sistema de pregos p, é:

®,0)=72,5/70
excedendo em cerca de 3,6% o da renda nacional padrdo. Assim, a participa¢do
dos saldrios na renda nacional efetiva nfo é 5/7 mas 500/725 = 20/29.
6.3 A redugio a quantidades datadas de trabatho
O capitulo 6 de Produgdo de mercadorias por meio de mercadorias é o mais inte-
ressante do livro de Sraffa. Para compreendé-lo, tomemos como ponto de partida
o caso em que 1= 0. Os pre¢os, que no caso se confundem com os valores marxis-
tas, sio dados por:

v=(I1-A")"1tc.
Como a raiz de Frobenius da matriz A é menor do que 1, 7/ — 4 é nio-singular
com inversa nio-negativa (Teorema 5.12) e, de acordo com o teorema de intera-
¢do provado no subitem 4.3:

v=c+A'c+A%c+.. . +Atc+. ..
Multiplicando escalarmente por x:

v,x)=(c,x)+(c,Ax) +(c,A%x) +...+(c,Atx)+... (6.23)

Essa equagdo tem uma importante interpretagdo econdmica. Ela iguala o
valor marxista da mercadoria (simples ou composta) x, produzida no periodo
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T, 4 soma de uma série cujos termos s3o as quantidades datadas de trabalho cris-
talizadas na produgdo de x. Com efeito, (c, x) ¢ a quantidade de trabalho direta-
mente empregada no periodo T'; (¢, Ax) o nimero de homens-hora usados no pe-
riodo T — 1 para produzir as matérias-primas Ax necessdrias 4 produgio de x;
(¢, A%x) a quantidade de trabalho empregada no periodo T — 2 para produzir
as matérias-primas A%x requeridas para a obten¢do de Ax no perfodo 7 - ] e
assim por diante.

Para 0 <1 <R os pregos costumam diferir dos valores marxistas. Pela equa-
¢d0 (6.19):

p=-Q+nDA) 'we

Como (I +r)A’ tem raiz de Frobenius menor do que 1, essa expressdo pode ser de-
senvolvida em série:

p=w(c+(+nDAc+...+Q+DtA'tlc+..)
ou, multiplicando escalarmente por x:
G.x)=w((c,x)+ (1 +1)(c,Ax)+...+ (1 +Dl(c,Atx)+...).(6.24)

A comparagdo dessa equagdo com sua irma (6.23) mostra por que pregos e
valores marxistas podem diferir. Os valores agregam diretamente as quantidades
datadas de trabalho. Nos pregos, a quantidade de trabalho de ¢ perfodos atrds entra
na série multiplicada pelo fator:

at=w(1+r)t

ou,comor=R (1 — w):

R-r
= R (l"‘l’)t

Esse fator é fungdo da taxa de lucro r, alcangando seu méximo para

expressdo que Sraffa explicita ap6s ilustrar com gréficos as varia¢des de a, com r.

As variagGes de precos com a taxa de lucro r explicam-se pelo fato de as
quantidades datadas de trabalho entrarem na formagio de precos com pesos que
variam em fungdo de r. Sraffa observa que a redugdo da mercadoria padrdo dd uma
série perfeitamente regular em que cada termo de trabalho é igual ao que o prece-
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de em data multiplicado por (I +R). Com efeito, sendo (I + R)™! a naiz de x
um vetor de Frobeniusde 4, (c, At~ 'x)=(1+R) (c, A tx).

Como exemplo mais complicado, Sraffa imagina dois produtos que diferem
apenas em trés dos termos datados de trabalho. Um deles, a, tem excesso de 20
unidades de trabalho aplicadas oito anos antes, enquanto o outro, b, tem excesso
de 19 unidades aplicadas no presente ¢ uma unidade aplicada 25 anos antes. O
produto g pode ser imaginado como o vinho envelhecido, o produto » como o
velho carvalho transformado em mével. A diferenga de pregos é:

Pa—Pp = 20w(1 +1)® —w(19 + (1 £ 1)*%).

Tomando R =25%, e portanto w =1 — 4r, Sraffa desenha a curva p; — pp,.
A diferenga entre o prego do vinho envelhecido e do mével aumenta A medida que
a taxa de lucros se move de O para 9%, cai entre 9% e 22%, para subir novamente
entre 22% e 25% como na figura 6.1.

Pa —Pb
5% 10% 15% 20% 25% T
Figura 6.1
Pa —Pb
Figura 6.1
Py~ Py
| 5% 10% 15; zo; e

Com esse exemplo Sraffa conclui que os movimentos de pregos em fungio
‘de r podem ser bastante irregulares e complicados. Dois resultados importantes,
porém, podem ser obtidos.

Primeiro, para qualquer mercadoria ou cesta de mercadorias x, a relagdo
(p.x)/w é fungdo crescente de 7, como se deduz imediatamente da equagio
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(6.24). Como r=R(1 — w), segue-se que o inverso w/(p, x) é fun¢do crescente
de w. Esse é um resultado fundamental obtido por Sraffa: se a participagdo dos
trabalhadores na renda nacional padrdo cresce, o poder aquisitivo do salério por
homem-hora também cresce em termos de qualquer mercadoria ou cesta de pro-
dutos. Em suma, um aumento de w efetivamente significa a melhoria do padrdo de
vida dos assalariados.

Um aumento de w provoca o aumento de alguns pregos e a descida de
outros. H4, no entanto, uma restrigdo sublinhada por Sraffa: 1% de aumento de w
provoca menos de 1% de aumento no prego de qualquer produto. Para a demons-
tragdo, basta lembrar que w/(p, x) é fungdo crescente de w, qualquer que seja a
cesta de mercadorias x.

6.4. Producdo conjunta

Nos capitulos 7 a 10 de Produgdo de mercadorias por meio de mercadorias, Sraffa
tenta estender o seu modelo a produgio conjunta. Infelizmente a falta de equipa-
mento matemiético ai leva a resultados lamentdveis. Sraffa, que parece ter desco-
berto o modelo de Von Neumann por conta prépria, s6 trabalha com sistemas ma-
triciais, o que em si ndo constitui pecado. Mas suas matrizes sdo sempre quadradas,
hipdtese que arbitrariamente iguala o niimero de processos basicos ao niimero de
produtos. E, o que é pior, escreve equagdes onde deveria escrever desigualdades,
esquecendo que, numa economia auto-reprodutiva, pode haver tecnologias anti-
econdmicas e subprodutos ndo utilizados.

Sraffa erradamente afirma que a taxa mdxima de lucro do sistema de Von
Neumann A4, B (onde A e B sio quadradas) é o menor real R > 0 tal que a ma-
triz B — (I + R)A seja singular. Isto posto, a renda nacional padrdo é o vetor
(B-A)Z,ondeZétalque(B - (1 +R)A)Z=0e(c, Z) =1. Sraffa admite a pos-
sibilidade de a renda nacional padrio ter algumas componentes negativas, mas isso
ndo o assusta: a mercadoria-padydo seria entendida como um sistema de débitos e
créditos.

Para taxas de lucro 0 <r <R Sraffa transforma a desigualdade (6.11) em

equacdo:
B'p = (1+r)A'p + wc (6.25)

normalizando os pregos de modo a que o valor da renda nacional padrdo seja igual
al,isto é:

(p,(B-A)Z)=1. (6.26)

Com essas hipoteses chega-se facilmente 4 igualdade de Sraffa. Multiplicando
escalarmente por Z ambos os membros da equagdo (6.25):
[(p.BD)=(1+1)(p,AZ) +w]
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entrando com a equagdo (6.26) e com BZ =(1 + R)AZ chega-se imediatamente a
r=R(1-w).

E claro que tudo isso é muito bisonho, pois nem R é o menor real positivo
que anula o determinante de B — (I + R)A, nem a desigualdade (6.11) pode ser
transformada automaticamente em equagdo. Como contra-exemplo, tomemos o
sistema matricial de Von Neumann:

4 4.8 6 7
A= B = C=(2 ,1)
4 5,6 6 8

Como o primeiro processo reproduz os dois bens a taxa de 50% por periodo
e o segundo d4 taxas de reprodugio de 45,8% para o primeiro bem e 42,9% para
o segundo, é imediato que a taxa mdxima de lucro do sistema é R = 50%. Assim,
as trajet6rias de Von Neumann s6 usam o primeiro processo. Assim, a renda nacio-
nal padrdo seria (B — A)Z para Z=(0,5 ;0), ou seja, (B —A)Z=(1;1). Na ma-
temidtica de Sraffa, R seria a menor raiz positiva da equagdo de t(B — (1 +R) A) =
3,2R? —~2,4R+0,4=0, ou seja, R=25% Teriamos (B —(1+ R)A)ZI=0 e
(c,Z)=1 para Z=(1;-1). A renda nacional padrdo seria o estranhissimo
(B -A)Z=(-0,2 ;-0,4), um numerdrio inconsistente com um sistema de pregos
nfo-negativos.

O teorema que afirma que qualquer sistema matricial admite trajetérias de
Von Neumann que usem no miximo tantos processos bisicos quantos forem os
produtos da economia nada ajuda no caso, Com efeito, os processos usados variam
conforme a cesta m de consumo por homem-hora empregado. O sistema matricial
que se segue ilustra muita coisa que Sraffa nfo percebeu na sua anlise da produ-
¢do miltipla.

0 08 0,85 1 0 1
A B = ¢ =(02;02;0,1).
8 0 0,85 0 1 1

Estamos diante de um sistema irredutivel. Assim, todo equilibrio competiti-
vo é uma trajetéria de Von Neumann.

Como de praxe, comecemos com os trabalhadores vivendo de brisa, isto é,
m=0. Tomando Z=(2,5;2,5;0) e p=(1 ;1),obtemos B = 1,25A%, B’p < 1,25A'p
e (p, (B — 1,25A)Z) = 0. Dai se conclui que R =25% e que a renda nacional pa-
drao (B — A)Z=(0,5 ;0,5) usa apenas os dois primeiros processos.

Fagamos agora m = (0,65 ; 0,65). O consumo por homem-hora ¢é agora 1,3
vezes a renda nacional padrdo, o que nos permite escrever w = 1,3 antes de saber o
sistema de pregos. Se a economia s6 conhecesse os dois primeiros produtos, terfa-
mos r=R(1 — w)=-7,5%. Contudo, o emprego exclusivo do terceiro processo
‘permite que se atenda 3 demanda final por homem-hora 7 com uma taxa de lucro
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10% ao periodo. Com efeito, tomando 2=(0;0;10), p=(1;1), w=1,3 ¢
r=0,1, verificam-se as condigGes de equilibrio (6.10) a (6.13). O exemplo mostra
que a desigualdade (6.6) ndo pode ser automaticamente convertida em equagio no
caso da produg¢do miiltipla, nem quando o consumo por homem-hora é uma fragdo
da renda nacional padro. Note-se que a renda nacional efetiva(B —A)z=(1,5;1,5)
¢ o triplo da renda nacional padrdo. Assim, os saldrios, embora representem 1,3
vezes a renda nacional padrio, s6 correspondem a 0,4333 da renda nacional efetiva.
Note-se também que o sistema se mantém em equilibrio para qualquer sistema de
pregos p=(p1 , p2) tal que p; +p, =2¢0,861386 p; < p, < 1,160920p, . Nao
ha, pois, no caso, como determinar o sistema de pregos.

Tomemos agora m = (0,145 ; 1,085). Encontra-se um equilibrio competitivo
novamente com r=10% e w =1,3 paraZ=(0 ;0,5 ; 9), isto ¢, usando o segundo e
o terceiro processos. Os pregos de equilfbrio sdo p; =0,925532 e p, = 1,074468.
Tomando m=(1,085 ;0,145), continua-se com r=10%, w=1,3 mas os pregos se
trocam e Z=(0,5 ;0 ;0,9). Em suma, do exemplo se tiram trés conclus3es a res-
peito do modelo de Sraffa com produgdo ¢onjunta: a) a relagdo r =R (1 — w) nfo
¢é necessariamente verdadeira; b) nem sempre se pode assegurar a unicidade dos
pregos de equilibrio; ¢) para determinar os processos efetivamente utilizados nfo
basta conhecer R, r e w: é indispensdvel especificar a cesta m de consumo da mo-
de-obra.

A indeterminagdo dos pregos de equilibrio pode propagar-se ao proprio w,
isto é, a proporgdo dos saldrios na renda nacional padrdo. A titulo de exemplo, to-
memos o sistema matricial:

0, 1 0,85 1 0 1
A= B = ¢ = (0,2;020,1).
064 0 085 0 1 1

Para w = 0 apenas os dois primeiros processos sdo utilizados. Encontra-se
R = 25% e a renda nacional padrio i = (0,555556 ; 0,444444). Suponhamos
agora que a cesta de consumo dos trabalhadores seja, como no exemplo anterior,
m = (0,657;0,65). Tomando-se Z = (0 ;0 ; 10), ou seja, utilizando apenas o ter-
ceiro processo, encontra-se um equilibrio competitivo, comr = 10% e com qual-
quer sistema de pregos (p; ; P2 ) e salérios tal que:

0,555556p; + 0,444444p, = 1

w = 0,65(p1 + pz)
0,704p, + 0,2w=p,

1,1py +0,2w>p,

Num extremo encontramos p; = 0,981176, p, = 1,023529, w = 1,303059.
Noutro, p; = 0,844660,p, = 1,194175;w = 1,325243. O exemplo mostra que,
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no caso de produgio conjunta, nio se pode sequer afirmar que a cesta m de con-
sumo por homem-hora determine a fragdo w dos salirios na renda nacional padrdo.
Em suma, nfo apenas a relagdo r = R(1 — w) é errada no caso da produgfo, mas
¢ impossivel, por qualquer fungdo, determinar w apenas a partir de R e r. Por
outro lado, um aumento de w nio mais significa um aumento de bem-estar dos
trabalhadores. )

Sraffa ndo percebe a maioria desses problemas, enchendo de erros imperdoa-
veis os capitulos 7, 8 e 9 de Produgdo de mercadorias por meio de mercadorias.
Entre os poucos acertos, Sraffa assinala que a queda da fragdo w dos saldrios na
renda nacional padrdo nio necessariamente implica que os saldrios caiam em rela-
¢do ao prego de todas as mercadorias; observa que o método da redugdo a quanti-
dades datadas de trabalho ndo se aplica 4 produgdo conjunta; e conclui, por um
raciocinio imperfeito e complicado, o que ji foi demonstrado no subitem 5.6:
nas economias estaciondrias (r = 0) os pregos sdo proporcionais aos valores
marxistas.

O capftulo 10, que trata do capital fixo, € menos pretensioso e por isso mes-
mo mais interessante. Sraffa nota que o principal interesse da produgdo conjunta
estd menos nos exemplos familiares de 13 e carne de carneiro, ou trigo e palha,
mas nos bens duréiveis de capital. Uma méquina de idade ¢ que entre num proces-
so de produgio sai desse processo como uma miquina do mesmo tipo e idade
t + 1, ao lado dos outros produtos obtidos. A descrigdo dos processos, em suma,
¢ a do modelo de Von Neumann.

Sraffa trata de reconciliar a sua férmula matricial de determinagdo do pre-
¢o das miquinas com o cldssico principio segundo o qual o prego de equilibrio de
um bem durével é o valor atual da seqiiéncia de receitas liquidas por ele proporcio-
nadas. A reconciliagio é muito simples. Numa economia auto-reprodutiva, a uma
méquina que dure T perfodos devem corresponder T processos, efetivamente utili-
zados, o t€Simo deles usando, entre os insumos, o tipo de mdquina com idade r — /
e gerando, entre os produtos, 0 mesmo tipo de méquina com idade ¢. Os processos
podem ser normalizados de modo a utilizar exatamente uma méquina nas diversas
idades. Assim, o equilibrio dos pregos no modelo de Sraffa exige:

(PO+M0)(1+I)+ Cl Rl +P1

(Pl +M1)(l+l') +C2 Rz +P2

(6.27)

(PT_: + Mt_z) (1 + l') + CT—! = RT-l + PT—I
Pry + M) 1+ 1) +Cp Rt

onde P; é o prego da méiquina com idade ¢ ; My o valor dos insumos que acompa-
nham essa miquina; Cy,; o custo da mao-de-obra, pago no fim do periodo; Ry,
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as receitas liquidas do processo, excluido o valor residual Py, da miquina.
A receita liquida proporcionada pela miquina no perfodo r é dada por:
Lt = Re—Ci— M

entendendo-se que C, = Ry = 0. Dai se conclui, com os algebrismos de praxe,
que:

Po = Lo+ (1+07 'L, +(1+D 7L +...+(1+0 Ty

que ¢é a férmula usual da matemitica financeira. Sraffa limita-se a tratar das m4-
quinas com eficiéncia constante durante a vida util, isto ¢, aquelas em que
M; = My, R¢ = R¢.1, C¢ = Cq_y. Nesse caso, tomando as primeiras diferengas
nas equagdes (6.27):

Py =Py = (1+0) @y —Py,y).

As méquinas depreciam-se em ritmo constante se r = 0. Para r > 0 as deprecia-
¢Oes crescem em progressdo geométrica de razdo 1 +7, a mdquina de idade ¢ va-
lendo:

T _ t
P, = P, Q4+l —(1+1)

a+nT-1

que & a solugdo da equagio Py, — Py = (1 +1) (P —Py_,) com condigdo inicial
P, e terminal Py = 0. Sraffa ilustra a férmula com vérios grificos.

No capftulo 11 de Producdo de mercadorias por meio de mercadorias, Sraffa
tenta introduzir em seu modelo o problema da renda da terra. Algumas equagOes
ricardianas s3o corretamente apresentadas, mas Sraffa se esquece do ponto princi-
pal: com terras escassas é impossivel manter uma economia fechada em crescimen-
to geométrico e com taxa de lucro constante. O problema da renda da terra é mui-
to importante, mas n3o se encaixa em modelos de economias auto-reprodutivas
com rendimentos constantes, como o de Sraffa.

6.5 Reversibilidade nos métodos de produco

No dltimo capftulo de Produgdo de mercadorias por meio de mercadorias, Sraffa
volta A produgo simples, mas admite que se conhegam vérios processos para a fa-
bricagdo de cada produto. O problema ¢é determinar, para cada taxa de lucro 7 no
intervalo [0, R], o processo utilizado para a obtengo de cada produto. Apesar
das confusOes habituais, a andlise de Sraffa chega a resultados corretos.
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Pelo que vimos no subitem 6.4, o conhecimento de 7 nde basta para determi-
nar os processos efetivamente utilizados quando h4 produgfo conjunta. Uma mes-
ma taxa de lucro pode originar diferentes combinacGes de processos, dependendo
da cesta de mercadorias m de gbﬁsumo por homem-hora empregado. No caso da
produggo simples, porém, o problema pode ser resolvido independentemente do
conhecimento de m, ainda que haja vérios processos para a produggo dos diferen-
tes produtos. Para r = R a matriz dos processos efetivamente utilizados deve ter
raiz de Frobenius (I + R)~!.Para 0 <r <R a desigualdade r > R (1 — w) assegu-
ra w> 0. Isto posto, pode-se abandonar a renda nacional padrdo, pouco- dtil no
caso, e normalizar os pregos tomando-se w = 1.

Com essa normalizagdo, as equagOes do modelo de Sraffa equivalem s do
modelo aberto de Leontief com a matriz dos insumos multiplicada por ( 4:7). A
sele¢do dos processos mais econdmicos se faz como no teorema da no-substitui-
¢do discutido no subitem 4.5.

Ilustremos o problema com dois exemplos.

Exemplo 1. Tomemos o sistema matricial

A= B = c =022

H4 dois processos para a produgfo do primeiro bem, o primeiro usando mais capi-
tal e menos mao-de-obra do que o segundo.

Para w = 0 obtém-se R = 25% usando o segundo processo para a fabrica-
¢30 do primeiro bem. Para taxas de lucro na faixa 0 < r < 25% a utilizagdo desse
processo implica que o sistema de pregos (p; , P, ), normalizado com w = 1, seja
determinado pelas equacdes:

08(1+rnp, +2 =p,

08(1+np:1 +2=p,

2

ou”ja)pl =p = -
1-0,8(1+r1)

O primeiro processo nio é utilizado, o que exige que, para esses valores de p, € p,
se tenha:
0,85(1+0p, +15"p,;
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o que se verifica para r > 1/9. Parar < 1/9 o primeiro produto passa a ser fabrica-
do pelo primeiro processo, 0 que exige:

085(1+np, +1 =p,

08 (1+np, +2'=p,

08 (1+np, +2 >p,
a Gltima relagio exprimindo que o segundo processo nio ¢ utilizado. Obtém-se:

_1+170+n | _2+08(1+1)
1-068(1+0*  —  1-068(1+0?

No ponto de reversio do primeiro para o segundo processo, isto é, para
r = 1/9, os dois grupos de féormulas ddo p; = p, = 18. '

O resultado nZo é surpreendente. O primeiro processo, que usa mais capital
e menos mJo-de-obra, é o escolhido para taxas de lucro mais baixas. O segundo
é empregado para 1/9<r<1/4. '

Exemplo 2. Consideremos o sistema matricial:

0 1 1 0 1 0 0 o0}
A=]|064 0 0 0799 B=|0 1 0 0
o 0 0 o0 0 0 1 1

com coeficientes de mfo-de-obrac = (1 ;2;3,33;3).

Os dois primeiros produtos sfo bésicos, o terceiro nio-bisico. Como cada
produto bisico € fabricado por um Gnico processo, obtém-se R = 25%e

_1+1.28(1+1) P, = 2+ +1)
Il 2 =
1-0,64(1+1)? 1-064(1+1)?

o produto ndo-basico pode ser obtido por dois processos, que indicaremos pora e
b. Conforme o processo usado, o prego do bem ser4:

Psa = (1+1p, + 333
psp = 0,799(1 +1)p, +3
O processo utilizado serd aquele que der menor prego para o bem em ques-
tio. Notemos agora que:
- 0,2698(1+ r)? — 0,598 (1 +r) + 0,33
1-064(1+1)?*

P3a —P3db
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H4 agora dois pontos de reversfo para 0s quais py; — P = 0:1; = 3,72%
er, = 17,92%. p, — pp € negativo para valores de 7 entre esses dois pontos, o que
significa que o processo a é o utilizado para taxas de lucro entre 3,72% e 17,92%.
O processo b é o escolhido ou para taxas muito baixas (0 <r < 3,72%) ou muito
altas (17,92% <r < 25%).

O interesse do exercicio é exemplificar a possibilidade de pontos de reversio
maltiplos, a qual é notada por Sraffa. Esse € o golpe de misericordia na tentativa
da escola austrfaca de associar a cada processo um “periodo de produgio™ e de
afirmar que, quanto menor a taxa de lucro, mais longos os processos escolhidos.
A valer essa teoria, o processo 2 do exemplo seria, a0 mesmo tempo, mais longo €
mais curto que o processo b.
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7. 0 modelo de Von Neumann com consumo dos capitalistas
7.1 A dinimics da producfo e dos pregos

Ao admitir que os capitalistas reinvistam todos os seus lucros, o modelo de Von
Neumann (¢ seus casos particulares, como o modelo fechado de Leontief) intro-
duz uma simplificagSo nfo adotada por Marx. Assim, um reexame fiel dos proble-
mas discutidos em O Capital exige que se reformule o modelo de modo a contem-
plar o consumo dos capitalistas. ‘

Como no item 3, designaremos por {x;y} um ponto genérico do cone de
Von Neumann C. O vetor insumo x incorpora as cestas de subsisténcia entregues
aos trabathadores e o cone C obedece aos trés axiomas enunciados no subitem
3.1.

Uma parte ¢, _ ;| daproduglio y, _ | obtida no final do perfiodo #-1 ¢
agora absorvida pelo consumo dos capitalistas. Da sobra y; _ | —c; _ 1 retiram-
se o8 insumos x; a serem utilizados no perfodo ¢, os quais incluem os meios de
subsisténcia dos trabalhadores. Assim, a condigfo de factibilidade se expressa pela
desigualdade vetorial:

X Syr_1-¢_1 (7.1
onde sempre se admitird:
0<¢_1<y_1. (7.2)

No inicio do perfodo ¢ — 1 os capitalistas contratam o que irfio consumir no
fim do: perfodo ao sistema de pregos pf entfo previsto para o inicio do perfodo ¢.
O vetor c;_ 1 ¢ decidido em fungfio desse sistema de pregos ¢ da renda Rf _

esperada para o perfodo ¢ -1:

Rf 1 =@f.ye—1)—(@t-1,%-1) (1.3)
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Admite-se que o valor esperado do consumo dos capitalistas seja uma fragdo
1—-sdesuarenda (0 < s < 1). Isso implica:

ct—1=RE_y 1) -4

onde o vetor f (pf ) é uma fun¢do continua do sistema de pregos esperado e onde

(BE c¢p) = (1 —9)Rf_ | , ou seja:
g fPE))=1—s. (1.5)
Obviamente s = 1 sempre que Rf _ 1 for negativa, jd que ¢, = 0.

Descrevamos agora o funcionamento da economia competitiva. No inicio do
perfodo ¢ o mercado fixa o sistema de pregos p; pelo qual se vende a parte
Y¢_ 1 —¢¢— 1 da produgdo do periodo anterior ndo consumida pelos capitalis-
tas. Em fungfo de py, do sistema de pregos pf , | esperado para o inicio do perio-
do 7 +1 e da taxa de lucro 7§ esperada para o periodo ¢, os produtores escolhem
um ponto factivel {x;; y;} do cone de Von Neumann. Além da desigualdade
(7.1), as condig0es de equilfbrio competitivo so as seguintes:

Poyt—1—c—1-x) =0 (7.6)
4+ 1YY = A+ (py, X ()
(Pf+ 1Y) < (1 +1f)(py, x) para qualquer {x;y}e C (7.8)
EPt’QO) =@+ 109 = 1 (7.9)

A equagdo (7.6) indica que o valor da parcela y; _ ; — ¢y _ j — x; da pro-
dugdo ndo utilizada do periodo anterior é igual a zero. A igualdade (7.7) indica
que o valor esperado da produgiio do perfodo ¢ é igual ao valor dos insumos
aumentado pela taxa prevista de lucro. A desigualdade (7.8) estabelece que, aos
sistemas de pregos p; e pf, 1, nenhum ponto do cone de Von Neumann pode
proporcionar rentabilidade esperada superior a r§ Finalmente, a equagdo (7.9)
normaliza os pregos tomando como numeririo a cesta de mercadorias q, > 0.
Teorema 7.1: Dado osistema de pregos pf, ; esperado para o inicio do pe-
riodo ¢ + 1, a produgdo V¢ — 1 herdada do periodo ¢t — 1 e o consumo ¢; _ ; dos
capitalistas no inicio do periodo £ (0 < ¢; _ | < y¢ _ ), existe pelo menos um
equilibrio competitivo para o periodo ¢. Qualquer equilibrio competitivo maxi-
miza o valor esperado (pf + 1, yr) da produgo entre os pontos factiveis de C.

A demonstragdo ¢ idéntica 3 do Teorema 3.3. Basta aplicar 0 teorema de
Kuhn e Tucker & maximizag¢do de (pte+ I ¥yt) com as condigﬁes{xt; i) € Ce
X¢ S Yt-1-C-1
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A demonstragio de existéncia de trajetérias de equilibrio com perfeita
previsdo ¢ bem mais complicada, pois nesse caso ndo mais se pode tomar ¢; _ j
como dado. Cuidaremos de um caso particular do problema no subitem 7.2,
ao tratar das trajetdrias de equilfbrio competitivo com crescimento geométrico.

7.2 As trajetorias de Morishima-Von Neumann

Pesquisemos a existéncia de trajetdrias geométricas de equilibrio competititvo
no modelo de Von Neumann com consumo dos capitalistas. Numa tal trajeto-
ria, dita de Morishima-Von Neumann, o sistemai de pregos p e a taxa de lucro
r mantém-se constantes no tempo, sendo objeto de perfeita previsio. As quan-
tidades fisicas expandem-se geometricamente i taxa g. Assim, se no perfodo
de 0 a economia opera no ponto 0 #{X;¥} do conede VonNeumann C, no
perfodo 7 se terd xt =(1+@)% e y; = (1+gY%. Do mesmo modo, desig-
nando por ¢ o consumo dos capitalistas no final do perfodo 0, ¢; = (1 +g)tc.
A condi¢fo de factibilidade (7.1) exprime-se agora por:

y-¢—-(1+gx = 0. (7.10)

Do-mesmo modo, as relages (7.6) a (7.9) substituem-se por:

(py—-¢-(1+gx) =0 (7.11)
@9 =Q0+)(p,%) (7.12)
(p.y) < (1+1)(p,x) para qualquer{x;yte C (7.13)
(P, gy =1 (7.19)

onde q, > O € a cesta de mercadorias escolhida como numerdrio.
Pela equagdo (7.3), a renda dos capitalistas no periodo 0 € igual a(p, ¥ — £).
Supde-se que essa renda seja positiva:

@®y—-% >0 » (7.15)

e que o consumo dos capitalistas, no final do perfodo 0, seja expresso pelo equiva-
lente 2 equacfo (7.4):

¢ =(@y-%f@ ' (7.16)

onde a fungo vetorial continua f(p) > O é tal que para qualquer sistema de pre-
¢os p:

(p.fp) = 1-s. 7.17)
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Temos que demonstrar que existem: um ponto {X ¥} # 0 do cone de Von
Neumann C; um sistema de pregos semipositivo p; e dois reais nio-negativos, a
taxa de expansdo fisica do sistema g e a taxa de lucro 7, que verifiquem as rela-
¢Oes (7.10) a (7.16). Para a demonstragdo suporemos que C seja irredutivel
com multiplicador méiximo ,factivel kK > 1. Essa tltima hiptese é indispen-
sivel para que o sistema possa crescer geometricamente com renda positiva
para os capitalistas. A suposicdo de que C seja irredutivel exclui do modelos os
bens de luxo que servem exclusivamente a classe capitalista. Ela implica que tra-
balhadores e capitalistas consumam os mesmos bens, ainda que em quantidades
per capita muito diferentes e, como tal, representa uma hip6tese restritiva. Vale
lembrar, todavia, que o modelo se assenta em virias outras hipOteses extrema-
mente restritivas: a) a hora de trabalho se compra por uma cesta fixa de merca-
dorias; b) os capitalistas poupam uma fra¢do invaridvel s de sua renda; c) a fun-
¢do consumo dos capitalistas é continua ainda que os pregos de determinados
bens caiam a zero.

Para demonstrar a existéncia de trajetérias de Morishima-Von Neumann,
provemos inicialmente o:

Lema 7.1: Para que um ponto 0 #{X;y}e C, um sistema de pregos semipositi-
vo p tal que (p,qy) = 1 e uma taxa de lucro positiva 7 definam uma trajetéria
de Morishima-Von Neumann é necessério e suficiente que:

y—(Q+s)x —r(p,x)f(p)<0 (7.18)
1(p,X)>0 (7.19)
(p,y) <(1 +r1)(p, x) para todo {x, y}e C. (7.20)

Em particular, em toda trajet6ria de Morishima-Von Neumann:
g = sr (7.21)
isto é, a taxa de expansfo fisica do sistema € igual 4 taxa de lucro vezes a propen-

330 a poupar dos capitalistas.

Demonstragcao: Suponhamos que 0 # {X,¥), .p, r e g satisfacam as relag¢Ges (7.10)
a(7.16). A desigualdade (7.20) é reprodugido da (7.13). Pela igualdade (7.12) con-
clui-se que (p,¥ —X)=r(p,&). Assim, a inequagdo (7.15) implica a desigualdade
(7.19). Além disso, pela expressao (7.16):

¢ = 1(p.X)f(p) (7.22)
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Levando essa expressdo 4 equagdo (7.11) e lembrando que (p, f(p)) =1 —s
(P, y)=(1+g+r(1-9)(p, %)

Lembrando que (p, X) > 0 e que, pela equagdo (7.12), (p, §) = (1 + 1) (p, %),
segue-se a relagdo (7.21), g = sr. Introduzindo na relagfo (7.10) esta Gltima
express3o e a relagdo (7.22), obtém-se a desigualdade (7.18).

Reciprocamente suponhamos que 0 #{X, y}€ C seja um ponto do cone de
Von Neumann, p um sistema de pregos semipositivo ¢ 7 uma taxa de lucro que veri-
fiquem as relaces (7.18) a (7.20). (Supde-se p normalizado por (p,q,) = 1.)A
desigualdade (7.13) reproduz a relagio (7.20). Dela se segue, em particular,
(p, ¥) <(1 + 1) (p. %). Multiplicando escalarmente por p a desigualdade (7.18) e
lembrando que (p, {p)) = 1 — s, obtém-se (p, ¥) = (1 + 1) (p,X). Chega-se assim a
equagdo (7.12), (p, ¥) = (1 + 1) (p, X). Daf se segue que (p, ¥ — %) = r(p, X) eade-
sigualdade (7.15) decorre da inequagdo (7.19). Tomando & = r(p,X)f(p) e
g = s, verificam-se as relagBes (7.16) e (7.10), esta tltima como coroldrio da de-
sigualdade (7.18). Finalmente, como §y — ¢ - (1 + @k =9 —r(p, %) f(p) —
(1 +sr) X, resulta (p, § — € — (1 +g)X) =(p,y) — (1 +1) (p,X) =0, 0 que prova
a equagdo (7.11).

Passemos 2 demonstragdo da existéncia das trajetorias de Morishima-Von
Neumann. Suponhamos inicialmente que a propensio a poupar dos capitalistas
seja positiva e menor do que 1 (0 <s < 1). A cada sistema de pregos p, isto
é, a cada vetor m-dimensional semipositivo tal que (p,qy) = 1 associemos
o cone 2m-dimensional:

K(p)=1{sx +(p,x) f(p); sy +(p, x) f (D[ {x;y}e C

Verifica-se facilmente que X (p)) é um cone de Von Neumann. Seu maior multi-
plicador factivel serd indicado por 1 +gj,.

Para a demonstragdo dos cinco lemas que se seguem basta supor que o cone
de Von Neumann C tenha . multiplicador factfvel miximo k = 1, dispensando-se a
hip6tese de irredutibilidade.

Lema 7.2: Para todo sistema de pregos p, 0 <gp <k — 1.

Demonstragido: Por hip6Gtese existe {X 57} € C tal que ¥ 3> £, sendo {X;§}+ 0. Logo,
sy + (p.X) f(p) = sX + (p.X) f (p) # 0, 0 que prova que 1 é multiplicador factivel de
K (p). Logo gp =0.

Reciprocamente, seja {skp +(p.Xp) f (p); s9p + (P.Xp) f (p)} umvetor de Von
Neumann de X (p). Ento, como syp, +(p.Xp) f(p% >(1+gp)(skp + (pxp) £ (D)),
e como g, =0, segue-se que sg?p> 1+ gp)si'( . Logo, como s >0, para algum
{%p- Pp}pertencente a C e distinto da origem, ¥, > (1 +gp)xp. Segue-se que 1 +gp
¢ multiplicador factivel de C, o que implica gp k-1
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Lema 7.3: Seja{p,}— p uma seqiiéncia convergente de sistemas de precos; g um
ponto de aderéncia da seqiiéncia gp,,. Entdo, g<g,.

Demonstragdo:  Seja {sty +(pp, %n) f (Pn);Pn + Pn.Xn)f (Pn)} um vetor de
Von Neumann de K (pp) normalizado por [Pnll = 1. Pelo Lema 7.2, yp 2 X, ¢

portanto]jxp||< 1. Como p,, ¢ semipositivo € (pp,qp) = 1 e como 0 <gp, <k 1,
a sequéncia (3, + 1)-dimensional { £y, ;. P 8p,,}é limitada. Logo, dela se pode

extrair uma subseqiéncia convergente para {%.9,p.g } sendoj|y||= 1. Por defini¢io
de vetor de Von Neumann:

syn +(Pn’in) f(Pn) =(1+ gpn) (Sin + (Pn,in) f(Pn))

Lembrando que f (p) é contfnua e passando ao limite:
sy +(p.X) f(p) > (1 +g) (sk +(p,X) f(p))

Como C ¢ fechado, {£;9} € C. Logo, pela desigualdade anterior I +g é um multi-
plicador factivel de K (p). o que prova que g< &

Designemos agora por F (p) o conjunto dos vetores m-dimensionais semipo-
sitivos v, tais que (v,qy) = 1 e:

(v, sy +(p,x) f(p)) <(1 +gp) (v, sx + (p, x) f (p)); para todo x #y e Cou
equivalente:

s(v,y)<s(1 + gp) (v,x) + g (p, x) (v, f(p)) (7.23)

Para todo {x;y } € C F (p) é o conjunto dos sistemas de pregos competitivos v para
as trajetérias de Von Neumann de X (p), normalizados com (v,qo) = 1.

Lema 7.4: Para cada sistema de pregos, F (p) é convexo e nio-vazio.

Demonstragdo: Pelo Teorema 3.5 F (p) e ndo-vazio. Verifica-se trivialmente que
se v’ e v” so vetores semipositivos que respeitam a desigualdade (7.23), sendo
(v’,q5) =(v”, go)= 1, entdo, para qualquerreal 0<a<1,v=(1 —a)v’ +av” res-
peita a desigualdade (7.23) e (v,q,) = 1, sendo v semipositivo.

Lema 7.5: A aplicagdo p —~ F (p) é semicontinua superiormente.

Demonstragdo: Sejam {p,}>p e {v,}>v seqiiéncias convergentes de vetores
m-dimensionais positivos, tais que(py, go)=1 e v, € F (py) para todo n. Temos
que provar que v € F (p).
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Com efeito, pela desigualdade (7.23), para todo n:
$(Vp, ¥) <s (1 +gp) (v, X) + 8py, (Pp, X) (Vp, £ (p)) para todo {x;y}e C

Pelo Lema 7.2, a seqiiéncia{gp,, } € limitada. Dela extraiamos uma subseqiéncia
convergente para g. Por passagem ao limite:

(v,y) <s(1 +g) (v,x) +g(p,x) (v.f(p) ) para todo{x;y}€C
Pelo Lema 7.3, g< gp- Logo:

s(v, Y)<s(1+gp)(v,x) +g, (v, f(p)) paratodo {x;y} € C
0 que prova que v € F (p).

Lema 7.6: Seja C um cone de Von Neumann com multiplicador méximo factivel
k > 1; f(p) uma fungdo vetorial continua e nfo-negativa tal que (p,f(p)) = 1—s,
para todo p semipositivo tal que (p/q,) = 1, sendo g, >'0 e 0 <s < 1. Entdo
existem: um ponto 0 # {X; ¥} do cone de Von Neumann C;um vetor semipositivo
p tal que (p, q5) = 1; € um real nfo-negativo 7, tais que:

V- +s)x—-1(p,x)f(p)=>0
(p,y) <(1+1)(p, x) para todo {x;y}e C

Demonstragio: Pelos Lemas 7.4 e 7.5 e pelo teorema do ponto fixo de Kakutani,
existe p semipositivo tal que (p, q) = 1 e p € F (p). Fazendo gp=gep=vma
desigualdade (7.23):

s(p,Y)<s(1+2)(p,x) +g8(P, ) (P, f(P)) =(s(1 +) +g(1~9)) (p, x) =
= (g + ) (p, x) para qualquer {x;y } € C. Tomando r = g/s:

(p, y) <(1 +1) (p, x) para todo {x;y} € C.

Seja agora {sx + (p, %) f (p); sP+ (p, £) f ()} um vetor de Von Neumann de
K (p). Entdo, como 1 +gp = 1 +g ¢ o maior multiplicador factfvel de K (p).

sy +(p, X) f(pP) <(1 +g) (sx +(p, %) f(p))
ou, como g =T1s:

y—(+r)x—r(p, %) f(p) >0.
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Teorema 7.2: Seja C um cone irredutivel de Von Neumann com muitiplicador mé-
ximo factivel k > 1. Entdo, existe em C pelo menos uma trajet6ria de Morishima-
Von Neumann.

Demonstragdo: Suponhamos inicialmente que 0 < s < 1. Tendo em vista o Lema
7.1, basta provar que um ponto {X; ¥ } # 0 do cone de Von Neumann, um sistema
de pregos p e uma taxa de lucror que satisfagam o Lema 7.6 so tais que r (p, X) > 0.
Como r é ndo-negativo e ¥ — (1 +15) X — 1 (p, R) f(p) > 0, segue-se que ¥ => R.
Como C ¢ irredutivel, isso implica £ > 0 e portanto (p, X) > 0.

Provemos que r € positivo. Para tanto, seja { £; 7 } um vetor de Von Neumann
de C. Entdo § > k&,sendo % > 0. Logo k (p, X) < (p, ¥) < (1 + 1) (p, %) e portanto:

r2k-1>0 (7.24)

0 que mostra que a taxa de lucro numa trajet6ria de Morishima-Von Neumann é
maior ou igual ao multiplicador miximo factivel de C menos 1. Tendo em vista
o Lema 7.2 e a relagdo g = rs:

skk-1)<g<k-1 (7.25)

Cuidemos agora do caso em que s = 0, isto &, aquele em que os capitalistas
consomem toda sua renda. Nesse caso, (p, f(p)) = 1 para todo sistema de pregos
p. Tomemos uma seqiiéncia decrescente { s, } > O de reais positivos ¢ menores do
que 1. Substituindo f(p) por (I — s,,) f(p), a taxa de poupanga dos capitalistas
serd positiva, igual a s,. Logo, pelo que se demonstrou, existirfo: a) uma seqiién-
cia {£,; 9} de pontos de C tais que lly,ll = 1;b) uma seqiéncia p,, de sistemas
de pregos; c) uma seqiiéncia r,, de taxas de lucro, tais que:

yn - +1, sn) in - rn(Pn, xn)(l - sn) f(pn)>0

(Pp, ¥) < (1 +1p) (pp, X) para todo {x;y} € C.

A primeira relagdo implica X, < ¥, e portanto llx,ll < lly,ll = 1. Logo a
seqiiéncia { X, Pp, } € limitada. Dela também se conclui que a seqiiéncia {7, } das
taxas de lucro é limitada. Com efeito, se {7, } fosse ilimitada, existiria uma sub-
seqiiéncia { £, Pp } de {X),; IV } tal quer(pp, Xp) tendesse a zero. Como a seqiién-
cia 3m-dimensional {Xz, P, pp} ¢é limitada, existiria um ponto {%; §} de Ce um
sistema de pregos p tais que llyll = 1, § = % e (p, X) = 0. Mas isso é impossivel,
pois a irredutibilidade de C exige X > 0.
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Isto posto, da seqiéncia limitada {£,,; ), Py, 7y } extraiamos uma subse-
quéncia convergente para {£; 9; p,r} . Por passagem ao limite, e como s, - 0:

y—x-1(p,R)f(p)>0

(P, x)< (1+1)(p,x)paratodo x;y) € C.

Como ¥ > %, a irredutibilidade de C implica (p, X) > 0. Pela desigualdade
(7.24) resulta r (p, X) > 0.

No caso dos cones matriciais de VonNevmann C ={{Az; Bz} 1z>0 }, as
relagBes 7.18 a 7.20 transformam-se em:

Bz—(1+rs)AZz—1(p,AZ)f(p)=0 (7.26)
r(p,Az2)> 0 (7.27)
Bp<(1+nA'p (7.28)

Z indicando a intensidade de uso dos processos basicos na trajetéria de Morishima-
Von Neumann. Dessas relagdes se conclui facilmente que:

(B'p,2)=(1+1)(A'p, 2) = (1 +1) (p, AZ) = (p, B2). (7.29)

7.3 Economia marxista e as trajetorias de Morishima-Von Neumann

As trajet6rias de Morishima-Von Neumann solucionam o problema de reprodugao,
discutido no Livro II de O aapital. A reprodugdo simples corresponde ao caso em
que os capitalistas consomem toda sua renda, isto é, s = 0; a reprodugio amplia-
da, ao caso em que 0 < s < 1. A andlise ndo s6 se estende naturalmente a produ-
¢do conjunta, como dispensa a estranha fung¢fo investimento postulada por Marx
a fim de situar a economia em crescimento geométrico: nas trajetérias de Morishi-
ma-Von Neumann os capitalistas procuram as oportunidades mais lucrativas de
investimento. O calcanhar-de-aquiles da anilise é o ji assinalado no item 3: presu-
me-se que alguma coincidéncia feliz situe a economia nas condigOes iniciais de
uma trajetéria geométrica de crescimento.

A titulo de exercicio, introduzamos o consumo dos capitalistas no exemplo
numérico do item 3. Temos um sistema matricial de Von Neumann onde:

Normalizaremos o sistema de pregosp =(p1, P2, pa) pelacondigdop; +p, +p3 =1
¢ admitiremos que o consumo dos capitalistas seja regido pela fungdo:
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fp=>1-9 |1
1

Examinemos trés casos:
a)s = 1: esse é o caso em que os capitalistas reinvestem toda sua renda, o do mo-
delo de Von Neumann em sua forma usual. Como vimos no subitem 3.5, a trajet6-
ria de Von Neumann expande a economia 2 taxa de 9,43% por periodo, que tam-
bém € a taxa de lucro. As intensidades de uso dos processos nessa trajetoria sIo
proporcionais a zy = (0,7365; 0,0095; 0; 0; 0,2540). Tem-se Bz, = 1,0943Az, =
= (2,9840, 2,2095, 3,2445). O sistema de precos é dado por p = (0,3976; 0,2487;
0,3537). Chega-se a (B’ — 1,0943A") p = (0; 0; — 0,150; — 0,428; 0). Os processos
I, I e V, utilizados na trajet6ria de Von Neumann, proporcionam uma taxa de lu-
cro exatamente igual a 9,43% por periodo ao sistema de pregos p. Os processos 111
e IV ddo taxas de lucro inferiores a esses 9,43% e por isso nfo sio utilizados;

b) s = 0: esse é o caso da reprodugdo simples em que os capitalistas consomem toda
sua renda. Encontra-se uma trajetéria de Morishima-Von Neumann i mesma taxa
de lucro de 9,43% por periodo e ao mesmo sistema de pregos p = (0,3976; 0,2487;
0,3537) do caso em que s = 1. As intensidades de uso dos processos nesta traje-
toria sdo proporcionais a z = (0,75; 0; 0; 0; 0,25). Encontra-se Az = (2,75;2;3) e
Bz = (3; 2,25; 3,25). A renda dos capitalistas r (p, Az) = 0,25 e seu consumo
r (p, Az) f (p) é dado pelo vetor (0,25; 0,25;0,25). Tem-se Bz = Az + 1 (p, Az) f(p).

O exercicio supde que, em algum periodo inicial, o estoque disponivel dos trés
bens seja proporcional a (2,75; 2; 3). A utilizagdo dos processos |, Il e V permite
que, no fim do periodo, se obtenham as quantidades (3; 2,25; 3,25). Dessas quan-
tidades, os capitais tiram (0,25; 0,25; 0,25) para o seu consumo ¢ repdem o capi-
tal inicial (2,75; 2; 3) para a producgdo do periodo seguinte;

c) s = 0,8: estamos agora diante de um caso de reprodugdo ampliada. Encontra-se
uma trajetoria de Morishima-Von Neumann com a mesma taxa de lucro e o mes-
mo sistema de pregos dos casos @ ¢ b. A taxa de crescimento fisico do sistema
g = st = 0,8 x 0,0943 = 7,544%. Os processos basicos se utilizam com intensi-
dades proporcionais a (0,7391; 0,0077; 0; 0; 0,2532). A renda dos capitalistas
1 (p, Az) = 0,2488 e o consumo dos capitalistas r (p, Az) f(p) = (0,0497; 0,0497;
0,0497). Tem-se Az = (2,7314; 2,0154; 2,9718), Bz = (2,9872; 2,2713; 3,2455)
e Bz = 1,07544Az + 1(p, Az) f(p). O exercicio supSe que inicialmente o capital
empregado na produgdo seja o vetor Az = (2,7314; 2,0154; 2,9718). A combi-
nagdo dos processos I, II e V permite que se obtenham as quantidades Bz no fim
do periodo. Retirado o consumo doscapitalistas, sobram asquantidades1,07544 Az
para serem empregadas como capital no perfodo seguinte, permitindo que a
economia competitiva se expanda geometricamente a taxa de 7,544% por periodo.
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No exemplo anterior a mudanga na propensio a poupar dos capitalistas
nem altera os pregos nem as taxas de lucro das trajet6rias de Morishima-Von
Neumann. Um exemplo simples, no entanto, ilustra essa possibilidade de mudan-
¢a dos pregos e da taxa de lucro. Tomemos uma economia com dois produtos,
um Gnico processo e com a seguinte descrigdo do consumo dos capitalistas.

18 20 1
A= B = £@)=(1-9)
5 6 1

Indiquemos por g a taxa de expansio fisica do sistema. Como os capitalistas
consomem iguais quantidades de ambos os produtos, havers sobra do segundo pro-
dutose6—5(1 +g)> 20— 18(1 +g), isto é,se g> 1/13. Nesse caso, p = (p;,p2)=
=(1;0) e portanto 1 +r=20/18, ou seja,r=1/9. Como g = sr, esse caso ocorre para
s > 9/13. Haveri sobra do primeiro bem, o que implica p = (0; 1) e portanto
r=1/5seg<1/13,0queimplicas <5/13. Para 5/13 <s<9/13 tem-se g = 1/13,
r=1/13s, p = (p1, p2), onde

_s=S[13 o _ 18/13-3

P 1-s 1-s

Num caso particular pode-se assegurar que nem os pregos nem a taxa de lu-
cro depende do consumo dos capitalistas: nos sistemas fechados de Leontief,
isto é, nos modelos matriciais d¢ Von Neumann do tipo{M; I }onde M é uma ma-
triz quadrada indecomponivel e / a matriz identidade. Numa trajetoria de Mori-
shima-Von Neumann todos os bens devem ser produzidos, j4 que sb6 estamos tra-
tando de sistemas irredutiveis. Logo, p = (1 + 1) M'p, sendo p semipositivo. Pelo
Teorema 5.10, I + r é o inverso da raiz de Frobenius e p o vetor de Frobenius
(positivo e unicamente determinado a menos de uma constante multiplicativa)
da matriz M" .

Com pregos todos positivos ndo pode haver sobra de nenhum bem. Assim,
as quantidades produzidas x devem ser tais que:

x=(1+g)Mx+r(p,Mx)f(p)=(1 +g) Mx +r(M’'p, x) f (p)
ou, como (1 +r)M'p=p:

-0 +M) x = —— (0, 0 {(p) (7.30)

Se s = 1, istoé, se os capitalistas reinvestem todaasuarenda, g =re f(p) = 0:
recaimos no modelo fechado de Leontief, onde x é um vetor de Frobenius de M.
Se 0 < s<1,amatriz(] +g)M possui raiz de Frobenius (1 +g)/(1 +1) = (1 +sr)/
(1 + 1) < 1. Pelo Teorema 5.12 e pela indecomponibilidade de M, I— (1 + g)M sera
nfo-singular com inversa positiva. Os vetores da forma:
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x=A(-(1 +g) M) f(p) (7.31)
onde A indica uma constante positiva, resolvem a equacio (7.30). Com efeito:
A(1-9)=A(p, f(P) =, A-1+DM)x) = (-1 +M) p, ) =(1-(1+3)/
(1+19) (p,x). Como g = sr resulta:

r =
1+r (@, %) =2
¢ portanto:

@) =>0-(1 +xM)x.

]+r

Reciprocamente, tomando

i + (p, x) = A, verifica-se que toda solugio

da equagdo (7.30) é expressa pela formula (7.31).
Tomemos o exemplo numérico do item 5 em que a matriz M é dada por:

02 02 05
M=1]06 02 05
03 03 00

A taxa de lucro da economia é r = 0,113913 e o sistema de pregos
= (0,327342; 0,226446; 0,308436). Suponhamos que, a esse sistema de pregos,
o consumo dos capitalistas se associe ao vetor:

0
f(p) = 0
3,242164

Encontra-se (p, f(p)) = 1, o que nos leva i reprodugdo simplescoms = g = 0.
A equagdo (7.30) resolve-se para x = (1; 1,4; 1,04). Encontra-se a renda dos capi-
talistas r (p, Mx) = 0,0987 e seu consumo r (p, Mx) f(p) = (0; 0; 0,32) = x — Mx.

Como vimos no item 5, no caso da produgio simples € possivel estabelecer
uma contabilidade em horas de trabalho, na qual o valor marxista de cada produto
¢ determinado pelos coeficientes técnicos de matérias-primas e de m3o-de-obra.
Pelo que acabamos de demonstrar, os pregos nas trajetérias de Morishima-Von
Neumann independem, nesse caso, do consumo dos capitalistas. Isso nos permite
usar as formulas do subitem 5.5 para transformar valores marxistas em pregos de
mercado ainda que os capitalistas consumam uma fragdo constante de sua renda.
H4 apenas uma ressalva.importante e que se refere a expressdo marxista:

S
I=F4v (7.32)
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onde r indica a taxa de lucro (nivelada em todos os setores pela contabilidade em
pregos), C, V e S, respectivamente, o capital constante, o capital variavel e a mais-
valia, na contabilidade em valores.

Pelo que foi visto no subitem 5.5, a férmula anterior, embora ndo necessa-
riamente se verifique em cada setor produtivo, é valida para o conjunto da econo-
mia, desde que os capitalistas reinvistam a totalidade dos lucros. Com efeito, a
expressdo (7.32) obtém-se imediatamente da formula de Morishima-Seton (5.19)
multiplicando-se pelo capital varidvel total ¥ o numerador e o denominador da
igualdade:

= .
k+1

A demonstragdo do teorema de Morishima-Seton usa, entre outras coisas,
a observagdo de as quantidades produzidas nos diversos setores serem as compo-
nentes de um vetor de Frobenius da matriz M, o que se verifica nas trajetdrias de
Von Neumann sem consumo dos capitalistas do modelo fechado de Leontief. A
introdugfo do consumo dos capitalistas pode mudar as propor¢Ges em que se pro-
duzem os diversos bens e nada assegura, a priori, que os vetores determinados pela
equacgdo (7.31) sejam vetores de Frobenius da matriz M. Isto posto, nio hi como
sustentar a expressdo marxista (7.32) quando hd consumo dos capitalistas. No
exemplo numérico do subitem 5.5, tomando as quantidades produzidas como
descritas pelo vetor (1; 1,4; 1,04) encontrado no exercicio anterior, obtém-se
C =0,519273, V = 0,346183, S = 0,101818 para os totais do capital constante,
do capital variavel e da mais-valia. Segue-se que:

S __ - =
Ty = 0117647013913 =r.

A expressdo marxista (7.32) equivale a:

L. - S (7.33)
141 C+V+S

verificando-se para o conjunto da economia sem consumo dos capitalistas como
corolirio da formula de Morishima-Seton. Como o lucro total da economia (com

ou sem consumo dos capitalistas) é expresso por:

L=r(pM)=1r(M'p,x) =7

(p, %)
a relago (7.33) equivale a:

L ___s
(p, x) C+V+S
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No subitem 5.5 normalizamos os pregos de modo a se ter (p, x) =C+V +S,
isto é, de modo a igualar as avaliagdes da producdo total x nas duas contabili-
dades, a dos valores marxistas e a dos pregos de mercado competitivo. Com essa
normalizagdo, o total de lucros se igualava ao total de mais-valias. Esse resultado,
equivalente ao teorema de Morishima-Seton, nfo se pode sustentar quando os
capitalistas consomem uma fragdo positiva de sua renda.

A introdug3o do consumo dos capitalistas em nada altera a anilise do
item 3 sobre o problema da taxa decrescente de lucro. Ao admitir que, numa
economia com rendimentos constantes, as inovagdes mantivessem os salirios inal-
terados e baixassem as taxas de lucro, Marx tentou provar o impossivel. A de-
monstragio é a mesma do subitem 3.6: tomemos como numerario qo = ¥, onde
{%; 7} é um vetor de VonNeumann do cone tecnolégico K. Entfo, § > kx> 0,
onde £ é o multiplicador maximo factivel em K. Segue-se da relagdo (7.8) que:

ﬁ=l}(p:+1,y)<l}(l +r:)(p,~i)<(l +rf)(p,y)= 1 +rf.

Em suma, a taxa de lucro esperada tem como piso £ — I. Inovagdes equivalem a
uma ampliagdo do cone tecnoldgico K, s6 podendo aumentar esse piso.
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