A teoria monetdria e o equilibrio geral wairasiano com um nidmero infinito de bens
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1. Introdugdo; 2 O modelo de Overlapping Generations de Samuelson: 3. A existén-
cia de equilibrio e de 6timos de Pareto com um niimero infinito de bens.

1. Introdugio

O objetivo do presente trabalho ¢ o de apresentar e desenvolver alguns elementos
basicos da teoria monetaria modema.

No item 2, apresentamos as motivagdes do modelo de Overlapping Genera-
tions devido a P. Samuelson (1958). Para tal nos baseamos em alguns trabalhos
apresentados em uma conferéncia sobre o tema em 1980, patrocinada pelo Banco
Central dos EUA, em Minneapoiis (Federal Reserve Bank of Minneapolis). Aqui,
cabe ressaltar que, embora de uso corrente na literatura internacional de teoria
monetdria, o modelo de Overlapping Generations permanece relativamente pouco
utilizado no Brasil, dai a importdncia de sua divulgagdo. Em particular, utilizamos
um trabalho de D. Cass & K. Shell (1980). No item 2 também apresentamos, for-
malmente, o trabalho de Samuelson (1958).

No item 3 estudamos as questdes de existéncia de alocagdes de Pareto e do
equilibrio walrasiano para economias com algumas das caracteristicas das do mo-
delo de Samuelson de Overlapping Generations.

Finalmente, no anexo 1, apresentamos as demonstragdes dos teoremas apre-
sentados no item 3.

A seguir, vamos apresentar motiva¢do para o estudo de moeda em econo-
mias com um namero infinito de bens. Para tal, vamos utilizar-nos de um trabalho
de Cass & Shell (1980).

A moeda, que é uma forma de débito do governo, serve a vdrios propositos,
entre os quais vale ressaltar o de meio de transagdes e de reserva de valor. Mas pa-
ra a moeda servir como meio de transagdes certamente deve servir como reserva
de valor. Desse modo. vamos estudar modelos em que esta fun¢do estd particular-
mente justificada.
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E claro que num modelo com horizonte finito de tempo 2 moeda ndo pode
servir como reserva de valor, pois neste caso teria prego zero no ultimo periodo.
Contudo, se este valor é zero no ultimo perfodo, os agentes da economia v3o re-
cusar 2 moeda no periodo imediatamente anterior, levando o pre¢o, neste perio-
do, também para zero e assim por diante, o que faz com que o prego da moeda
seja zero em todos os periodos. O modo mais natural de enfrentar essa dificulda-
de € com um numero infinito de periodos e, portanto, um numero infinito de
bens. Convém notar também a artificialidade dos outros modelos que dio prego
positivo & moeda. Assim, por exemplo, os modelos que simplesmente introduzem
a moeda na fung¢do utilidade ou na de produg¢do caem no minimo numa circulari-
dade, pois neste caso a utilidade ou a produtividade da moeda dependem do pre-

co.

Mesmo num modelo com um ndmero infinito de periodos, podemos supor
que os individuos sabem que ndo viverdo eternamente e que sua influéncia ndo se
estenderd muito além de sua vida, mas supdem que as institui¢des econdmicas con-
tempordneas sdo eternas. Um modelo que se encaixa bem nesse contexto é entdo o
modelo de Overlapping Generations: os agentes econdomicos tém vida finita, as di-
versas geragdes se sucedendo superpostas, enquanto se supde que a sociedade eco-
ndmica permanega sem término. Podemos acrescentar que os modelos de teoria
monetdria do tipo Overlapping Generations sdo genuinamente dindmicos e desa-
gregativos: hd reconhecimento explicito da mortalidade (e vitalidade) dos consu-
midores e sua evolugdo, como aparecem claramente os objetivos e restrigdes a
que estdo sujeitos oS agentes econdmicos e, portanto, a origem de seu comporta-
mento individual. tanto como a solugdo da economia da interagdo dos diversos
agentes econdmicos.

Poderiamos achar um tanto quanto pretensiosa a defesa dos modelos de
Overlapping Generations com base no seu cardter dindmico e desagregativo, pois
estes sdo muito elementares — por exemplo. no modelo de Samuelson temos con-
sumidores idénticos, dois perfodos de vida. auséncia de produgio etc.

No entanto, modelos simples servem de guia sobre possiveis generalizagoes
e nos dizem muita coisa importante também: o préprio modelo de Samueison nos
diz que. devido a propria natureza unidirecional e infinita do tempo, um equili-
brio competitivo pode deixar de ser 6timo de Pareto. O exemplo nos diz também
que a introdugdo da moeda é compativel com uma infinidade de equilibrios mone-

térios (corresponde a O <pp < —, no exemplo apresentado no item 2).

Para finalizar, devemos lembrar que existem poucos teoremas gerais sobre
modelos de Overlapping Generations. pois pouco € conhecido de suas proprieda-
des mais bdsicas, exceto nas formas mais simples. Mas, nessa pesquisa. o modelo
de Samuelson tem também um papel importante pela percep¢do intuitiva que for-
nece.
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2. 0 modelo de Overlapping Generations de Samuelson

A economia existe por um numero infinito de periodos t =1, 2, ... Existe um
unico bem que serd distinguido pela data em que se torna disponfvel e que dura
somente este periodo. Notemos que passamos a ter um nimero infinito de bens:
um para cada periodo t 2 1. A economia possui uma moeda fiducidria.

Nasce somente um consumidor em cada perfodo e este vive dois perfodos
(incluindo-se o perfodo em que nasceu). No periodo inicial da economia t = 1
existe um Unico consumidor e este morre em t =2 Supde-se também que
Uy (c}, cEH) =V (c}) +V (c{H) € a fungdo de utilidade do consumidor que nas-
ce no perfodo ¢, onde ¢; € 0 seu consumo quando novo e C;ﬂ é 0 seu consumo
quando velho.

O consumidor da primeira geragdo tem uma dotagdo de moeda m; =1, 0s
outros no possuindo inicialmente nenhuma dota¢do de moeda. A dotagdo inicial
do t-ésimo consumidor é denotada y! = (%3 yi,)- Cada consumidor pode com-
prar ou vender (dentro de seu rerfodo de vida e valor de suas dotagdes iniciais)
tanto o bem de consumo, a pre¢o p; no periodo ¢ e moeda a pre¢o pryyt = Pry-

Uma alocago factivel nessa economia é ((Ct’ t+1)) t>1 tal que:
a) (Ct’°t+1)>o t=1;
b)c; >y,;
c) c% + ct"—l < y{+ ytt_l t=2.

Um equilibrio nessa economia € um sistema de pre¢os (py){>1, py = O, um
preco py, = O para a moeda e uma alocagdo factivel ((x%’ XEH)) t>1 tal que pa-
ra todo t>1 (x}, x}, 1) maximiza a utilidade do consumidor ¢ dentro de sua res-
trigdo or¢amentdria.

Parat=1 (x’l , Xy ) maximiza U, (¢!, c}) sujeito a:

a) (cj, c; )=0
b)Pici*+pac, <piy, +p2 Y, t Py
Parat > 2 (x%, 41 ) maximiza U (Ct’ Ct+1)SU]eItO a:

a) (c{,c{+1)>0

t t t t
B) Pt PraiCraer SPLYLT Preq Yiug

Uma alocagdo factxvel ((c t+1 ) { > € otimo de Pareto se ndo existe uma
alocago factivel ((c ¢’{ +1)) >4 que melhora alguém sem piorar outro:
a) existeh =21 com Up (c}'lh ,C'E+1) > Uh (cﬂ ,cﬂﬂ )
b) paratodot= 11U (cI >Ut(c}.cI

+1 t+1)‘
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Supomos V conicava e crescente. Vejamos um equilibrio (sem moeda) que

ndo € 6timo de Pareto.
t_ A — Anci . -
Vamos supor y,; = 1.y 1= O para todot=1. A auséncia de moeda corres

1
pondc Apy, = O Seja xt :xtt+1 =——t> lepy=1t=1.Temos que (py¢>]-
=0e ((x t+1))t >, é um equ111br10 competitivo que nio é 6timo de Pare-
tO.

Verifiquemos isto:

((x:, x:+ 1))t> 1 ¢ uma alocagdo factivel pois xi =

=l=y +)[ lparat?’

a(xl Wt 1l _1 . t ot - t, ot
Agord(xI~ Xt+1)“( SR )max1mlzaUt(ct,c,[+1)>CSUJeltoact+ct+l
t, 1
o+ ot c *c
tCer U tl

— )

Ly - ; A1
<y1+)t+1 l(c 1)>OPOISU[(.”2)>UI( ’
¢, tCiyg t ot . oy o
=2v(—t—LEL > Ut(ct’ Cop1) Mas esse equilfbrio ndo € 6timo de Pare-

; , s t - _ N
to, pois ((xt t+l))l>1 onde (x tJrl) (xf,xtﬂ)t)Zeparat—l(xl ,
) = (1,

), é uma alocaqao factivel que melhora 1 sem piorar ninguém.

Temos, no entanto, ue essa nova alocagdo,com p,=1t=1, =1 dd um
b q Q t ~
pA

Pm
equilfbilo (com moeda) que ¢ Otimo de Pareto. A verlﬁcagﬁo ¢ simples, pois
((x X t+1) > € otimo de Pareto e Pt =1- x = € justamente a

1

renda que faltava para o consumidor ! comprar

bem.

unidade a mais do primeiro

3. A existéncia de equilibrio e de 6timos de Pareto com um némero
infinito de bens

Uma vez estabelecida a importdncia para a teoria monetdria das economias com
um ntmero infinito de bens, passamos ao seu estudo mas detalhado. Em primei-
1o lugar, vamos analisar o problema da existéncia de 6timos de Pareto e do equi-
librio walrasiano em economias com um nimero infinito de bens, mas um name-
ro finito de agentes econdmicos. Para tal nos utilizamos dos trabalhos de Bewley
(1972) e Araujo (1985).

Em seguida, rstudamos o problema da existéncia de equilibrio walrasiano
2m economias com um numero infinito de bens e de consumidores. Para tal,
utilizamos os trabalhos de Wilson (1981).
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3.1 Existéncia de equilibrios walrasianos e pontos 6timos de Pareto
em economias com um numero infinito de bens mas um numero finito
de agentes econémicos

Vamos definir inicialmente o contexto em que trabalharemos.

Temos um niimero infinito de periodos indexados por£:t=1,2,3,... A
economia possui um unico bem (embora possamos, reinterpretando os simbolos,
abranger 6 caso de um numero finito de bens em cada periodo) e ndo possui pro-
du¢do — o artigo de Bewley (1972) inclui produ¢do. O numero de consumidores é
I. > 1. A cada consumidor i, 1 <i <1 estd associado:
a) o seu conjunto de possibilidades de consumo X;, onde X; = F=t=>r x; 20,
t > 1 e a seqiiéncia é limitada } . A seqiiéncia (x;); > | € X dd a quantidade (po-
tencialmente) consumida pelo consumidor i no perfodo ¢,t =1,2,..
b) sua relagdo de preferéncias =; C X;xX; que ¢ suposta completa, reflexiva e
transitiva;
¢) sua dotagdo inicial w; €X;.

Uma alocag@o factivel ¢ um vetor

)| I
(X4, xP, xg € Xy 1 <L tal que 'El X =’El w;.
l: l:
Uma alocagdo factivel (x,, .. ., xI) € 6timo de Pareto se ndo existe uma alo-
cagdo factivel (y,,. . ., yI) tal que Y; >j xjj =1,...,1e para algum consumidor a,
Ya ~a Xa

Antes de prosseguirmos, precisamos de uma pequena digressdo sobre topo-
logias. Essa discuss@o no caso de um niumero finito de bens ndo é necessdria, pois
as topologias que mencionaremos coincidem.

Se S é um conjunto, uma coleg¢do T de subconjuntos de S é uma topologia
em S se
a)¢ € T,SET,
b)se A€ETeBETentio ANBET;
¢) toda unido de elementos de 7 estd em 7:se Ay, € T para a € A entdo aLéA
ALET

Os elementos de T sd3o chamados de abertos.

Dada uma topologia T em Q‘f por exemplo, podemos definir precisamen-
te a nogdo de que, se X é preferivel a y, entdo cestas proximas de X sdo preferi-
veis a cestas proximas de y. Se X > y e existem aberto Ue VcomXx €Uey €V
tais que se x E Ue y € V, entdo x > y. Uma preferéncia que satisfaz essa defini-
¢do € dita T continua.

Uma topologia nio determina somente as preferéncias continuas, deter-
mina também os sistemas de pregos admissiveis. Se X e Y sdo conjuntose T e
T’ topologias em X e Y, respectivamente, uma fun¢do f: X = Y ¢é continua em
X € X se paratodo VE T com f(x) € V,existe UET com X € U tal que f(U)
C V. Dito em outras palavras, f ¢ continua em X se dado y proximo de f(X)
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(y € V) para todo x suficientemente préximo de X (x € U), f(x) estd proximo de
y.

1

Um equilfbrio ¢ um par ((x,, ..., xp), ), 7€', w# 0e (x,, ... xp) é uma
alocag@o factivel tal que, s para todo consumidor /, x; maximiza >l na sua restri-
¢d0 orgamentdria {x € Q+ ,TX 2 Tw; ) isto é,sey € 8T, my 2w, entao x; é
preferivel ou indiferente a y.

Seja K, ={xesz°+°; infxi>0}
i>1

Hipdtese de monotonicidade : para todo consumidor 7, se x € SZ°+° ek€K,.
entiox +k > x.

Hip6tese de suficiéncia: w; € K, para todo I.

Hipotese de convex1dade para todo i, =; ¢ fracamente convexa{x € g

2>y ¢€convexoparay € Q+

Hipétese de continuidade: para todo 7, >; € continua na topologla estrita de
2> onde T, a topologia estrita de 2 tem a propnedade de que{f: L~ Q. féli-
neare T contmua} Q.

® Teorema ]

Nessas hipdteses existe um equilibrio ((x,, . . ., X{) m), 7 positivo.
Esse é o teorema de existéncia de equilibrio de Bewley (caso particular).
Nio apresentaremos a prova, que € longa.

® Teorema 2

A alocagdo de equilibrio (x,, . . ., xp) é 6timo de Pareto.

Prova: suponhamos que ndo fosse. Existiria uma alocagdo factivel(y, ... ..yp)
tal que y; 2j x. para todo j com (>>) para algum j. Mas entdo temos my; > > N‘(J para
todo j com (> J para algum /, logo

| | I 1 | I
(2T w)=n(2 =2 ay.> X wx.=7m(2 x)=n(Z w.
(j:1 J) (jzlyl) =1 Yi ji=1 1 (le ] (jzl J)
o que é uma contradi¢do.
A seguir apresentaremos o teorema de n3o-existéncia de 6timo de Pareto.

Para o Teorema de Bewley. necessitamos que as preferéncias sejam conti-
nuas na topologia estrita de € . Seria interessante generalizar este teorema para
topologias maiores que a estrita; teriamos, por exemplo. mais preferéncias con-
tinuas.
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O teorema que enunciaremos (¢ provaremos no anexo 1), embora permitin-
do preferéncias ndo-mondtonas, mostra que topologias maiores que a estrita ad-
mitem a n3o-existéncia de Pareto otimalidade e, em particular, a ndo-existéncia
de equilfbrio.

® Teorema 3

Suponhamos que:

a) T é uma topologia localmente convexa em £, se o (2, 2! ) = “a menor topolo-
gia localmente convexa em 2 com (27°) = ¢! e entdo ¢ (2, £!) CT C T, onde
Too é a topologia da norma em £°°.

Obs. : as definigdes de topologia localmente convexa de ¢ (£, ¢') e T, podem ser
vistas por exemplo em um livro de andlise funcional mas n3o sdo essenciais para o
que se segue;

b) para todo i, . é T-continua;

c) existe F C £ subespago de dimensio finita tal que se x € Qfe 1< i< Iexiste
x' €87 NFcomx' > x;
d) existe a> Qtal que w;; > a ¥i=1,.. .1
e) vale a hipotese de convexidade.

Entdo, se toda economia € = (Xi’ >i, Wi i=1,..., 1) que satisfaz essas hi-
poteses possui equilibrio, temos T C T,

Prova:ver anexo 1.

As hipdteses a, b e e sdo praticamente necessdrias para se provar a existéncia
de equilibrio. A respeito da hipétese d, dificilmente seria aceitdvel um teorema de
existéncia de equilibrio (ou, mais geralmente, de pontos 6timo de Pareto) que nao
abrangesse esse caso. Quanto a hipotese ¢, gostariamos de restringi-la para prefe-
réncias mondtonas. De acordo com a prova apresentada no anexo 1, necessitaria-
mos nesse caso da existéncia de um funcional linear T continuo e positivo que
ndo estivesse em £'. Porém, isto ndo € sempre possivel; sobre este ponto, ver, por
exemplo, Klinger (1984, se¢do 3.3).

,t2>2 1

3.2 Existéncia de equilibrio em economias com um numero
infinito de bens e de consumidores

Aqui, como j4 dissemos, nos baseamos no trabalho de Wilson (1981).

Chamaremos de A o conjunto de consumidores e X = {(xt)t> Xy = 0
para todo t } ¢ o espago de consumo do consumidor i € A. A preferéncia >; de i
serd suposta, completa, reflexiva e transitiva, continua na topologia produto do

&N = { (xt)t >1> X; € real } . Na topologia produto do RN, a sequiéncia (x?)t >1

converge para (X,), > se € somente se para todo t > 1 xrt] X se n oo

€ = (X;. wj. =)o onde w; € Xi—{O} é a economia que estudaremos.

CUSTO MONETARIO 181



Hipotese de convexidade:se z =2
0<r< .
Hipstese de monotonicidade: z > X e z # X, entdo z >, X para z e x em

Xo(Z=xscesoseZ, = x parai > 1).
Supomos tambem A infinito e enumerdvel e 0 < w() =2 w Q) para

j€N={1.2,...} . Contrariamente as defini¢des apresentadas no set{\tem 3.1,0
sistema de pregos serd simplesmente um elemento de &N se pE &N definimos

o XezZFx entdorz + (1 —r)x>, x para

prx= l?n inf PiX;, X ERN.

—oo =]
A restri¢io orgamentdria do consumidor 7 é:
B;(p) ={~ € Xi:p- (m' -x)>0 } . Essa definigdo de B;(p) é adequada para
economias dindmicas com um mercado de capitais perfeito. A correspondéncia de
demanda de i € D, (p) ={ x € B; (p); 2 € B; (p) entdo x >, 2 }.

Uma aloca(;ao (x‘) e A € factivel se x1 €X;e EA xl=w.
Um equxlfbno competitivo € uma alocagdo factlvel (x‘) i€ A € p um sistema

de pregos tal que x' € D,(p) paratodoi € A.
® Teorema 4

Existe p € RE, p # 0 e uma alocagdo factivel (xi)iEA tal que para todoi €EA:
2) 0<p-w<p- xl<oo;
b) x >; 4l entdop - (wi -x)<p- (wi — xi);
Jp-wi=p-xisew {(j) > 0 somente para um namero finito de j EN.
Nao vamos provar este teorema.

® Teorema 5

A economia € tem equilibrio se:
a) para todoi € A, w'(j) > 0 somente para um mimero finito de j € N; ou se:

b) existe B C A finito e €> 0Otal que X wi G)>e- E wi (j) para todos me-
nos um nimero finito de j €EN. i€B €A

Prova: ver anexo 1. )

Uma alocagio factivel (x')ieA ¢ otimo de Pareto se njo existe alocagdo

factivel (zi)i € A tal que 7> ixi paratodoi€Ae zi >j X para algum j €E A.

® Teorema 6

Se (p, (x )1EA) p = 0 é equilibrio para ee p + w <ee entdo (x )1€A é 6timo de
Pareto.

Prova:ver anexo |.
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Anexo 1
Neste anexo, provamos os teoremas 3. Se 6 do item 3.
1. Prova do teorema 3

Suponhamos que vale ¢ e T & Tg. Com T € a maior topologia localmente con-
vexa em € com (£%°) = €' e T 2 0 (2%, ¢'), existe um funcional linear p em 2>,
T continuo que ndo estd em ¢ Como T CTeo, p é Ty continuo e pelo teorema
de representagdo de Yosida-Hewitt existem p, e pf Too contl’nilos, P =P¢ tPF,
p.EL e pp puramente finitamente aditivo, pg # O pois p €Q' Mas poe T con-
tinuo, logo pp-€ T continuo.

Definamos agora a economiae:sejal = 2, wy =w, ¢, wy;; = le
PE (W1)> 1 (se pp (€F4) < O consideramos pg. = — pg).

Sejamul(x)=pF(x)+x1euz(x)z I orXp.re > 0, 1y <ee
{

-
—

1

+
L

Sejam >, e >, as preferéncias determinadas por u, € u, respectivamente.
As hipoteses de a a e verificam-se facilmente (em c¢). por exemplo F = {re,:
reR}.

Agora suponhamos que existisse equilibrio ((X;, X,), q). Temos que
(X, X¥,) seria 0timo de Pareto. Para provar isto, temos o lema. Se 'y 2; Xj, entao
qy = qw; i=1.2

Prova. Se y 2; X e qy < qw;. Considerando x =y + re; r > O, temos
X > X 1= 1.2egx = qy+rqe, <qw;serésuficientemente pequenc e o lema
estd provado.

Agora se (X, X, ) ndo fosse 6timo de Pareto, existiria (y;, y2), Yl +v, =
=w; tw; ¥y 2 X;i=1,2 sendo um deles estritamente preferivel. Pelo lema,
qQy; = qWw;. i=1,2epor(X,, X,) ser equilibrio qy; > qw; ou qy, > qw, con-
forme y; >, X, ou vy, >; X, respectivamente. Mas q(w; + w,) =q(y, ty,) =
=qy; t+ qQvy > qw; t qw: = g(w; + w,), contradi¢do. Portanto, (X, X, ) é 6ti-
mo de Pareto. Como o consumidor 2 melhora se aumentarmos qualquer coorde-
nada de x; e sendo g puramente finitamente aditivo, o consumidor 1 ¢ indife-
rente & retirada de qualquer coordenada t > 2 de X;. Temos entio X;; = O
t 2 2. Portanto. u, (x;) < wy; +w;; = 2. Mas(x,, X,) é equilibrio, sendo entdo
Xy 2, wyp.ouseja,u (X)) =2u; (wy)=1+ PE (w,)> 2, contradigio.

2. Prova do teorema 5

Suponhamos que vale a. Sejam p e (xi)iEA dados pelo teorema 4. Temos
p (w—x!) =0 poraec do teorema 4, logo b do teorema 4 implica que
xle D; (p) parai € A e portanto (p, (xi)i e A) ¢ equilibrio competitivo.
Suponhamos que vale b. Por @ do teorema 4, temos © > Z p * wh =
i€B
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: 1

=p: EBW’>—E— p+ w+ K para um certo K. Logo p + w <ee, Como p >0,
e

wh>0xi>0 Zp-xi=p- % xl=zp-w=p-

wl <o Pora do teo-
. EA
1€EA 1€EA i

rema 4, temos p - xl = p* wle logop - (wi—xl)=0.E agora b do teorema 4 im-
plica que (p, (xl) e equilibrio.

3. Prova do teorema 6

Inicialmente, provemos que se z > xl, z <wentio p * (wi — 2) < 0. Com efei-
to, se ndo fosse, teriamos p * z < p * wl. De z + w > z vem por convexidade
z+tAw> z O <A< Logo,se Aé pequenop * (z+)\w)<p w! em contra-
diggo com x' € D; (p)-

Se]d agora (z )1€A uma alocagio factivel com 2 X1 paratodoi EAe

Zi
2> J x) para algum j € A. Temos entdo p * (W1 — z) SOparatodoi€EAe

p-(wJ ~7J)<0.Dep-w<ovem Z p-(w—z)=p-w—p- Z <0
4 €A i€A
em contradigdocom Z z! =w.
i€A
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