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E,te trdbdlho dpre,el1!a uma re, i,ão da literalUr'a ,oure..l éXlstên~ia de C:'-lullíbno geral 
em economias em que as preferências indi'lduais não ,ão convexa, l' <I, tecnologias das 
firmas são descritas por conjuntos da po,sibilidade de produção não-wmexo,. A ausência 
de convexidade das preferências equivale a abandonar a hipótese de que o consumidor 
prefere a àiversificação à especialização. A nãn·,onvexidade dos conjuntos de po,sibili
dades de produção corresponde ~ retorno, LTôcentes de e,cala na produção. Embora a 
hipótese de convexidade seja necessária para se provar a existência de equilíbrio compe
titivo, prova-se que ao se considerar economias ,em tal hipótese, chega-se a um equilí
brio aproximado, cuja medida de de,equillbrio per capila decresce com o aumento do 
número de agentes. 

I. Introdução; 2. O Teorema de Shaple) -Folkman; 3. O modelo de produção e consu
mo; 4. O modelo de economia de tro.::as 

I, Introdução 

A existência de equilíbrio competitivo em economias com produção e consumo 
foi provada por Arrow-Debreu em 1954, a partir das hipóteses de que a produ
ção de cada empresa é divisível, aditiva e não admite retornos crescentes de es
cala, e de que as preferências de cada consumidor levam-no a gostar mais de di
versificar seu consumo entre vários bens do que concentrá-lo em apenas alguns, 

Um modelo mais realista deve levar em conta que diversos processos de 
produção, principalmente na indústria, não são divisíveis - não se produz meio 
automóvel - ou convexos - a indústria química opera em regime de propor
ções fixas, Analogamente, a convexidade das preferências é igualmente irrea
lista em diversas situações em que a satisfação proporcionada por um bem está 
associada ao consumo de uma quantidade não inferior a um certo valor míni
mo - dificilmente meia dose de uísque e meia de gin seriam preferidas a uma 
dose inteira de um dos dois. Em que medida as hipóteses de convexidades são 
essenciais à existência de equilíbrio? Esta questão pode ser ilustrada tomando-se 
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Primeira empresa: retol no, con~tantc, de e.~(ala 

Figura la 

1T=P1 Y1+ P2 Y2= 

(P 2 - aP 1 ) Y2 

Oferta Figura lb 

a 

Segunda empresa: retornos comtantes de escala e doi~ processos 

Figura 2a 

b 1Ta = (P 2 - aP 1)Y2 

lTb=(P2 -bP1 )Y2 

a 

a 

Figura 2b 

Oferta 

I 

I 

b 

Terceira empre~a: retornos decrescentes de escala 

Figura 3a Figura 3b 
Oferta 
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empresas que produzem um único bem Y2 a partir de um único insumo Y" com 
preços respectivamente iguais a P I e P2: 

Nos três exemplos, em que o conjunto de possibilidades de produção é con
vexo, a curva de oferta não apresenta descontinuidades. Se existissem várias fir
mas, a oferta agregada seria contínua. Dada uma demanda agregada contínua, 
o vetor de preços p = (p" P2) ficaria determinado, bem como as quantidades 
y, eY2. 

Suponhamos agora que a economia seja composta de uma única empre
sa, a qual apresenta um conjunto de possibilidades de produção não-convexo 
representado no gráfico YI x Y2 pela figura 4. 

ya 
1 

Figura 4 

o 

Esta empresa, ao utilizar uma quantidade de insumo y" produz o nível de 
produto)'2 = Av,). 

A empresa só terá produção nào-nula se puder ter lucro nào-negativo: 

Yl D2 
011 ---:!( ------

f(yd Pl 

a há dois níveis de produção possÍ\ ci~:.\'2 = ra2 e Y2 = o. 
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Qualquer nível de produ.,:ão entre O e ya 2 traria lucro negativo para a c:mpresa. 
As ..:urvas de oferta de produto e demanda pelo fator estão nas figuras 5 e 6. 

Figura 5 Figura 6 

Y, 

) 
Y, ) 
~a 

I -------,---
I 

a P2/P, a P2/P, 

Se houver uma oferta do fator li < ya l , não há equilíbrio neste mercado. 
A não-convexidade do conjunto de possibilidades de produção gerou uma cur
va de oferta descontínua que impede o equilíbrio. 

Do mesmo modo que geramos curvas de oferta de produto e demanda de 
fator descontínuas a partir de um conjullto de possibilidades de produção 
não-convexo, podemos gerar curvas de demanda pelo produto e oferta de tra
balho não-contínuas para um indivíduo a partir de preferências não-convexas 
(ver figuras 7 e 8). 

Figura 7 

L...-------------------t--_horas de lazer diário 

Y, • I 
horas de trabalho 
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Figura 8 

L-________ + ______________ P2!P1 

Os desequilíbrios gerados pela ausência de convexidade das preferências 
e dos conjuntos de produção vistos isoladamente tendem a se reduzir quando 
se considera a economia em termos agregados. Este fato ocorre porque os con
juntos de produção e consumo (sujeitos a certo nível-:le ~atisfação) somados ten
dem a reduzir o "grau de não-convexidade" em termos relativos, isto é, o grau 
de não-convexidade do conjunto agregado dividido por uma medida de tama
nho da economia - como por exemplo o número de agentes econômicos. A in
tuição por trás deste fenômeno está no fato de que diferentes conjuntos de dife
rentes agentes apresentam isoladamente diferentes não-convexidades, mas, quan
do somados, as convexidades tendem a se cancelar gerando conjuntos agrega
doç ;:tpr"ximadamente convexos. Mesmo na hipótese de conjuntos nãe-conve-

1~ 
Cinco conjuntos iguais a L.....=J Figura 9 

o 
5 ~-------------, 

4 ....... -----------..., 

31-----..., 

2 ....... ---..., 

2 3 4 5 
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\O~ exatamente iguais, a não-convexidade do conjunto agregado fica menor, em 
termos relati\os, conforme a figura 9. 

Se ti\éssemm um número muito grande de agentes, o conjunto somado 
aproximar-se-ia do formato a seguir: 

10.000 

10.000 

Neste trabalho daremos um tratamento rigoroso a este fato, que descre
\emos heuristicamente. O trabalho está dividido em três itens: 

O item 2 contém uma prova do teorema de Shapley-Folkman. Este teore
ma e o Teorema Il.1 serão utilizados nos itens seguintes. 

No item 3 apresentamos uma breve revisão do modelo de Arrow-Debreu. 
para, em seguida, verificarmos quais as conclusões deste modelo ao se abando
nar a hipótese de convexidade. Provamos que, neste caso, há um equilíbrio apro
.ximado que se distancia do equilíbrio compensado de uma magnitude que de
pende do' 'grau de não-col1\exidade" dos conjuntos de produção e consumo dos 
agentes econômicos e independe do tamanho da economia. 

No item 4 analisamos uma economia de trocas sem preferências convexas, 
considerando como medida de desequilíbrio o valor de mercado do excesso de 
demanda. Provamos que existe um equilíbrio aproximado cuja medida de de
sequilíbrio depende apenas das dotações iniciais mas não do "grau de não-con
vexidade" das preferências. 

2. O Teorema de Shapley-Folkman 

Para provarmos o Teorema de Shapley-Folkman precisaremos de alguns lemas 
que apresentamos a seguir. 

Definição 
Diz-se que um sistema de equações 

x = a, Xl -"- a, x2 + ... - ar xr 
~i E R~ admit; solução não-negativa ('h . 22 ' .... ar) 

se ãj >- O para j = 1,2, ... , r. 
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Lema 11.1 

Sejam x, Xl, X2 , ••• , xr vetores em Rn tais que existe uma solução não-ne
gativa para as n equações. 

x = a, Xl + a2 x2 + ... + ar xr, onele r> n 

Então existe uma solução também não-negativa para estas n equações com no 
máximo n dos termos positivos. 

Prova: por hipótese,existe uma solução(ã l,ã2 , ••• , ãr> tal que ãj;;;' O para todo 
j. Se o número de termos positivos entre estes for igual a n, o lema está provado. 
Se este número for superior a n, temos que provar que há uma outra solução com 
n termos positivos. 
Provemos que caso hajam n + 1 coeficientes aj positivos, pode-se encontrar uma 
solução com apenas n termos positivos. Esta mesma argumentação poderia ser 
repetida caso houvesse n + 2, n + 3, n + 4, ... , r coeficientes positivos, até se 
chegar a n + 1. 
Seja a solução a = (ã], ã2, •.• , ãr) em que por remuneração podemos admitir ãl , 

ã2, ãn, ãn ~ I > O, ã n ~ 2 = ... = ar = O. 
Como os vetores Xl, x2, .•• ,xn, xn + I pertencem ao espaço Rn, eles são linear
mente dependentes, isto é: 

c; x' +c~ x2 + ... + c/n xn + C/I] + 1 x,:+1 ~ O COI11 ah'lm cj 0/= O.PO! reflllme-
I'. 

raçilopo,~emossuporcl >Oe tOnJuci cc, _~J- ... l,tr!lrlo: Xl + C2 x2 + ... + 
c

l 

+ cn xn + Cf] + 1 xl! + I = O comn x = ai x' . + li xn 
n 11+ 1 

n+ 1 + ') 3 j 
X + Ox n -+"'';' O. Toda c; >0 tome r,= min(--) Dara tO(1 0 Li> d. 

, Cj 
ai 

Paraj = k ter-se-á b = C::--. 1 ~ '::;;;: n+l !em(\s: - ;'(1 x' + C2 x2 + ... 
I, 

+ (an hCn) x!1 + (:I n + I hCn+ 1) xn+ 1 + O x!l .>~ ... + O xr ;-Jara i = k. 

h . n. o ..... O) 0~!C :-'()\>;1Ji .J 
'Cn+ 1 

termos positiv<ls (? r- n termo) !lIdos. 

Q. F. D. 
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Lema lI. 2. (Teorema de Caratheodory) 

r . r 
Seja A C Rn c x E coCA), isto é, x = L ai Xl, 

i=1 
ai ~ O. L ai' = I. xi E A. 

i=l 

Então x é combinação convexa (te no máximo n + 1 (los xi, i = 1,2, ... , n, .... r. 

Prova: considere as n = I equações com r incógnitas dadas por: 
r . 

por: x = L a· Xl (n equações) 
i=1 I 

r 
I = L a· (1 equação) 

i=1 I 

Por hipótese, estas n + I equações têm uma solução não negativa pois ai :> O. 
Podemos usar o Lema IV.I, bastando ampliar a dimensão do espaço Rn para 
Rn + I, temos: 

Y E Rn + 1, Y == y 
n 

1 1 '--1 

r i 
Nesta notação as n + I equações são dadas por Y = L ai Y • 

i=1 

onde yl, y2, .... yr E Rn+ I 

Pelo Lema lI. I há uma ~olução ã ~ (ã l • ã2 ..... ãn ,·. ã r ) 

com no máximo n + I dos coeficientes aj positivos. lOg0. 

r . _ ~ i 
Y = ~ ã: \..1 =00 X - '-' ~ i x, 

i=1 I· iES 

onde S é o conjunto dos índices i = 1. 2 .... r. tal que ai > O. 

Teorema lI. I 

, co (J~11 rua j ~ 1 • 2 ..... r. 

Q.E.D. 

E'lIITOl'xistém-;;:;. -;;:2 ..... \'r .E,:o(Si)c x= Í, xi ('oma propried2de 
j'" 1 

Xi E I~i :'~ra lor10; cnm "':C('SS:'0 de no m;íximo um númer() n destes xj 
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Prova: por hipótese x - ~ x
j
, onde xj E co(Bj). Pelo Lema II .2, cada xJ' é 

j"'l 
uma combinação convexa de no máximo n + 1 elementos, de Ri, isto é: 

r . . n+ I . i j ' n+ I I 
x= L xl, xl = L a'1'X' E Bl,j=I, ... ,r. L :.t'.=\ 

j=l i=1 I i=1 I 

temos. 

r . n+ 1 1 1 n+ 1 "1 
X = L xl = L a. x· + L a .~ 

j=l i= 1 I I i= 1 I 
(11 e'll!açnes) 

n+ 1 1 
L ai' = 1. 

i=l 

n+ \ "1 n+ I r 
L al~ = 1 ..... L a. = I (r eouacõesl 
i=1 i=1 I '., 

Para aplicar o Lema II.2, ampliemos o espaço Rn para Rn + r 

Yl Xl 

fx Y2 X2 [x] = (n, I) 

Y= 
v 

[11=(r,1) 
. n Xyj 
Yn+ 1 II Yn +r 

[[,JJJ - vetor (n.l) 

).= 
.' I [IJ - vetor (r.l) 

n+1 I \ n+1 ~ ~ n+1 
/ ",f y= L a. v· + L a:- yj + ... + ~ 

i=J I - I i=1 I i=1 I' I 

Temos n + r equações e (n + 1) r incógnitas aj, j = I, ... ,r 
i = 1, ... , n + 1. Pelo Lema II .2, há uma solução não-negativa com no máximo 
n + r termos positivos, ou seja, 

- (-I -I - ~ - ~ --r -[ 
a = a l' .... a n+ 1 : a T· .... a;+ I: ... : a I' .... a q+ I ) 

, I '--- I 

coeficientes :l?S 
nontos de B 

coeficientes ':los 
n(J'ltos \~e Br 

Na solução ãexistemn + r coeficientes positivos eos (n + I) r - (n + r) = n(r-I) 
outros coeficientes são todos nulos. x E co (BI) + ... + co(Br), logo, no míni
mo um dos coeficientes de cada Ri é positivo (isto é mostrado por n + J i 

~ a = 1 
i=1 I 
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I, para j = 1,2,. .. , r). Se para um certo j hoU\'Cf ~ = 1 para algum i, então o 
ponto do co( Bj) associado a e~te aj pertence ao conjunto Ri. Se para um mesmo 

j hOll\ er mais de um i tal que aj > O ,então é possível que a com binação con-
I . 

\cxa do~ correspondentes pontos não pertença a BI. 
Defina para cada j = 1.2 ... r o conjunto de coeficientes 
, , 'r' 

Si = :jJ : ) > O S:lhe-se (Jue :H SJ ;? 1 e ~ ::t SJ ,,;;; n + r. A ü:ualct3c:e 
I 1 j=l' 

..,[ ::= sj = r + n ()CllrrC se "ara toc:o SJ tivermos ±: sj,,;;; 2. !\estc caso 
j= I 

existem exatamente r -- '1 conjuntos s·i com::!:t sj = 1 e n cO;l,i'll1tos sj 
, .. 
I , 1 1 com .":: S' = 2, P;naJ tal olle o"!: S· = 1 ,tcmDS a: = 1 T'Jara algum i e o 

, . I . 

'1Ulltn'o c(' (BJ) 3ssnci:l:L! a este 3.1 f"lcrtc'lCe a BJ. Para j tal O'le :H 
, "I • 

SI" ! 1 ' , h' - 1 == .. =-'. _ 'eXistem :I
i 

e ai.: :)PsItlVOS C a com, maçao convexa t os . 

,I c x·L Jssociadus a estes coeficientes rode 011 não pcrtencer a RJ. 
I • . . ' . . 

Se as 11 cnm1,inacões convexas aJ ~J + i x·;. tais Clue it SJ = 2 não 
, I I '~. K 

pertencerem 3ns rcs»ectiv()s cOl~i\lnt,)s B1
• teremos o C3,0 ele maior número 

. ~ Bi . sen,,10 este número i'ma! a n. 

Coro/círio 11. 1 

Seja Fuma família de conjuntos compactos Si E Rn, i = 1.2 ... , m, e x 

f co ~: S;) Então Frade ser di\idida em duas subfamílias FI e F~, onde FI 
iC: I ' 

possui no máximo fi elementos, tal que: 

~ S. ('11 

SE F., 

S ).,., E (~ S L 
SEF., 

Definiçâo 

Um \etor y é uma dircçâofacia/ sobre x E C se x + ty f C para todo Itl sufi
cientemente pequeno. 

Figura 10 ~ 
..,/ 

/' ...-
/' 

/' 
y 

x + tv 

o 
x - tv 
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Lema II.3 

Seja S E Rn, x E co(S). Então existe um subconjunto finito T C S tal 
que XE co(T) e x - x é uma direção facial sobre x em co(S) para todo x E T. 

Prova: pelo Lema II.2, podemos afirmar que x é uma combinação convexa de 
no máximo n + 1 elementos de S. Tomando-se Tcomo o conjunto formado por 
estes elementos, conclui-se que existe TE S finito. 
Para provar a segunda parte do teorema, tomemos T ={XI X2,"" xk}onde k '" 

k k 
n + 1, e x = 1: a. X. Ci· ;;;. O. 1: a:

J
. = I. Suponha por absurdo que para al-

j=1 J J' J j=1 
gum Xj, x - Xj não é direção facial sobre x em co(S). Podemos ~upor Xj = XI 
sem perda de generalidade. Teremos x + t(x I - x)Efco(T) para algum l, com 
!tI pequeno. x + t(XI - x) ti. co (T), logo (l-t)x + tXI $ co(T), isto implica 

k 
(l-t) 1: a:. Xj + tXI Efco(T), 

j=1 J 
k 

j=~\ ,'3j xj Ef: co (T), paraBj = (1-t) a j' j = 2, ... , 1( e 

.(fl =O-t)al + t, temos 
k k 

k I) j = ( 1 - t ) a:l + t + ~ (1 -, t) Oj = ( I "t ) 1: Oj + t = 1 -- t + t =1 
.1: J'=2 J'=1 
J = 1 
logo, x + t(XI - x) é uma combinação convexa de elementos de T, contra
dizendo a hipótese de x + t(x I - x)$co(t). 

Q.E,D. 

Definição 

o raio de um conjunto compacto S C RI: é definido por: rad (S) = 

= min max !!x-y~:. 
x'::: Rn y E S 

rad(s) é igual ao raio da menor bola fechada que contém S. 

Figura 11 

rad (5) 
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Lema 11.4 

Para toda família finita F de conjuntos compactos Se todo x E 

CO ( ~ S I. existe v E ~ S tal "ue ;'X-V!:2 ~ ~ (rad (S)2 
S EF - SEF . SEF 

Prora: por indução finita. se # F = m = I, 

x = ~ u: (y\ y. para T -S finito e (X(y) ~ O. ~ G: (y) = I tome x*de modo 
yET yET 

a minimizar mJX '::x-y'; ue mo:lo a termos rad (s) = max !'x':'-y;:. 
~ES yES 

O=xx=x-~ o:(\)\=~ u(y)(x-y) 
yET '. yET 

tomando-se o produto interno com o \etor x-x* 

O = ~ Q (\ ) < ,; c/: x - v > 
\ECT . . 

A igualdade acima impede que se tenha < x - x*, x - y > > ° 
paratodoYET, de modo que para algum YET < x-x*,x-y > -50.Mas[rad(s)]2 
~: x .~':: =:: (x-x;')--( x· y) 1: 2 = I: x--y 1: 2 +:: x-X",:2 '-2 <x
x . x" \' > ~ , x - y :: 2 

portanto a desigualdade (*) vale para m = 1. 

Admitindo que (*) \ale para m, provemos para m + j se 

m+1 
x E co ( ~ S.) 

i=1 J 

m 
co ( j~ I Si) + co (S111+ I ) teremos 

_: .' 1 '11 1 
x - x + x . x E co ( ~ SJ') e x-E co (Sm+ I) pela hipótese ,~e indução. 

j=! 

Tomemos ~o que minimiza IIx - yl- zll para z E co(Sm + I)' 
Então para todo zO f co(Sm + I) temos: ,ç: ~ 

IIx - yl- zOll2 "llx - yl .- x:'\12 = Ilxl - ylll "" j~l [rad (Sj)F 
ParatodozECO(Sm+I),tz + (l-t)ZOECO(Sm+I)'O < t -5 I,temos, 
IIx - yl - zOIl:' -5 IIx _ yl _ [t z + (I - t)zo] 11 2 = IIx - yl - zO - tez - zO)I12 
= IIx - yl - zOIl:' - 2t < x - yl - yO, Z - zO > + t211z - z0 1l2, logo, 
<x - \,1 _ zO, Z - zo> -5 tllz _ zoll2. Fazendo-se t-O, <x - yl - zO, z
zo> -5 -0, para todo Z E co(Sm + I)' Pelo Lema 11.3 existe um subconjunto fini
to Te Sm + I tal que zO E co(T) e como (*) vale para m = I temos, 
Ily:'-zOIl2-5[rad (T)]2'" [rad (Sm + 1)]2. 
Pelo mesmo Lema 11.3 y2 -- zO é uma direção facial sobre zO em co(Sm + I)' 
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logo zO + t(y2 - ZO) E co(Sm + I} para Itl suficientemente pequeno. Para 
z = ZO + t (v2 - zO), <x- yl-zO, [zO + t(y2-z0)]-zO > -; Ot < '\ 

- Vi - zO v 2 _ o > -; O . , . z . 2 

Como [pode ser negativo ou positivo, temos < ,\ - yl - ;0, y _;0 > = Opa-
ra y vi + y:' m+ I 

E L S·, 
j=1 J 

IIx - vl1 2 = 11'\ - \,1 _ y2112 = 11('\ _ yl _ zO) _ (y2_ zO)112 = 
- 2 ~ '\ - \,1 ~ zO \,2 _ zO > + 11\'2 - zOII:' ~ Q: 

'm' ". m+l' ""'i~1 

Ih - yl - zOII:' 
[rad(Sj)F -+-

~ L [rad(Sm _ 1)]2 = ~ [rad(Sj lF, 
j=1 j=1 

o que mostra a validade de (*). 

Finalmente apresentamos o 

Teorema 1l.2 (Shapley-Folkman) 

Q.E.D. 

Seja Fuma família de conjuntos compactos S _ Rll tais que rad(S) .,; L para to
do S E F. Então para toda subfamília finita F' 'F de m elementos SI, ... ,Smc 
todo ponto x E (Q)" \ existe um y E Q.l Sj tal que Ilx - yll '" LVn. co ,~ ~1 

FI . icei 
m Jll 

Prova: pelo Lema /l.4 para todo '\ E co ( ,I: S,) e'\iste um v f ". 
1=1 1 • ic=! 

S; talquellx 

m 111 Jl1, L' _yI12-; ~ [rad(SjlF. Semsn, Ilx-yl12 s ,I: [rad(Sj)F-;~ I- = m - $ 
nL2, j=1 .1'=1 FI 

Sem> n. pelo Corolário 11.1, x = XI + x2;sendoxl ECO(Sê:f'J S) ex, 

L S d I I d 
E SEF~ on e F j e F 2 são uas subfamílias disjuntas de F' sendo o número má-

ximo de elementos de F'J igual a n. Temos x - x, E co (I: S). 
- SEF; 

Como F; tem no máximo n elementos, aplicando-se o Lema IV5 podemos ob-
terYlf L Stalquell(x-x')-\'11I2$ ~ [rad(S)]2-; ~ L2$nL:' 

SEF'j _. SEF~ SeF'J 
tomando-se y = YI + X2 temos Ix - yl:' -; nL2, o que pro\a Ilx - yll $ LVÍ1. 

3. O modelo de produção e consumo I 
Q.E.D. 

3.1 O modelo de A rroII'-Debreu (resumo) 

Em uma economia existem n bens que são produzidos por m firmas. Cada fir
mafé caracterizada por um conjunto de possibilidades da produção )'f, o qual 
satisfaz aos axiomas: 
A.I - Yf é um subconjunto cOl1\'exo e fechado do Rn cOl1lendo fi (g = I, , .. , 
m). 
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Este axioma significa que a produção é divisível (Yf E Y f implica ÀYf E Y f), 
aditível (Y~-. y~. E Y f implica Yf + Yf E Y f) e não admite retornos crescentes 

de escala (Yf E Yf, O " À " 1 então ÀYf = ÀYf + (l - À) O E Yf}. O fato de Yf 
ser fechado significa pontos arbitrariamente próximos de Yf pertencem a Y f. O 
E Y f significa que a empresa pode decidir nada produzir. 

Definindo o conjunto de possibilidades de produção da economia por Y 
= L Yf, temos os axiomas: 

f 

A.2 - Se Y E Y e Y "0. então Y = O 
A.3 - Y (- Y) = o 

O axiomaA.2 significa que não se pode ter um vetor de produção agrega
da com um componente positivo, a menos que pelo menos um componente seja 
negativo, isto é, para haver alguma produção, é necessário algum fator de pro
dução. O axioma A.3 significa que não podem haver dois vetores de produção 
em que os insumos de um são exatamente os produtos do outro. Isto decorre 
do fato de que algum fator de produção é usado em qualquer atividade produti
va, mas os fatores da produção, por hipótese, não podem ser produzidos pelas 
firmas. 

O consumo de economia é representado por indivíduos. Cada indivíduo 
h é caracterizado por um conjunto de possibilidades de consumo Xh, o qual sa
tisfaz aos axiomas: 
A.4 - Xh é um subconjunto conv~xo e fechajo do R~ , o qual é limitado infe
riormente, isto é, existe um vetor Xli tal que xh " Xn para todo xh E Xh. 

Este último axioma exclui de Xh as cestas de bens insuficientes para man
ter a vida do indivíduo h. 
A.5 - Cada consumidor possui uma dotação inicialxn tal que xn Xh para al
gum Xh E Xh e uma participação de dhf nos lucros da empresa f, dhf « O, L dhf 
= 1 para todo f. h 

O axioma acima afirma que cada consumidor h possui uma dotação posi
tiva de cada bem. Trata-se de uma hipótese forte que facilita muito a prova da 
existência de equilíbrio. A existência de equilíbrio, contudo, pode ser provada 
com uma hipótese mais fraca, mas envolvendo maior complicação matemática 
(veja Arrow-Debreu, 1954). 

Definição 

Seja P > O um vetor de Rn que representa o sistema de preços. Denomina-se Mh 
(P) a renda do indivíduo h ao sistema de preços P. 

Mh (P) = < P, xh > + ~ dhj 7rf(P) 

onde 7rf(P) é o lucro da empresa f ao sistema de preços P. 
Note-se que os axiomas A.l , A.4, e A. 5 garantem que M h(P) > O para to

do P, pois por A.l nenhuma empresa opera com lucro < P, Yf > negativo, pois 
pode fazer Yf = () , e por A.4 e A.5, x h «;; O logo < P, x h > > O. 
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As preferências dos consumidores são descritas pelo axioma abaixo. 
A.6 - Para cada consumidor h existe uma relação de ordem em Xh repre,en
tada por( ;;;;, ),significando "preferido ou indiferente", entre pare, de elernen

h 
tos de Xh satisfazendo às propriedades abaixo. 

a) Transitividade 

b) Ordenação 

Para todo xl, 
c) Continuidade 

d) Convexidade semi-estrita 

1 • 2 , 
SeX4 > x eO:5 a. < l,então(l-ll') x!, + (\Y? > '\'-, 

I< h 1 h 

e)Não-saciedade 

S ° X -' X I :>0 e x], E. h, entao eXiste Xh E h ta que x
h 

h x
h 

O ~ím~olo({) significap;e~ri~o e é definido por: :< t -< ~ignifi
ca >,1 ;;;. X:. mas não ocorre x r) xl 

4 h' h 1 1 

O axioma A.6,a afirma que duas cesta~ podem ~empre ~er comparada" 
A. 6, b é a hipótese que permitirá ao indivíduo maximizar sua satis facão, .-1,6. t 

significa que se uma cesta x: é prefl:rida a x; , então existem conj untos de ce,
tas SI e S2 eXp próximos a

1 
xl, e x~, respectivamente, tais 4ue, ,e \1 t SI e \C 

E S2, então x I >;- x2 • A. 6.d indica que o consumidor prefere a di \ ersi fica\ão a 
especialização. Finalmente A.6.e assegura que sempre se pode encontrar uma 
cesta que agrade mais ao consumidor, isto é, o consumidor é insaciável. 

Com estes axiomas prova-se a existência de um equilíbrio caracterizado 
por um vetor de preços P*, pontos de produ.;ão \r de cada firma, ponto-, de con
sumo xi; de cada indiúduo obedecendo a: 

1) p* > 8; 

2) t Xl; ,,;; 1 Yf + ~, .\1,: 

3 
\, > 

) < p*, - t 7rj(p"'), para todo f 
4) < p*, X I, > \-1 h(P* )"para todo h. 
5) < p*, x!' > ,,< p*, XI-- para todo >~ t Xh tal que \; (' 
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o item( I) afirma que o vetor de preços não pode ser negativo ou nulo; (2) 
significa que as restrições de dotações de fatores de produção são respeitadas; 
(3) diz que cada firma maximiza seu lucro ao sistema de preços P*; (4) afirma 
que cada consumidor gasta toda sua renda com bens de consumo; (5) significa 
que nenhum consumidor pode gastar menos com uma cesta de bens que seja pre
ferida ou indiferente à cesta escolhida. 

3.2 O modelo de produção e consumo sem convexidade 

Em que medida o relaxamento das hipóteses de convexidade contidas nos axio
mas A.i e A. 6.d compromete a existência de equilíbrio? Para analisar formal
mente esta questão, tomemos uma economia competitiva descrita pelos axio
mas A .i-A. 6, sem as referidas hipóteses de convexidade. A nova ordenação de 
preferências descreve conjuntos de pontos preferidos a um x~ , isto é,{xh: 
xh ), x2} não-convexos de acordo com a figura 12. 

1: 

Figura 12 

x, 

Para podermos comparar o equilíbrio alcançado por esta economia com 
o equilíbrio (compensado) do modelo de Arrow-Debreu, faremos a "convexi
ficação" de nossa economia não-convexa. Para isto, definamos a "ordenação 
convexificada" por: 

Definição 

'.:, ~c x{significaqueparatodo x~ talque Xf,E:CO<{xh:Xh~ xf;})tem-se 

,( ECO({Xh: Xh ~ xn). (\ejafiguraI3) 

A economia comexificada será descrita por: 
1- Os axiomas A.i-A.3 são satisfeitos com co(Yr) no lugar de Yf. 
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Figura 13 

XO? x, mas 
h 

x, ? c XO 
h 

II - Os axiomas A.4-A.6 são satisfeitos com ~ c no lugar de f . 
x, 

A economia convexificada satisfaz às condições necessárias à existência 
de um equilíbrio compensado, isto é, existe um vetor de preços p~. > ,0 e uma 
alocação{xi· .... ,x~; v! .... 'yF) = (x*,y*)talque: 

II 
1) x* :s y* + 'x , onde x = '" - . ... x,,; 

1'=1 . 
2) Y f maximiza < p*, Yf' > sujeito a Yf E co(Y f}; 

3) x •. ':. minimiza < p*, x·:' > sujeito a Xh ;;;;, c X'. 
h 1 h, F : 

4) <p"x:' >=M'" = <n':' x >+ r ,\ <p" ,.: > 
' h 11 "!~ f=l' 'lf ' . f . 

A economia convexificada, portanto, possui um equilíbrio compensado 
com as propriedades de factibilidade, otimização para cada agente econômico 
e satisfação às restrições orçamentárias de cada indivíduo. A economia não-con
vexificada terá um vetor de preços p* e duas alocações (x*, y*) e (x + , Y + ), a 
primeira sendo factível e a segunda sendo um ótimo para cada agente e satisfa
zendo às restrições orçamentárias individuais. Tal que em termos agregados as 
duas alocações estão próximas. Definamos, pois, este equilíbrio: 

Definição 

Um equilíbrio compensado aproximado do módulo A é um vetor de preços p* 
> (J e duas alocações (x*, y*) e (x - , y -) tais que: 
a) x* :s y* + '. ; 

b)r>(=O sex
j 
<~i +x j ; 

) + " < > c Y r maxlmlza p*, Yf para Yf E Y f; 
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d) x~ minimiza < p*, xh > sujeito a xh :;;; X~, 
h 

F 
e) < + > '1+ - < ,,'O ~ > + ,(1 < ':' \,1: > = n , XI, "I, - .,.' 11 _~ 'hf r, _ ! , r=l 

F 
= \1

"
.,. = < l'~ i.:,:> + _~ d

1
'\1 < p': \"'> 

1=1 - f ; 

f) lI(x* - y*) - (x* - y-)II ,; A; 

Antes de provarmos a existência do equilíbrio acima, vejamos o conceito 
de raio interno de um conjunto, que vem a ser uma medida de não-convexida
de, 

Definição 

o raio interno de um conjunto S, r(s) é definido por: 

r(s) = sup inf rad (T) 
XECO(S) xEco(T) 

Para a compreensão deste conceito, parta de x E co(S) e obtenha um sub
conjunto finito Te S tal que x E co(T). Para cada x, faça Tvariar e tome o ínfi
mo de rad(T); a seguir defina como r(S)ao supremo sobre todos os x E co(S) de 
todos estes ínfimos. 

Figura 14 

somente se S é convexo 

r(S) 
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A seguir provaremos que o equilíbrio compensado aproximado existe e que 
seu módulo é A = L v'n, onde L é o maior grau de não-convexidade dos con
juntos de possibilidade de produção e consumo (sujeito à restrição "li ~ x~ pa-
ra todo h) e n é o número de bens. h . 

O resultado I(x* - y*) - (x* - y*)1 " A = L Vn indica que no equilíbrio 
aproximado a discrepância entre o excesso de demanda agregada na economia 
convexificada (x* - y*) e excesso análogo na economia não-convexificada (x + 
- y +) é limitada por um fator que independe do tamanho da economia (medi
da pelo número de agentes, por exemplo). Isto equivale a dizer que a discrepân
cia dividida pelo número de agentes (discrepância per capita) tende a zero quando 
a economia cresce. 

Teorema Il!.] - Existência de equilíbrio compensado aproximado 

Sob as hipóteses I e 11 que caracterizam a economia convexificada, se existe L 
tal que r(Y O " L para todo f e r ( { Xl : X, ~ x: } ) ~ L para todo h existe 

1 11 h ~ , 
um equilíbrio compensado aproximado de'módulo L "I[}, onde n, onde n é o 
número de bens. 
Prova: sejam P* e (x*, y*) um equilíbrio para a economia convexificada. O equi
líbrio de cada empresa y* f E Co(Y O é uma combinação convexa de um subcon
junto finito Tf C Yf. Como r(YO " L, conclui-se que rad(TO " L. 

Temos y* = ~ o:(~rf)Yf' ~ crfYr)=1 
f Ypr ., YfTf 

Multiplicando-se escalarmente por P* obtemos 

< p", Yf > = ~ o: (Yr) < (:'. vf> 
yfET f ' 

mas Yf E T f E Y f E co(Y O para todo Yf E T f· Pela maximização de lucro em 
co(Y O, conclui-se que < p*, Y*f > ~ < p*, Yf > para todo Yf E T f. Podemos su
por, sem perda de generalidade, que o:(YO > O para todo Yf E Tf, pois caso al
gum O:(Yf = O podemos retirar este Yf de Tf. Com o:(yO > O para todo Yf E T 

e ~ o: (Yf) = 1 e a expressão <P""Yf>= ~ o: (Yf) < P*,Yf> ~< p*, 
Yp Ypr 

Yf > ,obtém-se < p*, Y*f > = < p*, Yf > para todo Yf E Tf. Portanto: todo 
Yf E T f maximiza < p*, Yf > para Yf E Y f. O mesmo argumento utilizado para 
a produção pode ser repetido para o consumo, pois {Xl': xI, ~c xi;} = cn ( XI,: 

I '. h 

Xh ~I· xg) e portanto existe um subconjunto finito S, C {xl: x': ~ :~?}tal que rad 
o' 1 J1 1 n h 11 

(Sh) " L e X*h E CO(Sh). Conclui-se que: todo xh E Sh minimiza < p*, xh > para 
• o 

xh ?' xr e < p*, xh > = < p*, x*h > para todo xh E Sh. 
,] 

Estas expressões mostram que podemos escolher Sh de forma a ter x~ fé SI, 
e que todos os elementos de Sh são indiferentes. Temos: " 

H F II F 
x'-y= ~ x; ,L E ~ co(S),)+ ,I co(-Ir\ 

h=l .1 FI h=1 t=1 . 
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H F 
= co ( )]:1 Sh + r3

1 
(-TI')) 

Como rad(Sh) S L e rad (-T[) S L para todo h ef, podemos aplicar o Teorema 
de Shapley-Folkman para garantir a existência de um ponto 

t t H ~ x . Y E L S" + _~ (--Tf) 1;=1 . 1=1 
tal que 
II(x* - y*) - (xt - yt)11 = IIx* - xt ) - (y* _ yt) 11 S L"\r1 

Q.E.D. 

4. O modelo de economia de trocas 2 

4.1 In rroduçâo 

,,"o modelo de economia de produção e~onsumo apre~entado no item 3.2 utili
lamo~ como medida de de~eq uilíbrio o grau de não-col1\exidade dos conjuntos 
de produção e consumo do~ agentes econômicos. Neste item apresentamos um 
modelo de economia de trocas em que a medida de desequilíbrio utilizada é o 
\alm de mercado do e\ce~so de demanda. 

Seja 0\ etor x f Rk, o conjunto A C R k usaremos as seguintes notações: 

Ixl é o vetor com Ixli IXil 

fi = conjunto re preferenciais em R~ obedecenrlo às hipóteses contidas no axio
ma A. 6 do item e à exceção de A. 6.d (convexic{ade semi-estrita). 

4.2 O //lor/e/o 

Uma economia de trocas será caracterizada por uma função f : A -+ P x R~ 
onde A é um conjunto finito de agentes econômicos. Para o agente aEA, '" a é 
a projeção de da) sobre P - representando as preferências de a - e e (a) é a 

projeção de da) sobre R~ - definindo as dotações iniciais de a. 
UmaalocaçãoéumafunçãofA-+ R~ talque L f(a)= L ela). 

aEA :lEA 
Para uma economia E, M(E) = ma>. {lIe(al) + ... + e(ak)ll\,l' ai, ..... , ak é A, ai 
distintos} Um \ctor de preços P EC R~; é tal que IIPIIS = 1. Sendo S o conjunto 

I) (, 

de todos os preço, e S seu interior, se P E S definimos C (p) = 1 /min {PI' 

... , Pk}. Para P E S t' J E A. definimos o conjunto D(p,a) denominado 
"demanda do agente a ao preço P" por D(p,a) = { x E R~ : < p. x > ~ < p. (' 
(: I'> e < p, Y> S < p,e(a) > implica x ;o a ) }.A demanda agregada per capila 

é o conjunto D (o) = L D (p.a)! A. 
:\EA 

, 
-"(' 111...'!l1 -+ 1")~I"L·I,I-'I...·l·1ll \1;dl.'j,,11l11lJ:--,2) 
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Apresentaremos um teorema que prova a existência de um equilíbrio apro
ximado. As três afirmações nele contidas podem ser interpretadas por: 
I. O valor de mercado do excesso de demanda absoluto per capita é pequeno, 
isto é, o valor de mercado do ajuste de estoques necessário para equilibrar to
dos os mercados é pequeno. 
2. Pode-se obter uma cota para a norma do excesso de demanda. Como C(p) 
depende de P que é endógeno, seu uso não é adequado como medida de dese
quilíbrio. Tal problema, contudo, poderia ser contornado tomando-se uma co
ta superior para C(p), por exemplo, a máxima taxa marginal de substituição 6: 
dado Po vetor de equilíbrio aproximado, PjlPj '" 6, logo C(p) '" k 6. A conclu
são (2) também mostra que existe uma alocação que é próxima ao equilíbrio em 
termos agregados, embora possa gerar grandes desvios em relação ao equilíbrio 
para alguns agentes tomados individualmente. 
3. Existe uma alocação tal que nenhum agente dispensa mais do que uma pe
quena fração de sua demanda, isto é, nenhum indivíduo se sente muito insatis
feito em aceitar a alocação ao invés de obter a cesta determinada pela sua de
manda. 

Teorema IV.] - Existência de equilíbrio aproximado 

Seja uma economia de trocas finita f: A -+ P x R~, com iA: = n e L 
aEA 

e(a) >8.EntãoexistePt= S tal que L e(a)/nEco(D(p)). ParatalP 
aEA 

existe uma alocação h: A -+ R~ tal que < p,h(a) > = < p,e(a) > para todo a e 

uma cesta g(a) E D(p,a) tal que: 

(I) 

(2) :: L (g(a)-e(a);:v,ç L ::g(a)-h(;!)ii"1,ç 2C('1).'v!(tõ) 
at=...A . 'I aEA ." 

(3) Existe uma alocacão f: A -+ R~t~1 r,l!e < 1'. f (3 I> = < 7'. c (~) > :1:1P V,,'o c e 

Prova: por um argumento de equilíbrio geral baseado em ponto fixo (veja Hil
I) 

denbrand,1974, P·149-150) pode-se provar que existe um \'etor P E: S tal que 
L ,~ "'3'= '" !'(3' 

aEA c(a)/ n E co(D(p)). Pelo Lemall.3 existe h(a)E D(p,a) tal que aF"A -, , aEA" , 

e h(a)E:D(p,a) para o máximo k agentes a" ... , ak Escolha arbitrariamente g(a i) 
~ D(p,ai)· Para todo h j", k e faça g(a) = h(a) para todo a E{a" ... , ak}. Desta 
forma g(a)ED(p,a) para todo a. Como, por hipótese, as preferências ~ a são mo
nótonas e g(a)fC D(p,a) para todo a, temos < p,g(a) > < p,e(a) > p~ra todo a 
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EA. Mas h(a)Eco(D(p,a» implica <p,h(a» = <p,e(a»para todo a. Pode
mos, pois, escrever 

< p. I a€A {'s(a)-e(a» I> = <p'lgA (:«a)-11 (a)) I> 

.;;:; <p, ~ I g(a)-h(a) I > 
. aEA . 

1· . 

=-2t <p.e(a l » 
I'~I 

.;;:; 2.\! (E). () c;ue vr()va (1 ). 

Para provarmos (2), notemos que 

,; 2 M(f) ceP), o que prova (2) 

Para obtermos (3), tomemos o conjunto de índices definido por 
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{ 

g (a )J' ( L e (h )J' / L 
bEA bEA 

g (a)j , se j Et J 

::; (h)/ se j E J 

Criaremos a alocação f : A -+- R~ com o auxílio da expressão anterior .Para tal,no
temos que: 
(i) real ~ e, pois a demanda g(a)j pelo j-ésimo bem não pode ser negativa. 

(ii) L r (a)':;; L e (a), pois para j E J temos 
aEA aEA 

~ e (a)J' < L <.::(af
1 , o aue implica r (a).l' < da).l·' aEA aEA - . . 

r (a)· = g (a). ( L e (b).! L <:! (1-,), ) 
J ] bEA J hEA' ] 

L r (a)· ::= L g (a). (, ~ e (h). / L g (h).)::= L e (a).l· : L'~;ra 
aEA J aEA J nEA J bEA - J aEA 

j E .l, temos L e (a). ;;. L g (a), 
aEA J aEA" J 

L r (a )J' ::= L g (a).':;; L e (a). 
aEA aEA J aEA J 

(iii) <p,r(a) >.:;; <p,g(a» = <p,e(a»,pois 

r (a)· .:;; "(a). e p. > O J o ] J . 

A última igualdade decorre de g(a)E D(p,a). 
Definamos, portanto, 

f : A -+- R~ por f (a) ::= r (a) .j. 

+L (C(h)-rCh» <p,da)-r(a» 

hEA < p, L (e (b) - r (b» > 
hEA 
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Por (i), (ii) e (iii) concluímos fia) '" e. Notemos que 

L f(a) = ~ rIa) + L (da)-r(a» 
aEA aEA aEA 

L e (a). 
aEA .. 

o que prova quefé uma alocação, temos ainda <p,f(a) > = <p,r(a) > + < p,e(a) 
- ria) > = < p,e(a) > para j é J, 

fia)· ;;. ria)· = ~(a)· ;;. g(a). (l-2C(P) M(f)/ L e (h)].) 
J .1' J • J' . aEA . 

Para j E J. 

~ e (o). 
bEA ' J 

J (a ).1' == r (a )_1,' = ,2: (a)j" --~------
. L g (h). 

bEA ,,] 

r L (~c,)· -. e ,Cb'»l I. ~EA' j j 

= Z (
3 )i 11 - L (\! (h), 

1.JEA" J 

Como;majEJ tem·se L (2.(1). - e (!:».1') >üepara 
bEA' .1 

Rk 1I I: toJo x E +.;, x .i ivl max x· = max X\';;' Xl" 
\ 1&:'&:" l<Çj";; k "" \ ",,', l<j";;k 

!e acordo com (2). 

temos 1

- 2 C IP) M (f)j-
fIa)· ;;. da), 1 - -- --.-

J - ] I ~ <! (h). 
1._ hCA' J 

·2 C (P) M (f) / 2.: e (h).I·-.1 
I !JEA 
'-

'1'1(' completa a prova de (3). 
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Abstract 

This paper is a survey on the existence of general equilibrium in economies with 
non-convex preferences and technologies. The absence of convex preferences 
is equivalent to abandoning the hypothesis that the consumer prefers the diver
sification to the specialization. Thenon-convex technologies represent increa
sing returns to scale. Although the hypothesis of convexity is necessary to prove 
the existence of a competitive equilibrium, it can be shown that even without con
vexity there is an approximate equilibrium with a measure of per capiea dis
equilibrium hat decreases as the number of agents increases. 
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