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A decomposição de séries temporais apresenta diversas abordagens metodológi-

cas, gerando divergências na interpretação do comportamento cíclico. A separa-

ção entre tendência e ciclo é complexa, e modelos determinísticos ou estocásti-

cos, como o ARIMA, não são suficientes. Este estudo avaliou a eficácia dos méto-

dos ARIMA, filtro de Kalman e filtro HP na estimação de tendência e decomposição

cíclica da série anual do PIB do Paraná (1947–2019). Os resultados indicaram que

o ARIMA subestima a flutuação cíclica, enquanto os métodos de filtragem propor-

cionam uma representação mais precisa da amplitude cíclica.
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1. Introdução

O estudo dos ciclos econômicos apresenta duas abordagens: causas e estimação empí-

rica. Os ciclos caracterizam-se por flutuações na atividade econômica, com fases de ex-

pansão e recessão e pontos de reversão. Ciclo e tendência estão interligados, formando

uma componente de longo prazo. A sazonalidade é um padrão de curto-prazo que deve

ser isolado, enquanto a componente irregular requer suavização. Na estimação, a ten-

dência era considerada linear e determinística, atribuindo-se as flutuações aos ciclos.

Posteriormente, modelos estocásticos como ARIMA foram utilizados para melhorar a es-

timação da flutuação. Para identificar ciclos em torno de uma tendência de crescimento

é necessário relaxar as hipóteses considerando tendência estocástica, determinística,

linear e não-linear. Houve transição da decomposição clássica para modelos autoregres-

sivos e estruturais, com aplicação de técnicas de filtragem como filtro Hodrick–Prescott

(HP), phase-average-trend (PAT), band-pass e de Kalman.
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Tendências devem ser variáveis devido às interações com flutuações de curto prazo

e quebras estruturais, o que a torna não linear, mas não necessariamente estocástica.

Este estudo questiona a eficácia dos modelos do tipo ARIMA em capturar o comporta-

mento da tendência. O objetivo é analisar como ARIMA, filtro de Kalman e de HP esti-

mam a amplitude das fases nos ciclos do PIB do Paraná. Para analisar, foi criada uma

estratégia, Índice de Fase (IF), que considera a amplitude das fases cíclicas medida pela

distância vertical entre os pontos de máximo ou mínimo local e a tendência estimada.

A série temporal utilizada foi o PIB do Paraná a preços constantes (1947–2019), com

frequência anual, excluindo o impacto da pandemia COVID-19. Os Índices de Fase (IF)

são calculados pela razão das amplitudes com base na estimativa do modelo ARIMA.

Foi realizada a datação dos ciclos econômicos do Paraná. As técnicas de estimação da

tendência influenciam a amplitude das fases cíclicas. Dado que as estimações de ten-

dência por ARIMA, Kalman e HP apresentam diferenças, este estudo contribui para a

discussão da escolha da melhor estimativa de tendência para a datação dos ciclos.

2. Ciclos de negócios e técnicas de decomposições

A teoria dos ciclos econômicos no século XIX pressupunha periodicidade determinís-

tica. Evidências empíricas levaram à adoção de modelos dinâmicos com repetição de

movimentos (Carvalho e Hermanny, 2003). Ciclos apresentam duas fases: expansão e

recessão, com duração medida entre picos ou vales e amplitude calculada pela dife-

rença entre esses pontos (Ferraz, 2020). A amplitude refere-se ao grau de profundidade

e à capacidade de reversão do ciclo (Kasznar, 1996). Ciclos são flutuações recorrentes

na atividade econômica agregada que impactam indicadores como PIB, inflação e em-

prego, com durações variáveis e não periódicas (Burns e Mitchell, 1946; Zarnowitz e

Ozyildirim, 2001).

Burns e Mitchell (1946) observaram ciclos de negócios de 7–11 anos, expansões de

3–5 anos e recessões de 1–3 anos. A duração de ciclos varia entre mais de um ano

até dez ou doze anos, sendo normalmente maior que dois anos e menor que oito (Zar-

nowitz e Ozyildirim, 2001). O NBER1, OCDE e CODACE2 realizam a datação de ciclos

de negócios. Essas instituições para obter a datação, a série é submetida ao algoritmo

BBQ, proposta por Harding e Pagan (2002). Técnicas de desvio à tendência apresen-

tam resultados quanto ao tempo e conformidade dos ciclos de crescimento agregados

(Zarnowitz e Ozyildirim, 2006). Testes indicam que desacelerações cíclicas teriam sido

antecipadas por indicadores (Klein e Moore, 1985). Kim et al. (1994) usa o procedimento

Bry–Boschan em séries de PIB da Nova Zelândia para datar ciclos, comparando pontos

de inflexão após aplicar métodos de desvios à tendência. Zarnowitz e Ozyildirim (2006)

estimam ciclos de negócios e crescimento dos Estados Unidos de 1948 a 2000 compa-

rando métodos de desvio à tendência PAT, HP e band-pass. Ferraz 2020 aplica o índice

de concordância de Harding e Pagan (2006) para analisar a correlação dos ciclos de

negócios do Brasil com países da América do Sul, BRICS e OCDE, de 1996 a 2016.

1National Bureau of Economic Research
2Comitê de Datação de Ciclos Econômicos
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O filtro Hodrick–Prescott (HP) é um método de decomposição, esses autores apli-

caram o filtro às séries trimestrais do produto nacional bruto real dos Estados Unidos

do pós-guerra para separar o componente de tendência do componente cíclico. O es-

tudo estimou a tendência como solução de um problema de minimização que penaliza

a soma dos quadrados das segundas diferenças da tendência, utilizando parâmetro de

suavização λ = 1600. Ellery Jr. et al. (2002) utilizaram o filtro HP para decompor séries

trimestrais do PIB real do Brasil de 1980 a 2000 e analisar as propriedades dos ciclos de

negócios brasileiros, comparando volatilidade, persistência e correlações com os ciclos

dos Estados.

A decomposição clássica descreve a série temporal como soma de sazonalidade,

tendência, ciclo e componente irregular (Morettin e Toloi, 2018). A sazonalidade é um

padrão de oscilação de período definido; a tendência é a direção geral em longo in-

tervalo; o ciclo é um padrão de oscilação de longo prazo com períodos de duração

irregular; e a componente residual trata de flutuações de curto período (Makridakis

e Wheelwright, 1982; Souza, 1989; Bouzada, 2012). Após eliminação da sazonalidade,

técnicas de suavização reduzem o efeito irregular para identificar pontos de inversão no

ciclo (Zarnowitz e Ozyildirim, 2006). A decomposição clássica apresenta desvantagens:

perda de dados nas observações iniciais e finais, suavização excessiva, assume sazo-

nalidade constante e não é robusta para outliers (Hyndman e Athanasopoulos, 2018).

Nelson e Plosser (1982) indicam que a tendência linear determinística não persiste

por séries longas e não diferencia momentos de prosperidade daqueles de crise. A ten-

dência linear estocástica assume que choques têm efeitos permanentes, possuindo flu-

tuação e deixando pouco para os ciclos (Zarnowitz e Ozyildirim, 2006). Modelos ARIMA

deixam uma lacuna nas estimativas por não serem sensíveis aos choques repentinos

(Bézenac et al., 2020; Zarnowitz e Ozyildirim, 2006; Nelson e Plosser, 1982). Tendên-

cias devem ser variáveis devido às interações com flutuações de curto prazo e quebras

estruturais, o que torna a tendência não linear, mas não necessariamente estocástica.

Uma boa estimação de tendência deve ser influenciada por movimentos do ciclo e ser

suavizada (Zarnowitz e Ozyildirim, 2006).

O modelo estrutural de séries temporais trata-se de um conjunto de processos esto-

cásticos lineares que descrevem a dinâmica de cada componente e assume para cada

componente um modelo ARIMA (Bee Dagum e Bianconcini, 2016). A representação em

espaço de estados evidência dependência funcional, dinâmica e estocástica entre com-

ponentes. O filtro de Kalman estima variáveis não observáveis, obedecendo a uma es-

trutura dinâmica (Baturin, 2016). Kalman (1960) desenvolveu um algoritmo recursivo

para estimação de estados em sistemas dinâmicos lineares com ruído gaussiano. Essa

metodologia foi aplicada a séries macroeconômicas brasileiras por Maia e Cribari-Neto

(2006), que utilizou a representação em espaço de estados e o filtro de Kalman para

modelar a inflação no Brasil entre 1974 e 1985.

3. Dados e metodologia

A série de dados anual (ts) do PIB do estado do Paraná a preços constantes (yt ) de 1990,

no período de 1947 a 2019 tem como fonte o IPEADATA (IBGE, 2021). No entanto, esta
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série apresenta lacunas no período de 1970 a 1985, no qual só contém as observações
dos respectivos quinquênios (1970, 1975, 1980 e 1985). Estas lacunas foram preen-
chidas com dados da série do PIB do Paraná a preços correntes de edição especial do
IPARDES (IPARDES, 1988), na qual, originalmente os dados do período de 1970 a 1985
são apresentados em cruzados, e passaram por tratamento para adequação a preços
constantes na moeda atual para dar origem a série Yt . A metodologia do IPARDES, dife-
rindo da metodologia do IBGE, apresentou fator erro de apenas 0,34. A série completa
é apresentada na Figura 1.

Figura 1. PIB do Paraná a preços constantes (1947 a 2019).

Fonte: Elaborada pelos autores.

A série Yt é estimada por ARIMA (Hamilton, 2020), filtro de Kalman (Kalman, 1960) e
filtro HP (Hodrick e Prescott, 1997). Um modelo da classe ARIMA(p,d,q) pode ser escrito
como:

φp(B)(1−B)dTt = θq(B)aTt , (1)

onde Tt é a tendência, φp(B) é o polinômio autoregressivo em B de ordem p, θq(B)
é o polinômio de média móvel em B de ordem q, e aTt ∼ N

(
0,σ2

)
é o ruído branco.

Considera-se AYt a estimativa da série do PIB paranaense pelo modelo ARIMA(p,d,q).
Segundo Hyndman e Khandakar (2008), a série pode ser decomposta em tendência
ATt , sazonalidade ASt , ciclos ACt e ruído branco Aεt , todos estimados via ARIMA:

AYt = ATt +ASt +ACt +Aεt . (2)

Um modelo de espaço de estados (MEE) é dado pelas equações de observação e de
estado:

Yt = AtXt + vt , (3)
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Xt = GtXt−1 +wt . (4)

Nas equações (3) e (4), At matriz do sistema, de ordem q× p, com coeficientes fixos,

vt : vetor ruído da observação, q× 1, não correlacionado, com E [vt ] = 0, Gt : matriz de

transição, p× p, que representa a evolução dinâmica do vetor de estados, wt : vetor de

ruídos não correlacionados, p× 1, com E [wt ] = 0. O estado inicial X0 tem média µ0 e

matriz de covariâncias Σ0. Os ruídos vt e wt são não correlacionados entre si e com X0.

As matrizes At e Gt são pré-determinadas e podem variar no tempo. Como Xt não é

observado, sua análise baseia-se nas observações Yt , saída do sistema (Baturin, 2016).

O MEE de Kalman inicia-se com valores para a estimativa de estado X0 e covariância P0:

Xt|t = E [Xt | Yt ] , (5)

Pt|t1,t2 = E
[(

Xt1 −Xt|t1
)(

Xt2 −Xt|t2
)∣∣Yt

]
. (6)

O filtro é composto por cinco equações: equações de previsão (7) e (8), equação

de filtragem ou atualização de estado (9), a equação de correção ou atualização da

covariância (10) e o ganho de Kalman, dado por Kt na equação (11).

Xt|t−1 = GXt−1|t−1, (7)

Pt|t−1 = GPt−1|t−1G′+Q, (8)

Xt|t = Xt|t−1 +Kt
(
Yt −AtXt|t−1

)
, (9)

Pt|t = [I −KtAt ]Pt|t−1, (10)

Kt = Pt|t−1A′
t
[
AtPt|t−1A′

t +R
]−1

. (11)

No sistema de equações (7)–(11), Q é um ruído branco, R é a matriz de covariância

do erro de medida e I é a matriz identidade. O ganho de Kalman Kt pondera a medição,

enquanto (1−Kt) pondera a estimativa. Se R é grande e a incerteza da estimativa Pt é

pequena, Kt → 0. Se R é pequena e Pt é grande, Kt → 1 (Becker, 2021). Os parâmetros

Θ = (X0,P0,Q,R,A,G) são estimados por máxima verossimilhança usando as inovações

do filtro de Kalman, que são vetores aleatórios normais independentes. Relaxando a

hipótese de tendência linear, seja yt ∈ Rn a série multivariada no tempo t, onde yt,i ∈ R
é o valor da i-ésima série univariada. Com Xt,i ∈ R os k vetores crescentes no tempo e

y1:T a sequência y1, . . . ,yT , o modelo para decomposição Kyt é:

I1 ∼ N (µ1,Σ1) , (12)

It = Ft (It−1)+ εt , εt ∼ N (0,Σt) , (13)

Kyt = FT (At It)+ εt , εt ∼ N (0,Γt) . (14)

O filtro HP (Hodrick–Prescott) separa tendência e ciclo de uma série temporal,

considera-se yt = gt + ct , onde gt é a tendência e ct é o ciclo. O filtro minimiza:

T

∑
t=1

c2
t +λ

T

∑
t=1

[(gt −gt−1)− (gt−1 −gt−2)]
2 . (15)
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Seja Hyt o processo de filtragem (HP) análogo à equação (2) para Yt e a tendên-

cia como HAYt . Segundo Bueno (2012) e Hamilton (2020), uma questão metodológica

central é a escolha de λ . A Tabela 1 resume as informações sobre as componentes.

Tabela 1. Origem de dados e estimações.

Fonte Série observada ARIMA(p,d,q) HP Filter Kalman Filter

Série Yt AYt (estimada) Hyt (recompose) KYt (recompose)

Tendência Tt (teórica) ATt (decompose) HTt (filtro) KTt (filtro)

Sazonalidade St (teórica) ASt (decompose) Não Não

Ciclo Ct (teórica) ACt (decompose) HCt (filtro) KCt (filtro)

Aleatória It (teórica) AIt (decompose) HIt (filtro) KIt (filtro)

Fonte: Elaborado pelos autores.

Seja ia a Amplitude da Fase, dada pela razão Yt
KTt

, Yt
HTt

e para ARIMA (base) por Yt
ATt

.

Se ia > 1, indica um pico; se ia < 1, indica um vale. O nível da amplitude de cada fase é

(ia−1) para picos e (1− ia) para vales. O índice de fase IF mede a proporção entre as

amplitudes:

IF =
ia(Kalman ou HP)

ia(ARIMA)
. (16)

Se IF > 1, o ARIMA deixa mais desvios para os ciclos. Se IF < 1, o ARIMA suaviza

mais, retirando desvios dos ciclos. A mesma lógica se aplica aos filtros como medida de

comparação.

Para a datação dos ciclos, algoritmo BBQ3, foram selecionados picos e vales alterna-

dos, sendo cada um o ponto de maior amplitude em relação à tendência estimada por

filtro de Kalman. Como a série é anual, usou-se o triângulo de aproximação para definir

duração das fases e dos ciclos (expansão + recessão).

4. Estimações, decomposições e análise das amplitudes

Inicia-se a análise pela comparação entre as estimativas dos modelos escolhidos, e

posteriormente busca-se entender o impacto de cada método de decomposição. Para

Bueno (2012), as séries econômicas normalmente têm o componente autorregressivo

de ordem 2, mostrando que a tendência ao longo do período representa o crescimento

contínuo e os ciclos captam os impactos dos negócios em determinados períodos, que

posteriormente são absolvidos pelo crescimento contínuo.

3Segundo Harding e Pagan (2002), a remoção da tendência não é necessária para analisar ciclos de

negócios, e os pontos de reversão podem ser identificados visualmente. Bry e Boschan (1971), com apoio

da NBER, desenvolveram o algoritmo BB para dados mensais, adaptado por Harding e Pagan (2002) para

dados trimestrais como BBQ. Ambos seguem três regras: identificar picos e vales potenciais, garantir al-

ternância entre eles e atender critérios de duração e amplitude. Para o BB exige-se no mínimo 6 meses

por fase e 15 meses por ciclo, enquanto o BBQ usa o conceito de triângulo de aproximação, onde a altura

representa a amplitude e a base a duração, gerando ciclos mais realistas.



Tendência e decomposição cíclica da série do PIB do Paraná 7

Figura 2. PIB do Paraná a preço constante, Kalman vs HP (1947 a 2019).

Fonte: Elaborada pelos autores(a).

Na Figura 2, o comportamento entre as predições de Kalman e de HP, é similar, mas

não idêntico, já que são dois estimadores diferentes, porém são mais similares do que

em comparação com as estimações ARIMA. Segundo Nelson e Plosser (1982), a tendên-

cia linear determinística, não é a ideal para diferenciar momentos de prosperidade dos

momentos de crise. Existem pequenas mudanças nas inclinações da tendência, provo-

cadas pelas inversões das fases e, quando não captadas sobram para os ciclos.

As estimações derivam das componentes com ênfase na tendência, pois, segundo

Makridakis e Wheelwright (1982), a forma de estimar a tendência determina quanto so-

bra de variação para os ciclos. Comparando Kalman com a predição/recomposição do

HP, observam-se comportamentos distintos nos picos e vales ao longo das séries. Zar-

nowitz e Ozyildirim (2001) aponta que o filtro de Kalman assume tendência estocástica

e seu ganho está em captar variações não observadas na inclinação, já que flutuações

de curtíssimo prazo e quebras estruturais tornam a tendência não linear. Uma boa es-

timação precisa considerar a interação probabilística entre ciclo e tendência. Bézenac

et al. (2020) destacam que os filtros estimam desvios lineares locais ainda não obser-

vados. No geral, as figuras dos três modelos são parecidas, diferindo principalmente na

magnitude dos desvios.

Na Figura 3, a base de comparação é a tendência da decomposição do modelo

ARIMA e o ponto representa a tendência dos outros estimadores. Em vermelho, a base

se comporta acima do ponto, e em azul, abaixo. Como não é plausível misturar as com-

ponentes, a análise adotada foi o índice de amplitude, uma proporção entre a compo-

nente e a série. As amplitudes são as distâncias por meio de uma proporção entre a

tendência e a série temporal, cujo foco são os momentos das fases dos ciclos. Não se

leva em consideração a eficiência dessas diferenças, se mais ou menos prejudica a esti-
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Figura 3. Comparação ARIMA, Kalman e HP: tendência linear vs estocástica (1947 a 2019).

Fonte: Elaborada pelos autores(a).

mação da série, e sim se o método e estimação da componente tendência deixa sobrar

ou faltar desvios explicados para o comportamento do ciclo:

Nota-se na Figura 4, que a tendência estimada por ARIMA é bastante volátil compa-

rado com Kalman e HP, dado seu índice de amplitude. Bézenac et al. (2020) explica que

a predição do modelo ARIMA deixa lacuna nas estimativas, por não ser eficientemente

sensitivos aos choques repentinos em uma série temporal. Para compreender o grau de

suavização dos picos ou vales de série temporal por ARIMA, atenta-se que as fases são

os diferenciais para descrever os ciclos. Por isso, é adotada outra proporção, o índice de

fase, onde o denominador é a amplitude da predição ARIMA e o numerador a estimação

dos demais métodos.

Na Figura 5 parte (c), a parte do gráfico em vermelho representa que a distância en-

tre tendência Kalman e sua própria predição para PIB (amplitude) foi maior, em grande

parte do período em relação a mesma medida considerando a predição e tendência

ARIMA. Essa medida de distância dada pela proporção mostra a amplitude da fase, pico

ou vale, no caso em que a estimação e decomposição por ARIMA obteve tal amplitude

menor leva-se a entender que houve suavização das fases dos ciclos, conferindo com

o estudo de Zarnowitz e Ozyildirim (2006), que buscaram entender o comportamento

não observado da tendência predeterminada, a qual não capta variação de curtíssimo

prazo que muda a inclinação localmente da tendência considerada estocástica.
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Figura 4. Variações de amplitude das fases.

Fonte: Elaborada pelos autores(a).

Figura 5. Variações de amplitude das fases.

Fonte: Elaborada pelos autores(a).
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4.1 Datação dos ciclos no Paraná de 1947 a 2019

Identificando fases de expansão e recessão do PIB estadual em relação à tendência esti-

mada pelo filtro de Kalman. Esse método foi o que gerou maior suavização da tendência

na série anual do PIB, equilibrando a flutuação não-linear. As estimativas de Kalman in-

dicam períodos de recessão e fases de expansão.

Foram identificados 10 ciclos completos de vale a vale entre 1947 e 2017. A dura-

ção máxima foi de 10 anos e a mínima de 3 anos. Em geral, as fases de expansão foram

maiores que as de recessão. A exceção ocorreu no ciclo de 1984 a 1992, quando a ex-

pansão durou 3 anos e a recessão se estendeu por 7 períodos, no auge da estagflação

brasileira. Alguns períodos classificados como recessão foram, na prática, desacelera-

ções sem queda efetiva da atividade. Observa-se também uma desaceleração do cresci-

mento médio nas expansões ao longo do tempo, com menor flutuação entre expansões

e recessões e fases mais curtas nos anos recentes. Outros estudos de datação de ciclos

no Brasil, como Gomes e Magalhães (2015) para o Espírito Santo, Morais (2013) para o

Rio Grande do Sul e Evangelista (2009) para os principais estados, incluindo o Paraná

de 1981 a 2009, usaram séries de produção industrial mensais ou trimestrais. Evange-

lista (2009) conclui que o Paraná não tem sincronização de fases cíclicas com os demais

estados, nem mesmo com os da região Sul.

5. Considerações finais

Nos estudos de ciclos e decomposição de séries temporais, é importante atentar ao mé-

todo de estimação da componente tendência-ciclo. Métodos de filtragem são, hoje, os

mais avançados e sensíveis aos movimentos da série, tornando equilibrada a distribui-

ção da flutuação para ciclos e a tendência, já que estimam os desvios locais ainda não

observados. Isto torna mais simples a definição de pontos de reversão (picos e vales)

e, consequentemente, facilita a datação de ciclos de negócios, sem que a tendência

seja linear ou que seja removida. Processos estocásticos capturam maior volatilidade

da série, enquanto filtros a suavizam, como foi possível identificar pela comparação da

amplitude das fases realizada pelo índice de fase.

Os ciclos de negócios do Paraná apresentam desacelerações de crescimento du-

rante a história. As fases mostraram-se menos voláteis e mais curtas nas últimas duas

décadas e as fases de expansão são geralmente mais longas que as de recessão, o que

indica boa capacidade de recuperação da economia paranaense.
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