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Resumo

Neste artigo apresentamos os principais modelos de apre¢camento de instrumentos de crédito
onde desenvolvem-se as equacdes de aprecamento de debéntures. Para tal, utilizam-se os
modelos estruturais, de intensidade e, finalmente, de rating. A seguir, definimos o que sdo
derivativos de crédito (CDS) e derivamos férmulas de aprecamento para estes instrumentos.
Concluimos este artigo com uma aplicacdo ao mercado brasileiro.

Abstract

In this paper we present the main models used for pricing defaultable bonds and credit
derivatives. The Merton structural model, the intensity framework and a Ratings based
model are considered. We apply these techniques to the pricing of credit derivatives on
brazilian US$-indexed treasury bonds.
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1. Introducao

Nos mercados internacionais, os derivativos de crédito iniciaram seu desen-
volvimento, enquanto mercado e produto, a partir dos tradicionais asset swaps dos
anos 90. Ja em 1995 registraram-se os primeiros credit default swaps e em 1997 os
derivativos de crédito detinham um mercado de USD 187 bilhdes correspondentes
ao total de contratos em aberto naquele ano. Em junho de 2004 a ISDA' registrou
um total de USD 5,44 trilhdes para o valor total de contratos em aberto até aquela
data. Esta vertiginosa taxa de crescimento de volumes estd solidamente ancorada
na alta de liquidez dos mercados internacionais de titulos de renda fixa com risco
de crédito, os quais, por sua vez, permitem a formacdo de carteiras replicantes.?

Em funcdo do imponente crescimento dos mercados de derivativos de crédito,
indmeros trabalhos e artigos dedicados a andlise e aprecamento destes instrumen-
tos foram produzidos no meio académico. Os trabalhos Duffie e Singleton (1999),
Schonbucher (2000), Hull e White (2000) e Belangier et alii (2001) sdo exemplos
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tipicos dos trabalhos publicados nesta direcdo. Recentemente, tem-se observado
no Brasil um crescente interesse por parte dos agentes do mercado financeiro nos
derivativos de crédito. De fato, os swaps de crédito (credit default swaps) ja estdo
devidamente regulamentados pelas autoridades competentes? e sua liquidago serd
feita pela CETIP.*

No entanto, o desenvolvimento dos mercados brasileiros de derivativos de
crédito vem sendo penalizado pela reduzida liquidez dos instrumentos de crédito
no Brasil. Por outro lado vale a pena salientar que no ano de 2004 registrou-se
um significativo aumento no volume de emissdes de debéntures, sendo estimado
até o final do mesmo um total acumulado de R$ 15 bilhdes de emissdes no mer-
cado primdrio de debéntures, ou seja trés vezes superior ao volume de 2003.% Tal
fendmeno reflete a crescente demanda por parte de investidores institucionais e pri-
vados por ativos negocidveis de crédito, capazes de proporcionar taxas esperadas
de retorno mais atrativas em uma conjuntura de taxas de juros declinantes.

Neste artigo s@o apresentados os principais modelos de aprecamento de ins-
trumentos de crédito, onde desenvolvem-se as equacdes de preco de debéntures
(se¢do 2). Para tal, sdo utilizados modelos estruturais, de intensidade e, final-
mente, de rating. A seguir, definimos um derivativo de crédito, CDS, (se¢do 3)
e derivamos sua férmula de aprecamento (secdo 4). Concluimos este artigo com
uma aplicagdo para o mercado brasileiro (se¢@o 5).

2. Modelos de Aprecamento de Instrumentos de Crédito

Nosso objetivo nessa secio é apresentar de forma rdpida e sucinta as principais
classes de modelos de aprecamento de titulos com risco de crédito desenvolvi-
dos até o momento. Pode-se dividir de forma simplificada tais modelos em trés
categorias:

e modelos estruturais ou da firma;
e modelos de intensidade;
e modelos de rating.

Os modelos estruturais t€m sua origem no artigo Merton (1974). Estes modelos
utilizam o arcabouco tedrico de aprecamento de opg¢des elaborado originalmente
em Black e Scholes (1973). No seu trabalho seminal Merton considera uma firma
tedrica cujo passivo é composto por um unico titulo negocidvel de renda fixa e
uma agdo, ambos aprecados pelo mercado. Virias e importantes condi¢des sdo
impostas a0 modelo, como veremos abaixo, no sentido de adequar o formalismo

3Ver a resolugdo 2933/02 do CMN que autoriza a operacd de derivativos de crédito e a circular
3106/02 do BACEN que dispde sobre a realizag@o das operagdes de derivativos de crédito que trata a
Resolucdo 2933/02.

4Central de Custédia e de Liquidagio Financeira de Titulos Privados. As informagdes operacionais
sobre os procedimentos de liquidagcdo podem ser obtidos em: www.cetip.com.br

SVer Jornal Valor, caderno de Financas, 2/08/2004.
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em tempo continuo de Black-Scholes do aprecamento de opgdes ao problema do
aprecamento de titulos negocidveis de crédito. Nesta classe de modelos o valor
total dos ativos de uma firma € usado para determinar o evento de default, que
ocorre quando o valor dos ativos decresce até um nivel critico de default. Os mo-
delos estruturais sdo, portanto, de natureza endégena, como serd visto na subsecao
2.1.

Nos modelos de intensidade, a dindmica do valor dos ativos da firma nao é
modelada diretamente, sendo o default determinado por um processo pontual ca-
racterizado por uma taxa de sinistro ou intensidade de default. Este tipo de abor-
dagem ao problema de crédito encontra representacdo nos cldssicos trabalhos
Jarrow e Turnbull (1995), Lando (1998) e Duffie (1999), entre varios outros, onde
o default ¢ modelado de maneira exégena. Estes modelos sdo tratados em maior
profundidade na subsec@o 2.2. Com o objetivo de ilustrar a aplicagdo destes mo-
delos no aprecamento de derivativos de crédito, utilizamos uma versao particular
de um modelo de intensidade para o aprecamento analitico de um swap de crédito
na secdo 4, e sua posterior aplicacdo concreta no mercado brasileiro de titulos
cambiais feita na secdo 5 deste artigo.

Os modelos de rating, também conhecidos por modelos Markovianos de mi-
gracdo de crédito, objetivam por sua vez modelar a dindmica das transi¢cdes de
rating no tempo de um titulo de crédito dentre os varios ratings possiveis de
serem atingidos. Para tanto as transi¢des de rating sdo modeladas em termos de
uma cadeia Markoviana com espago de estados finito e o estado correspondente
ao evento de default torna-se neste caso absorvente, evitando-se assim multiplos
defaults. Estes modelos tém como peca fundamental a matriz de probabilidades de
transicao de ratings como veremos na subsecdo 2.3. O trabalho de Jarrow et alii
(1997) representa bem esta classe de modelos.

2.1 Modelos estruturais

Como ja foi observado, os modelos estruturais seguem o modelo bésico de
Merton® e assumem as seguintes premissas (algumas das quais podendo ser en-
fraquecidas, como serd visto na subsecdo 2.1.1):

e o mercado é perfeito, livre de arbitragem e sem atrito, ou seja, ndo ha custos
de transacio;

e taxa livre-de-risco conhecida e constante;

e 0s ativos da firma sdo perfeitamente divisiveis e liquidamente negocidveis
em mercado;

e 0 valor dos ativos da empresa no instante ¢, V;, segue um processo difusivo
com dindmica log-normal:

6Ver desenvolvimento original em Merton (1974), e em Bielecki e Rutkowski (2002) e Cossin e
Pirotte (2000) entre os mais recentes.
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onde p € a taxa de retorno instdntanea do ativo, oy sua volatilidade e W, representa
o processo de Wiener unidimensional ao longo do tempo ¢;

e as hipéteses do teorema de Modigliani-Miller (MM) sdo consideradas va-
lidas, ou seja, os fluxos de caixa da empresa satisfazem a equag@o

Vi=D;+ S, 2
onde D; representa a divida vencendo na data terminal 7" e Sy o valor das agdes
da empresa;

e os investidores sdo racionais, ou seja, desejam maximizar sua riqueza;

e a empresa ndo se encontra em default no instante inicial ¢ e ndo existem
pagamentos intermedidrios antes de 7' aos investidores da empresa. Em
outras palavras, o default s6 pode ocorrer no vencimento 7' e os acionistas
recebem nesse momento o valor residual da empresa ap6s a liquidagdo da
divida. Mais ainda, ndo ha custos de faléncia.

O préximo passo serd a introdugdo do conceito de opgdes no modelo da firma.
Suponha que a empresa emite uma tnica debénture cujo valor de face é F'. Deno-
tando por D, seu valor num instante s > ¢, é facil ver que:

e se Vp < F:

o titular da debénture deve receber V- e os acionistas da empresa ndo devem
receber nada. Ou seja,

Dr = Vr
St =0

e o valor da perda por parte dos debenturistas serd F' — V. Consequente-
mente, pode-se pensar a perda dos debenturistas, neste caso, € dada por

maz(F — Vr,0) (3)

que é igual ao valor do payoff de uma opcdo de venda;
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e seVp>F:

nesse caso o debenturista deve receber F', enquanto que os acionistas de-
verdo ficar com Vp — F', ou seja,

Dr = F
ST = Vpr—F

de modo que o valor recebido pelos acionistas é dado por

maz(Vp — F,0) 4)
que é igual ao payoff de uma opg¢éo de compra.
Segue da equacido (4) que

St:C(W,F,T,T—t,UV) (5)

e da equacdo (3) que a perda dos debenturistas € dada por

P(W,F,T,T*t,dv) (6)

onde C(V;, F,r,T—t,0y) é aférmula de Black-Scholes para precos de opgdes de
compra, e P(Vi, F,r, T —t,0y) é a férmula para precos de op¢oes de venda. Na-
turalmente, V; exerce o papel do ativo base da opcao, enquanto que F’ estd no lugar
do prego de exercicio. Inserindo a expressdo (5) na féormula (2) de Modigliani-
Miller segue que

Dy =Vi[1 = N(dy)] + Fe " TN (dy) @)

onde N (-) é a fungdo distribuigdo de probabilidade normal padronizada. Os paré-
metros d; e dy s@o, evidentemente, os mesmos da equagdo de aprecamento de
Black-Scholes.” A expressio (7) é denominada férmula de Merton para o valor de
uma debénture com risco de crédito. Manipulando-se algebricamente a férmula de
Merton, obtém-se

o N(—d
| NG | P v
D, = FT-0_ (dz2)

Perda dado default

Perda esperada (8)

7Ver Black e Scholes (1973)
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Vemos assim que a férmula (8) evidencia o carater endégeno do modelo, capaz
de fornecer intrinsicamente ndo somente a perda esperada como também a taxa de
recuperacdo implicita.

Nos mercados de renda fixa € natural trabalharmos com yields. Assim, con-
sidere a taxa (yield) y, tal que D, = Fe ¥(T=%) e defina o spread de crédito
por

§e =yt — 1 ©)
~ [ log( % ) ~
Entdo, substituindo y; por ——=-£—= em (9) e usando a expressio resultante da

férmula de Merton (7) tem-se a seguinte expressao para o spread de crédito:

1 v,

G =g log |Vl s

N(—dy) (10)

Como visto acima, considerando-se o valor das a¢des da empresa como uma
fung¢do dos seus ativos, S = S(V'), obtemos uma expressdo para a volatilidade dos
ativos da empresa em funcgdo da volatilidade de suas agoes:

S [ 1
Uvzvt g gs (11)

A férmula acima é o resultado da aplicagdo da férmula de 1td6 em S(V') con-
siderando que V; satisfaz a equagédo diferencial estocastica (1).

2.1.1 Enfraquecendo hipoéteses

O modelo de Merton assume um grande nimero de hipdteses, algumas ex-
cessivamente restritivas, causando uma significativa redug@o na sua aplicabilidade
e no poder preditivo do modelo. Com o intuito de se reduzir essas limitacdes
foram elaboradas extensdes do modelo basico de Merton enfraquecendo-se al-
gumas hipéteses ou premissas do mesmo.® Entre eles destacamos os seguintes
modelos:

e Black e Cox (1976);
e Leland (1994);

e Brys e De Varenne (1997).

No modelo de Black-Cox assume-se que:

8Ver especialmente Black e Cox (1976) e Vasicek (1984); Brys e De Varenne (1997) e Shimko
et alii (1993) para taxas de juros estocdsticas e Zhou (1996) para uma abordagem utilizando um pro-
cesso de difusdo com saltos para a dindmica do valor da firma.
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e o evento de crédito pode ocorrer antes do vencimento 7" e neste modelo sig-
nifica que o valor dos ativos da firma atingiu um determinado valor critico.
O tempo de default serd portanto modelado por uma varidvel aleatéria 7,
que fornece o primeiro instante de ocorréncia deste evento;

e 0 valor critico de default dos ativos da firma v(-) ndo necessita ser cons-
tante no tempo, podendo ser uma fungio deterministica do tempo da forma
v(t) := Ke= 7T onde K é um valor constante e y é um fator de cresci-
mento;

e existem fragdes varidveis de recuperacdo (51 e O tal que 0 < (1,02 < 1,
as quais podem violar a premissa de Merton de ordenamento de pagamento
dos passivos. Tais varidveis ndo priorizam o pagamento aos detentores de
passivos da firma, embutindo na equagao os custos de liquida¢ao da empresa
pagos a terceiros.

Nesse modelo o preco da debénture resulta da seguinte soma de valores espe-
rados:

D, T) = Fe "T=Y9P[r >T,Vp > F] (12)
+ BVre TTOP > T, Vi < F)
+ BoKe YT Te (0Pt < 7 < T

A equagio (12) representa o valor esperado dos trés cendrios possiveis para
a debénture no modelo de Black-Cox: o primeiro termo representa o cendrio de
solvéncia da firma, o segundo termo representa o cendrio de insolvéncia da firma
no vencimento e o dtimo reflete a possibilidade de default da firma antes do venci-
mento do titulo.

As probabilidades acima podem ser calculadas analiticamente e para o célculo
da terceira probabilidade ¢ utilizada a distribui¢do do tempo de absor¢ao pela bar-
reira definida pelo valor critico v/(t).’

No modelo de Leland (1994) assume-se que a firma emite uma debénture
perpétua que paga um cupom c enquanto a firma estd solvente. O default ocorre
quando o processo dos ativos V; atinge um valor minimo fixo . Além de con-
siderar os efeitos dos custos de liquidagdo, o modelo permite mensurar os efeitos
dos beneficios fiscais gerados pelos juros da divida no valor da firma. Esta abor-
dagem permite que se analise no contexto dos modelos estruturais mais amplos as
questdes de estrutura 6tima de capital das empresas. '©

Ja o modelo de Brys e De Varenne (1997) generaliza o modelo de Black-Cox
incorporando taxas de juros estocasticas. Em outras palavras, as taxas de juros

Por uma questio de espago referenciamos o leitor ao trabalho original Black e Cox (1976) onde
se encontra a férmula completa para o preco de uma debénture.

19Do modelo de Leland (1994) pode-se extrair o valor 6timo E} da agio da firma, bem como o
valor 6timo Dy da divida da empresa.
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livre de risco obedecem a uma dindmica determinada por uma equagio diferencial
estocdstica. Mais precisamente o modelo de Briys e de Varenne usa o modelo
de Hull-White de um fator ajustado a estrutura a termo em ¢, com volatilidade
constante oy = 0.

2.1.2 Aplicabilidade e performance dos modelos estruturais

Embora os modelos acima sejam intuitivos e relativamente simples, os mes-
mos apresentam sérias dificuldades de implementacdo. Os ativos da firma nfo
sendo perfeitamente divisiveis e negocidveis quebram a condi¢io de apregcamento
por ndo-arbitragem, de essencial importancia ao modelo. O valor da firma V;
depende de Dy, o qual queremos avaliar, e oy que é um parametro importante
para esta classe de modelos denota a volatilidade de uma varidvel ndo-observavel,
devendo ser estimada em um sistema de equacdes ndo-lineares a partir da volati-
lidade de mercado da a¢do da empresa. No mundo real existe uma grande va-
riedade de classes de passivos de empresas, em frontal oposi¢ao a firma tedérica de
Merton, o que torna necessdrio a utilizagdo de informagdes contdbeis, nem sem-
pre disponiveis e/ou confidveis, e métodos ad-hoc de adequagdo da informagao
disponivel aos pardmetros do modelo. Estas questdes inerentes a esta classe de
modelos traduzem-se em uma baixa aderéncia econométrica a realidade dos mer-
cados.!! De fato, o aprecamento dos instrumentos de crédito é completamente
enddgeno e dos modelos estruturais resultam os spreads tedricos de crédito. A
comparacgdo destes aos spreads de mercado permite avaliar o poder preditivo desta
classe de modelos.

No Brasil, a situagido agrava-se em decorréncia da complexa estrutura de pas-
sivos das empresas locais e do pequeno nimero de empresas de capital aberto,
fazendo com que a aplicacdo de modelos estruturais torne-se ainda mais pro-
blematica.

2.2 Modelos de intensidade

Os modelos de intensidade, introduzidos por Jarrow e Turnbull (1995) e tam-
bém por Duffie e Singleton (1999), entre outros, consistem em focar sua atengao
no momento de default ou evento de crédito. O evento de crédito é o momento
em que se torna publico ao mercado a incapacidade de uma empresa honrar suas
dividas. Desse modo, considera-se o tempo de default como sendo uma varidvel
aleatdria positiva e estuda-se sua distribui¢do de probabilidade. Por essa razdo,
modelos de intensidade também podem ser chamados de modelos de default.

Para definirmos formalmente um modelo de intensidade, consideramos um
espaco de probabilidade filtrado (Q,F = {F;}, Q) grande o suficiente para abri-
gar as possiveis realizacdes das varidveis macroeconémicas do modelo como, por
exemplo, as taxas de juros, e as realizagdes de um processo de contagem {N;},~
modelado por uma distribuicio exdgena.

11Veja em Ericsson e Reneby (2001), Ericsson e Reneby (1998), Jones et alii (1984), Lardic e
Rouzeau (1999) e Bohn (1999) os resultados de testes empiricos dos modelos estruturais

166



Apregando Derivativos de Crédito no Brasil

Para modelar o tempo de default com um processo pontual ou de contagem,
usualmente faz-se uso de dos seguintes processos: 2

e processo de Poisson — A (constante);
e processo de Poisson ndo-homogéneo — A(t) (deterministico);
e processo de Cox — \; (estocdstico).

Dada a natureza da varidvel aleatéria 7 é natural que se use um processo de
Poisson para modela-la. Mais ainda, a modelagem do tempo de default por meio de
um processo de Poisson ndo-homogéneo permite o tratamento da estrutura a termo
do risco de crédito. Modelos mais complexos onde a intensidade é puramente es-
tocdstica, os processos de Cox (também chamados de duplamente estocdsticos),
sdo também usados. Neste caso, condicional a realizacdo de um processo de in-
tensidade exégeno dado A = A¢y>q, para todo s < t, a contagem dos eventos
aleatdrios é dada por: -

t k
( fs Ay du)
k!
Se denotamos os tempos de ocorréncia dos eventos aleatdrios por 71 < o <
..., entdo, Ny = Z]"il 1., <. Definimos agora o tempo de default T como o tempo
71 de primeira ocorréncia do processo de contagem Ny, isto é:

P[N, — Ny = k|| = e~ o Audu (13)

Definicao 1 O Tempo de default ou Evento de crédito é uma varidvel aleatoria
continua T assumindo valores em (0, +00| definido como o tempo 71 de primeira
ocorréncia do processo de contagem Ny, com Ny = 0 e distribuicdo de probabili-
dades condicional:

=e ff Ay du (fst )‘”du)k
k!

Neste artigo vamos assumir que as realiza¢oes do processo de intensidade A sdo
independentes das demais fontes de incerteza existentes no mercado. Assume-se,
em particular, que o evento de crédito € independente das taxas de juros. Apesar de
ndo muito realista, esta situacdo € extremamente atraente em virtude da facilidade
com que podemos aprecar os derivativos de crédito concentrando-se apenas no
risco de crédito.

Utilizando um processo de Poisson ndo-homogéneo a probabilidade de default
de um titulo com vencimento em 7" é dada pela seguinte equagao:

P[N; — N, = k)] (14)

P(r <T)=1-¢ Jo M0t (15)

O processo A atua como uma medida da intensidade na qual uma empresa corre
o risco de tornar-se inadimplente. Como num processo de Poisson ndo-homogéneo

12Ver em Lando (1998) uma introdug@o aos processos de Poisson com intensidade varidvel.
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A depende do tempo, tem-se que tal intensidade ndo € constante refletindo o fato
que uma empresa ndo permanece no mesmo estado indefinidamente. Note que se
A for alto por um longo periodo de tempo, a chance de ocorrer um default também
torna-se alta.

Além da hipétese sobre o evento de crédito descrita acima, assume-se também
que:

e 0s spreads sdo determinados unicamente em funcdo do risco de crédito;

e 0 valor de recuperacdo em caso de default € determinado exdgenamente.

Consideremos em principio um titulo simples, isto é, sem pagamentos de cu-
pons, e denotemos seu preco unitdrio por D(¢,T") caso haja risco de crédito e por
B(t,T), caso contrdrio.

O aprecamento de ativos financeiros com risco em uma economia sem Opor-
tunidades de arbitragem pode ser efeito através de medidas de probabilidade de
Arrow-Debreu'® que fornecem o preco de mercado em termos dos valores espe-
rados dos fluxos de caixa descontados. Enquanto que a nio existéncia de oportu-
nidades de arbitragem garante a existéncia de uma medida de Arrow-Debreu, sua
unicidade depende da completitude da economia, mais precisamente, de completi-
tude dindmica. Vamos assumir neste caso, que nossa economia foi completada
dindmicamente negociando em qualquer instante de tempo, ativos com risco de
crédito para quaisquer vencimentos. Neste caso, a medida de aprecamento serd
Unica, a qual denotaremos aqui por Q.

Para um titulo de renda fixa ndo contendo risco de crédito, seu preco de mer-
cado é:

B(t,T) = E2 [e*ff” d} (16)
onde Q é a medida de aprecamento de Arrow-Debreu e E,[.] indica esperanca

condicional em relagdo a informacao disponivel até o instante ¢. No entanto, se ha
risco de crédito o preco do titulo é dado por:

1) =B o) <m

onde 1,~7 é a funcdo indicadora do evento de sobrevida. Segue, entdo, da inde-
pendéncia entre taxas de juros e evento de crédito que

D(t,T) = E2 [e* I Tsdﬂ B2 [1(,51y] = B(t,T) -Plr > T|r >4 (18)

Aqui, P[r > T|r > t] denota a probabilidade de que o evento de crédito
ndo ocorra antes do prazo de vencimento do titulo 7' dado que até o momento ¢

3Risk-Neutral Measure ou “medida ajustada ao risco”.
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a empresa ainda ndo havia entrado em default. Tal probabilidade é denominada
probabilidade de sobrevida. Por outro lado,

Pir<T|r>t|=1-Plr>T|r >t (19)

chama-se probabilidade acumulada de default.

Note que até o momento ndo temos considerado a possibilidade de recupe-
racdo, ou melhor. Por hipétese, o valor de recuperagio no caso de default ¢ uma
varidvel exdgena. Vamos considerar dois casos, o primeiro onde a recuperagio
ocorre no vencimento do titulo e uma fragdo § do principal é recuperada e um
segundo caso onde a recuperagdo ¢ feita no momento incerto do default e o valor
recuperado é uma fracdo ¢ do valor de mercado imediatamente antes do instante
de default.

No primeiro caso, com recuperacdo no instante do vencimento, temos que:

D(t,T) = E2 [e_ JEreds(1 o+ 51{TST})} (20)

onde E(t@ [e‘ I ’“Sd517>T} representa o pagamento do principal caso nio haja

T
default, e E(t@ [e’ I “dséngT} representa o valor da recuperagcdo em caso de

default. Entdo, repetindo o mesmo procedimento usado na equacgio (18) tem-se
que:

D(t,T) = B(t,T) - {6 + (1 — 8)P[r > T|r > t]} 1)

Para o caso de recuperacdo no instante do default, a situag@o € um pouco mais
complicada em virtude do valor justo estar implicito na relacao:

D(t,T) =B [e= /o1t ge I s Dir— T o) 22)

Para isolarmos o valor justo D(¢, T") é preciso manipular a equagéo (22). Segue
da férmula (20) que o risco de crédito pode ser expresso através de uma taxa de
desconto, R, que incorpora o risco de default. O préximo teorema, devido a Duffie
(1999) que formaliza essa questao:

Teorema 1 O valor justo de mercado D(t,T) de um titulo de renda fixa com risco
de crédito e recuperagdo do valor de mercado no momento do default é dado por:

D(t,T) = B [e~ I ] (23)

onde a taxa de desconto ajustada ao risco de crédito é dada por Ry := ¢+ M (1 —

5).

Prova. No caso geral, pode-se obter em Duffie e Singleton (1999) a prova do
teorema. No entanto, assumindo independéncia dos fatores de risco de juros e
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crédito, obtemos uma versdo simplificada da demonstra¢do. Seja V; = D(¢,T) o
valor justo do titulo em ¢. Neste caso:
V, = E} [67 I redsy e oy +de ¢ ”dsVT—l{TST})} (24)
= BR[ER [ 1yl
+ OEY [E? [e* I ”dSVT,l{TST}h“H
= EP [ OB [ ()]
+ GBY [BY [TV, 1)) {1} ]]

Assumindo a independéncia das taxas de juros e do evento de crédito, temos
que:

E? (Lo {r}] =Ef [1pom] =€~ S 2sds (25)

Assim, o valor justo V; pode ser escrito como:

V= BR [ STern] 4 om (B (e 1TV, 1) )] @6)

Para calcularmos o segundo termo, assumimos novamente que a varidvel \ é
independente dos valores futuros das taxas de juros {74}, _,_; €, portanto,

T
E? |:€7ft TSdSVTf]-{TST}” {r}:| :/ e*ft‘ Tuduvvs)\se,f{ A du (27)
t

onde fizemos uso do fato que a variavel 7 tem Age™ J¢ Aude como densidade de

probabilidade condicional. Assim, o valor V; pode ser finalmente escrito como:

T
V} — E(t@ |:€_ ftT(Ts+k‘s)ds:| + 6E9 / e f:(?“u"rku)du‘/s)\sds (28)
t

Para provarmos o resultado, é conveniente introduzirmos o processo M, dado
por:

T
M, = EQ |e=Jo (rtds)ds 4 5/ e Jo rutrnduy \ ds (29)

0

Como M; é um processo filtrado, isto &, um processo da forma M; = EZ [Y],
entdo é um Martingal também. Usaremos este fato de modo crucial adiante. Rees-
crevendo o valor de V;, temos que:
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T
vV, = E? e—ftT(rS-i-)\S)deré'/ e—fi(m+Au)duV5>\st (30)

t

_ efot(rer)\S)dsef fo"‘(rSJr/\s)dsE;Q {e’ [ (rstXs)ds

T
+ 0 / e_fts("“'““)d“%)\sds}
t

t
_ efJ(TSJr)\S)dS(Mt _5 effos(rqu/\u)duV;)\sds)
0

. t 1 A
Definindo Z; := elo ("s+X:)ds ' hodemos, com o auxilio do lema de Itd, obter a
seguinte expressdo para a derivada estocdstica dZ;:

AV = ZydM, + (e + \o) ZeMydt — 5 Zye™ o rutddduysy gy (31)
t
_ 5Zt(rt + )\t)dt/ e_f(f(’!‘u,-i-ku)du‘/sAsds
0

= thMt + (Tt + )\t)ZtMtdt — (SVYt)\tdt — (’I“t + )\t)(MtZt — W)dt
= (’I"t + (1 — 5))\t)tht + thMt

Denotando a taxa efetiva por R; := r;+ A¢(1—J), podemos integrar a equagdo
estocastica dV = RVdt + ZdM entre t e T para obter o resultado desejado,
usando o fato que o processo M; é um martingal e portanto o termo proveniente
da integral estocdstica com relacéo a dM; t€m valor esperado nulo.

Para aplicarmos os modelos de intensidade a situagdo de mercado, introduzi-
mos os retornos dos titulos com e sem risco de crédito, isto é, D(0,T) = e~ Y77,
B(0,T) = e=v7T e isolamos as probabilidades implicitas de default nos spreads
de crédito s; = y; — y%. Para o modelo com recupera¢do no vencimento, con-
sideramos a probabilidade acumulada de default na equacdo (21) e obtemos:

P(r <T)= L(l —erT) (32)
1-6

Para o caso da recuperagdo no momento de default, obtemos uma expressao
semelhante.

O uso dos modelos de intensidade se torna atrativo para uso em mercados em
virtude da flexibilidade de parametrizacdo da estrutura a termo de default, quer
dizer, da estrutura temporal da intensidade de default A\ = {\;},,. Apesar de
teoricamente ser possivel parametrizarmos a estrutura a termo de forma a permitir
dependéncias com fatores de risco macroecondmico como taxas de juros, vamos
assumir uma estrutura simples onde A = {\:},-, é ndo somente deterministico
mas também constante por partes. Para isto, vamos parametrizar a estrutura de
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risco de crédito em vértices fixos coincidentes com os vencimentos 0 = Ty <
Ty < Ty < ... <Tyn =T de N titulos privados do mesmo emissor, e impor que A
assuma o valor constante \; entre os vencimentos 7;_; e T; parat =1, ..., N.

Os spreads de crédito fornecem estimativas para as probabilidades de sobre-
vida P(r < T), ou, equivalentemente, para as intensidades acumuladas A; =
fOT Asds. As intensidades sdo obtidas recursivamente através da equagéo:
N A

A= DiT it
T, —T; 1

(33)

Isto segue do fato que:

T;
A — A :/ Aids = N(T; — Ti-1)
Ti 1

de onde resulta a equacdo (33).

Como a determinacdo do processo de intensidade A € obtido a partir
dos spreads observados no mercado faz-se necessdria a checagem de possiveis in-
consisténcias no modelo.'* O teorema abaixo explicita a condigio suficiente para
que o modelo seja consistente, quer dizer, as probabilidades de default extraidas
do mercado sejam todas ndo-negativas.

Teorema 2 Condicao de Consisténcia. Se para todoi = 1,..., N os spreads de
crédito verificam as condicdes:

ST, < Ti
s, — Tiq

(34)

entdo, o modelo de intensidade parametrizado de forma constante por partes é
consistente com os spreads de mercado.

Prova. Das hipéteses do teorema tem-se que
st Ti1 < s7,7T;
e, portanto,
e~ sT:Ti < e—STi,qu,fl

Logo,

14 A existéncia de inconsisténcias no modelo implica em uma funcéo de probabilidade acumulada
decrescente em algum intervalo do seu dominio.
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‘ -

P(r<Ti-1) = (1 — e *mimaTi-n)

—_

=
>,

IN

(1—e 1Ty =P(r < T))

—_
(=)

(35)

0 que demonstra o teorema.

Embora o argumento acima tenha sido puramente matematico, a condicéo (34)
tem um significado econdmico. O spread de uma emissdo mais longa ndo pode
ser arbitrariamente menor que o spread do vértice anterior, pois do contrario uma
“probabilidade” negativa para o periodo seria gerada. Por outro lado, se os spreads
obtidos no mercado sdo compativeis com o modelo, entdo, é possivel construir
recursivamente a estrutura a termo da intensidade'> \.

2.3 Modelos de rating

Um modelo de rating classifica as mais diversas institui¢des (paises, empresas,
etc.) de acordo com seu risco de inadimpléncia. Essa classificacdo ¢é feita via
conceitos como, por exemplo:

e 1.2,..., N, onde 1 representa um risco extremamente baixo de inadimplén-
cia, enquanto que N representa o estado de default;

o AAA, AA, A, BA, B, BB,..., D, onde AAA é o melhor conceitoe D é o
estado de default.

Estes conceitos sdo conhecidos por ratings e a eles estdo associadas a faixas
de probabilidades de um evento de crédito. A especificacdo dessas faixas € pro-
prietdria, ou seja, sdo determinadas pelas agéncias classificadoras de risco de cré-
dito.

Vamos supor que os ratings estejam ordenados de 1 a N, onde 1 é o nivel
menos arriscado (melhor conceito) e N representa o préprio estado de default.
Nesse caso, N é um estado absorvente. Uma outra caracteristica empirica, € que
quanto pior o rating de um certo titulo maior devera ser seu spread.

Dentre os modelos de rating destacamos o modelo de Jarrow et alii (1997).
Nesse modelo o tempo de default é modelado estocasticamente através de uma
matriz de transi¢do de ratings:

P(t,s) = (P (t,s))i

onde i,5 = 1,...,N e P;;(t,s) é a probabilidade de um titulo com rating i no
instante ¢ obter um rating j no instante s. Obviamente, P;; > 0e > j Pji=1e
como estamos assumindo que IV é um estado absorvente tem-se que Pyy = 1. As

15 Através das expressdes (15), (32) e (33), obtém-se recursivamente a estrutura a termo de .

173



Revista Brasileira de Finangas v 2 n 2 2004

matrizes P(t, s) formam um semi-grupo, isto é, paratodo ¢t < s < T, P(¢,T) =
P(t,s)P(s,T). Em termos de seus elementos, isto é expresso pela equagdo de
Chapman-Kolmogorov:

N

Pij (t, T) = Z Pik (t; S)ij (Sﬂ T)
k=1

Além disto, assumimos as hipéteses adicionais:

e as probabilidades P;; sdo estaciondrias

]Dij(tvs) - Pi'(sft)a

ou seja, as probabilidades de transi¢do ndo dependem dos instantes ¢ e s mas
da distancia entre ambos;

e as matrizes de transicdo sdo ajustadas ao risco.

Considerar processos estaciondrios € uma simplificagdo do mundo real, no en-
tanto, ainda € uma boa aproximagdo. Mais ainda, permite a definicdo de bench-
marks de crédito. Para construir as matrizes de transi¢do consideramos, em prin-
cipio, a matriz de ratings para 1 ano P(1). A partir dela obtemos o gerador in-
finitesimal A:

P(1)=¢

da qual pode-se construir as demais matrizes de transicio.'® Tendo obtido as ma-
trizes de transicdo e, consequentemente, as probabilidades de default para os di-
versos ratings, pode-se calcular os precos dos titulos com risco de crédito através
da férmula (21).

Deve-se, no entanto, observar que dependendo da matriz de ratings, o gerador
infinitesimal pode ndo existir ou, se existir, ndo possuir as propriedades corretas.
Os problemas que podem ocorrer sdo basicamente os seguintes:

e gerador inexistente no mundo real;
e autovalores complexos;
e violagdo da condicdo de positividade;

e “probabilidades” negativas.

16Segue da equagdo de Chapman-Kolmogorov que P deve satisfazer ao sistema de equagdes dife-
renciais ordindrias P(t) = P(¢)A = AP(¢) a partir do qual tem-se que P(At) = exp(A - At).
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Dizemos que um gerador infinitesimal estd bem-definido se a matriz P(1)
satisfizer a seguinte condicdo:'”

1
Pu—1]< 5 (36)

Ou seja, a probabilidade de permanéncia no mesmo estado deve ser superior a %
Finalmente, com a matriz de transi¢do nas maos podemos aprecar titulos de

crédito exatamente do mesma maneira que na se¢do anterior, bastando para isso

observar que a probabilidade de default corresponde a dltima coluna da matriz de

transicao.

2.3.1 Um exemplo

Considere uma situag@o na qual existem apenas trés estados de crédito:
e Estado 1: muito bom;
e Estado 2: regular;

e Estado 3: default.

De acordo com o modelo o estado 3 deve ser um estado absorvente, pois esta-
mos assumindo que ndo hd como sair do estado de default. Uma possivel matriz
de transi¢do para um periodo de um ano, por exemplo, seria

Exemplo de uma matriz de transi¢ao
em um mundo com apenas trés estados

P 1 2 3

1 095 0.03 0.02
2 015 0.70 0.15
3 0.00 0.00 1.00

De acordo com a matriz de transi¢cdo acima um titulo com classificag¢do 1, ou
seja, muito bom, apresenta um risco de default de apenas 2%, enquanto que a
probabilidade de que ele permanega nesse nivel € alta, de 95%. Também € fécil
verificar que essa matriz de transicdo satisfaz a condi¢io (36) e que, consequente-
mente, existe um gerador infinitesimal. Desse modo, a partir dela é possivel obter
as demais matrizes de transi¢cdo para outros periodos de tempo.

A vantagem do uso dos modelos de ratings no caso da nio existem emissdes
de titulos de renda fixa para varios vencimentos é que podemos, a partir do ge-
rador infinitesimal, ajustar as probabilidades de default para um vencimento qual-
quer. Uma vez conseguidas estas probabilidades, o aprecamento do titulo de renda
fixa € imediato. Para um titulo de renda fixa com vencimento em 7', rating 1,
e recuperagdo no vencimento, obtemos para o seu valor D;(¢,T') a seguinte ex-
pressao:

D;(t,T)=B(t,T)- {0 +(1—0)P[r >T|r > t]} 37

17Ver Israel et alii (2001)
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onde 7; é o instante de default de um titulo com rating igual a i e P[r; > T'|1; > ]
é sua probabilidade de sobrevida até o instante 7.

Se objetivamos aprecar um derivativo de crédito, entdo as probabilidades de
default ja sdo suficientes para este fim.

3. Derivativos de crédito — Credit Default Swap

Diferentemente dos derivativos usuais nos quais os ativos base sio acdes, fu-
turos, indices, opgdes, etc., nos derivativos de crédito o ativo subjacente € o crédito
a uma terceira parte. Ou seja, duas partes negociam o risco de crédito que uma de-
las assumiu em outra ocasido com uma terceira parte. Nesse acordo, uma das
partes transfere seu risco assumido no momento da concessdo do crédito a um
certo custo. Existem diversas modalidades de derivativos e estruturas de crédito
sendo negociados no mercado internacional:

e swap de crédito;

e swap de retorno total;

e opcodes de crédito;

e notas ligadas ao crédito;

e collaterized obligations — CQ’s
o CDO — debt
o CLO — loan.

Neste artigo nos focamos no swap de crédito (ou Credit Default Swap).

A dindmica do swap de crédito é muito simples. Suponha que uma empresa
tomou um crédito de um credor C' (por exemplo, um banco). Esse crédito pode ter
sido obtido com a venda de debéntures, por exemplo. Ora, entdo, C' assumiu um
risco, pois existe a possibilidade de inadimpléncia. Para se proteger, C' recorre a
um vendedor de hedge H (seguro) que em troca de uma taxa de protecio pré-fixada
assume o risco de crédito, como pode ser visto na figura 1.

Nosso principal interesse reside no cilculo da taxa de protecdo.'® O modo
de pagamento dessa taxa de protecdo € variado, podendo ser pago a vista ou em
parcelas. Na préxima se¢do mostraremos como calcular tal taxa utilizando um
modelo de intensidade.

18Ver em Hull e White (2000) e Schonbucher (2000) defini¢des e descri¢des dos swaps de crédito
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$ Empréstimo
Credor de crédito Devedor

$ Pagamento

$ Prémio $ Pagamento do valor do empréstimo no caso de default

Vendedor de Hedge

Figura 1
Credit Default Swap

4. Aprecando um Swap de Crédito no Mercado

O objetivo dessa se¢do consiste na aplicacdo de um método para avaliacdo do
risco de crédito no aprecamento de instrumentos de crédito no mercado brasileiro.
Mais precisamente, mostraremos como usar o modelo de intensidade descrito
acima para calcular o valor da taxa de prote¢do de um swap de crédito. Vamos
assumir nesta se¢ao que o processo de intensidade de default é deterministico para
simplificar os cdlculos.

Os fluxos de caixa em um swap de crédito sdo compostos de

e pagamentos da taxa de protecio;

e pagamento do valor protegido em caso de default.

Vamos denotar a taxa de protec@o por CD.S e o tempo de default por 7. Entdo,
o valor atualizado dos pagamentos da taxa de protecdo nas datas especificadas no
contrato € dado por:

m

tjo o
—E? |) CDS 1,567 7 e (38)

=1

enquanto que o pagamento do valor protegido, em caso de default, ¢ dado por
T 5
BY [L,<r(L - a)em I e (39)
no caso em que a recuperagio ocorre na data de vencimento, ou por
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BY [Lo<r(1 - g)e I 7ot (40)

no caso onde a recuperacdo ocorre no momento do default.

O valor justo do swap de crédito, CD.S, assumindo o esquema de recuperacio
implicito na equacdo (40), é obtido igualando-se os fluxos de caixa do instrumento
no momento da avaliacdo do contrato:

m
tj -
EZ |3 CDS-1,5,e J' s | = B2 [179(1—5)@*& d} (41)
j=1

e, a seguir, isolando seu valor

E? |:1{T§T}(]- — e I “ds}

7 ol rsds
S
E? |:1{T§T}e_ I “ds}
= (]‘ - 5) m Q
j=1 B(tvtj)Et [1{r>t,-}}

onde B(.,.) é o preco de um titulo zero cambial sem risco de crédito. Segue dai
que

CDS =

ftT Ase™ JE AU Bt s)ds

CDS = (1-9¢)= (42)
i1 Bt t))P(T > t)
sendo A o processo de intensidade descrito na subsegéo 2.2.
No caso em que a recuperagio ocorre na data de vencimento tem-se que
B(t,T)P(r<T
eDS = (1— 6B DR = T) (43)

Sy B(t,t)P(1 > t5)
De fato, se o0 membro a direita na equagao (41) € substituido por (39), tem-se
isolando a varidvel C'D.S que

E? [lrgT(l — e~ Ir 7'sds:|

L - tjr s
[ o 7]

_ (1-8)—= [ B [Lpery]
?:1 B(t, ﬁj)Ei:Q [1{r>t,-}}
B(t,T)P(r < T)

Z;‘nzl B(tv tj)E(t@ I:]'{T>tj}}

CDS =

= (1-9)
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onde foram utilizadas as identidades B(t,T) = EZ {e’ I ’”Sds} eP(r <T) =
E} [1-<ry].

5. Uma Aplicacao: Titulos Cambiais

Nesta se¢do ilustramos como podemos aprecar um swap de crédito que pro-
tege um particular titulo cambial emitido pelo tesouro. Utiliza-se nesta aplicagéo
o modelo de intensidade para o aprecamento do CDS, representado pela equagio
(43), onde a recuperagio ocorre no vencimento do titulo. Como exemplo, tomare-
mos as stripped NTN’s Cambiais (sintéticas sem cupons), que na verdade sdo
instrumentos cambiais zero coupon. Suponhamos que estejamos analisando tais
titulos no dia 13/02/2003 e que tenhamos a situacdo de mercado representada nas
Tabelas 1 e 2. Vale a pena observar que as taxas continuas didrias livre de risco
na tabela foram obtidas a partir dos vértices da curva de cupom cambial divulgada
pela BM&F (Linear/360). Além disso, assumiremos uma taxa de recuperagio
0 = 20% e que os pagamentos da taxa de prote¢do se dardo trimestralmente.

Tabela 1
Cupom das stripped cambiais

Vencimentos 17/04/03 18/12/03 14/10/04 13/10/05
Dias Corridos 63 308 609 973
Cupom Stripped NTN Cambial 11,0082%  18,0000%  23,0000%  25,0000%
Cupom Cambial Livre de Risco 9,5230% 16,6945% 18,8873% 19,8596%

Tabela 2
Taxas continuas didrias

Vencimentos 17/04/03 18/12/03 14/10/04  13/10/05
Dias Corridos 63 308 609 973
Taxas Stripped NTN Cambial ~ 0,0303%  0,0465%  0,0540%  0,0531%
Taxas Cambial Livre de Risco  0,0262%  0,0433%  0,0455%  0,0442%
Spreads 0,0041%  0,0032%  0,0084%  0,0089%

A partir dos spreads e dos periodos para o vencimento realizamos o teste de
consisténcia (34) e obtemos os resultados da Tabela 5, de onde concluimos (ver
Teorema 2) que a implementagdo do modelo de intensidade conforme descrito na
secdo 2 pode ser aplicada a esse caso. Assim como para o teste de consisténcia, os
precos das stripped NTN’s cambiais e zeros cambiais sintéticos livre de risco sdo
obtidos a partir das taxas continuas na Tabela 2.

Tabela 3
Teste de consisténcia

Vencimentos ~ 17/04/03  18/12/03  14/10/04
Teste 26,253%  18,928%  59,368%
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Tabela 4
Preco e probabilidades de sobrevida

Vencimentos 17/04/03 18/12/03 14/10/04 13/10/05
Stripped NTN Cambial 0,9810997  0,8665511  0,7198992  0,5967675
Preco do zero livre de risco 0,9836079  0,8750203 0,7578567 0,6507187
Probabilidade de Sobrevida 99,68% 98,79% 93,74% 89,64%

As probabilidades de sobrevida sdo calculadas de acordo com a férmula (21),
usando a taxa de recuperagdo § = 20%. Em nosso caso concreto temos as proba-
bilidades de default apresentadas na tabela 5.

Tabela 5
Probabilidades de default

Vencimentos 17/04/03 18/12/03 14/10/04 13/10/05
Prob. de default  0,3188%  1,2099%  6,2607%  10,3638%

Com as probabilidades de default podemos aprecar esse instrumento de crédito
de acordo com o modelo de intensidade. Para isso, basta aplicarmos a férmula
(43):

- B(t, T)P(r < T)
ODS = (1= d)sm 50 180 > 1)

j=

onde B(t,t;) representa o fator de desconto para os periodos intermedidrios de
pagamentos do swap e B(t,T), por sua vez, sendo o fator de desconto para o
periodo total do swap. Logo,

0,067439
8,313215

O valor porcentual acima representa o pagamento do swap de crédito trimes-
tral que iguala o valor presente esperado do sinistro de crédito ao fluxo esperado
dos pagamentos de swap na equacdo (41). Desse modo, exemplificamos como &
possivel aprecar um swap de crédito para um instrumento de renda fixa do mercado
financeiro brasileiro, utilizando o modelo de intensidade.

CDS = (1-0,20) =0,6490%

6. Conclusoes

Nesse artigo foram vistas as derivagdes do preco de uma obrigacio de crédito,
segundo os modelos estruturais, de intensidade e de ratings. Devido a baixa li-
quidez dos mercados financeiros corporativos no Brasil e do reduzido universo
de empresas locais as quais uma aplicacdo dos modelos estruturais poderia ser
tentada, outras abordagens parecem ser mais indicadas. Além disto, como salien-
tamos na subsecdo 2.1 inimeros problemas metodoldgicos e empiricos prejudicam
a performance desta classe de modelos. Notamos ainda que no Brasil e em outros
paises, titulos soberanos exibem risco de crédito, o que de imediato dificultaria
ainda mais o uso dos modelos estruturais no aprecamento destes ativos.
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Os modelos de intensidade, enquanto tradutores de mercados liquidos, depen-
dem quase que exclusivamente de sua existéncia, sendo sua utilizagdo no Brasil
limitada as pequenas ilhas de liquidez existentes nos mercados de titulos de renda
fixa locais. Esta situacdo especifica foi explorada na aplicacdo desenvolvida na
subsecdo 2.2 deste artigo.

Os modelos de rating, por sua vez, dependem de parametros que melhor se
adequam a natureza do nosso mercado de crédito. Vale lembrar que a inexisténcia
de liquidez e precos de mercado para os titulos de crédito locais, fazem com que
os modelos de rating produzam precos de referéncia ou de arbitragem.

Finalmente, consideramos o aprecamento de um swap de crédito em geral
e uma aplicacdio pritica para uma NTN cambial sintética (sem cupom) segundo
modelos de intensidade.
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